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t Hie geotnctrifiä&en Äonilrultwtt«^ aufgaben bienen, wie alle Übung«^ 

aufgaben jur Sefefiigung ber gewonnenen Äenntniffe; aufeerbem eignen 
iie ftd^ aber ganj befonberö baju, bas ^nteteffe ber Sd^üCer für bie 
aRatl^ematil ju erweden; namentliii^ ift bieö bei ben ©d^ülern ber 
2;ertia ber g^aH, ba gerabe in biefer ÄIaj|e bie aritl^metifii^en Stufgaben 
l^auptfä(ä^Ud^ nur inm fefien ®inprägen ber gegebenen Siegeln bienen 
unb weniger anregenb wirfen. Sffierben bie ©d^üler biefer Älaffe im 
Söfen geometrifd^er Äonftruftionö* aufgaben geübt, fo werben üe fi(ä& 
aud^ in ben oberen Älajfen mit befonberer SBorliebe biefem fpecieffen 
©ebiete juwenben, unb fid^erlid^ wirb barunter ber Unterrid^t in ber 
^Trigonometrie unb Stereometrie nid^t Ceiben, benn je mel^r ©ewanbt? 
I^eit bie ©d^üler in ber Söfung geometrifd^er Äonftruftionö= Aufgaben 
befiften, um fo bejfer wirb il^nen and^ bie ber trtgonometrif(§en unb 
ftereometrifd^en Stuf gaben gelingen; natürU(§er Sffieife unter ber 
aSorauSfefcung, ba§ fie a\x^ bie notwenbige g^ertigleit im algebraifd^en 
SRed^nen befifeen. 

©i(^erlid^ werben aber nur wenige ©(^üler im ftanbe fein, auf 
©runb ber il^nen befannten ©dfie beö fie^irbud^ä bie Stufgaben ju löfen, 
ol^ne ba§ il^nen über ben bei ber Söfung einjufd^lagenben 3Beg Stn* 
beutungen gegeben werben. 2)amit jebo(^ bie ©efamtl^eit biefeö 3^^^ 
erreid^t, wirb eö notwenbig fein, bie Stufgaben fpftematifd^ ju be= 
l^anbeln, fie oon ben lei(§teren ju ben f($wereren fortfd^reitenb in he=: 
ftimmte ©ruppen ju teilen, unb für biefe ©ruppen bie ©runbjüge 
anzugeben, nad^ benen fie ju löfen finb. Sefinbet fid^ j. 33. unter 
ben jur 3^i^^wng eine« 2)reiectd gegebenen ©tüdfen ber Umfang 
beöfelben, fo wirb ber in ber eben angegebenen SBeife unterri(^tete 
©(^üler jur Slnal^fiä entweber bie eine ©eite um bie beiben anberen 
t)erlängern, ober er wirb ben ju einer Seite geprenben äußeren: 
Serül^rungölreiö lonfiruieren unb bead^ten, bafe bie ®ntfernung bed^ 
5ßunlteä, in wetd^em berfelbe bie aSerlängerung einer Seite berül^rt, 
t)on ber bem Kreife gegenüberliegenben S)reie(iöedEe gteid^ bem l^albea 
Umfang ift. 
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IV 

SBon biefem ©efid^tspunfte auöß^^^nb l^abe id^ eä im 5ßeretn mit 
meinem ÄoHegen ^errn t)OttSül^mann unternommen, bie geometrifd^en 
Äonfirultion§=3luf gaben, roeld^e, bie aufgaben beö L Snl^angs auö^ 
genommen, nid^t bie an ein ©pmnajium ju fteffenben Slnforberungen 
übetfteigen unb ju beten Söfung nur bie in ben gebraud^ttd^en Sel^r^ 
Büdnern üorlommenben ©äfee als belannt Dorauögefefet merben, ju 
orbnen. ^tnn aud^ burd^ bie jebem 5ßaragrapl^en t)orausgefd^idften 
Semerlungen bie Söfungen ber Slufgaben ben ©d^fllem wefentUd^ er^ 
leid^tert finb, fo flnb bamit bod^ bie Suflöfungen nod^ nid^t tjoffftänbig 
gegeben, fte liefern ben ©d^ülern nod^ immer l^inreid^enb ©toff jum 
SRad^benfen. 3iur einigen gunbamental^Sluf gaben, n)ie j. S3. ben 
aufgaben bed Stpottonifd^n Serill^rungöproblems unb einigen 
fd^mierigeren Aufgaben, wie j. 35. ber: „ein 35reiedt aud ben brei 
Sollen ju jeid^nen",'flnb genauere 3luflöfungen l^injugefügt. 3n ben 
meiften ber bis jefet erfd^ienenen Slufgaben^ Sammlungen befielet bie 
Anleitung, n)et(§e ben ©d^ütern gegeben wirb, l^auptfäd^lid^ barin, 
ba§ auf frül^er bageraefene Slufgaben unb Sel^rfäfee uerroiefen wirb; 
i(§ finbe biefe 3Ketl^obe l^öd^ft unpraftifd^, ba fie nur baju bient, bie 
©d^üler ju verwirren unb il^nen bie fiuft jum Söfen ber 2lufgaben 
ju benel^men, benn jur Söfung ber eigentlid^en 3lufgabe muffen erfl 
fuccejfioe mel^rere anbere gelöft werben. 

Dbgleid^ fid^ in ber Dortiegenben ©ammlung, bie wol^l bie reid^^ 
l^altigfte unter a\ltn bt§ jeftt erfd^ienenen fein bürfte, ungefdl^r 3000 
Stuf gaben oorfinben, fo finb bod^ jur ®rlauterung nur 25 giguren 
l^injugefügt; bie übrigen finb fo genau befd^rieben, ba§ ein Irrtum 
nid^t oorf äffen lann. Überl^aupt l^alte id& bafür, ba§ eine genaue 
3eid^nung bie fiöfung einer 3lufgabe wefentlid^ erleid^tert; bal^er eö 
•für ben ©d^üler fid^erlid^ oon aSorteil fein wirb, wenn er bie 
3eid^nung ni^t fertig oorfinbet, fid^ biefetbe t)ielmel^r erfl felber nad^ 
ber gegebenen Slnteitung lonflruieren mujs. ©o ifi j. 33. felbft bei 
ber 3Kalfattifd^en aufgäbe leiner ber brei 2luflöfungen eine gigur 
beigegeben; bie ©d^üler fönnen biefelben, wie id^ bas felber an 
einigen meiner bejferen ©d^üler erprobt, nad^ ben gegebenen an- 
beutungen t)offftänbig fel^lerfrei lonftruieren unb bie Sluflöfungen an 
benfelben burd&fül^ren. 

6in SBorwurf wirb mir wol^l nid^t barau« gemad^t werben, bafe 
Bei einigen (fel^r wenigen) Aufgaben auf fpatere oerwiefen; es ift 
iaö nur gefc^el^en, nm nid^t ben inneren 3i*fö»i^^«^tt"9 ^^ fft«f 
^Ibfd^nitte unb baburd^ bie größere ÜberRd^tlid^felt ju ftören. 

a3ei ber 35earbeitung bes Dorliegenben Sud^es finb jum S^eil 
folgenbe bereits erfd^ienenen SBerle benutjt: (Srunert, Slrd^io für 
Hßatl^ematif unb 5ß^pfil; @rler, Aufgaben am ber SWat^ematif für 


grögcrc aSicrtcIial^rdarbeiten ber ^Primaner; ©anbtner unb 3unö« 
l^ans, ©ammlung t)on ßel^tfäfeen unb aufgaben au« ber gJIanimetrie; 
aSrennedfe, öerül^rungöaufgabe für Äreiö unb Äugel; SRagel, 
Unterfud^ungen über bie wd^tigjlen jum S)reie(J ge|i5renben Äreife; 
Safobi, Slnl^dnge ju t)an ©toinben'ö ©eometrie, l^erau^gegeben von 
SBieganb; Koppe, ©eometrie; 3. <&. 2:. aWüller, ©eometrie; 
g=6auE, ^Programm t)Ott ^ßaberborn 1862; SBinber, gJrogramm beö 
©eminars ©d^öntl^al 1868. 

3m Februar 1870. 


Uorrek ^tir ^tuetten 3lti)lage. 


S)er 5ßlan bes Sud^es ift berfelbe geblieben, ebenfo tfi bie 3ln* 
orbnung ber 3luf gaben nid^t geänbert; jebod^ l^at fid^ bas SBebürfniö 
J^erauSgefteHt, bie S^^ ber Slufgaben an einigen ©teilen ju oermel^ren, 
foroie bie ainal^fiö t)erf(§iebener Slufgaben von anberen ©efid^töpunften 
aus aufjufaffen unb fo ju t)ereinfa(^en. 5RamentCid^ finb wir ^errn 
^rofeffor Söinber in ©d^öntl^al (Sffiürttemberg) ju S)anf üerpflid^tet, 
bem wir in lefeterer Sejiel^ung ntel^rere 3WitteiIungen »erbanfen, teife 
bireft, teils burd^ feine SReceniion ber ©ammlung von ©anbtner 
unb ^nnQ'^an^. SBermel^rt finb befonberö Me S!luf gaben in §. 3, 
weil es unä wichtig ju fein fd^eint, ba§ bie ©d^filer gerabe in ber 
Söfung biefer Slufgaben tüd^tig geübt werben, weil fle baran bie 
SWetl^obe ber Sel^anblung unb bie gorm ber S)arftettung am fid^erften 
lernen, unb oft genug ber ^el^ler, baß ©d^üler feine geometrifd^en 
Slufgaben löfen fönnen, barin liegen mag, ba§ fie in ber ßöfung 
biefer einfad^ften Slufgaben ni(§t grünblid^ unterrid^tet ftnb. Slud^ 
bie Slufgaben über baö 2^angentent)ieredt, fowie biejenigen ber 
§§. 40 bis 46 unb 64, finb wefentlid^ loermel^rt, ba fid^ befonberd 
bie lefeteren burd^ elegante Söfungen auöjeid^nen. gür ben Drt in 
§. 96 ift eine einfad^ere Äonftruftion gegeben, bie namentlid^ aud^ für 
ben gall gilt, bafe ein Äreiö innerl^alb beö anbern liegt; ebenfo ift 
bie Äonftruftion in ben Slufgaben §.131, 22 unb 23 burd^3urüd{fül^rung 
auf §. 73, 10 t)ereinfa(^t. S)ie melen, jum 2:etl gerabe nid^t 
eleganten Slufgaben ber §§. 34, 35, 37 finb beibel^alten, ba pd^ bie 


VI 

meifien bcrfelben ium einüben ber fo dufecrji m^ti^tn §§. 15 unb 16 
eignen unb eö ftd^ aufeerbem, wie n)ir au« eigener erfal^rung wiffen, 
fel^r empfiel^lt, iebem ©(ä^tiler eine befonbere Stufgabe jur pu«Hd^en 
Bearbeitung ju geben, roeiC baburd^ ba« Slbf einreiben fel^r erfii^roert 
ober Dielmel^r unmöglid^ gemad^t wirb. 

3m 3anuar 1874. 


Uorrebe ^x brlttett 3lti)lage. 

3n ber t)orliegenben britten Stuffage finb nur geringe SBer^ 
unberungen vorgenommen. Unter Senufeung beö Siepertoriumö bes 
i&erm ^ßrofejfor 8 in ber (Jßoffmannf d^e 3ßitf(ä^rift für matl^ematifd^en 
unb natum)iffenf(§aftU(^en Unterri(§t) finb einige 9lufgaben neu 
l^injugefügt, bie ftonftrultionen anberer vereinfad^t roorben. 

9luf ben 9iat einiger Rollegen, n)el(^e fid^ be§ Sud^eö bei il^rem 
Unterri(^t bebienen, ift ein britter Stnl^ang l^injugefügt, in xod^tm 
bie am meifien gebräud^lid^en geometrifd^en Örter jufammengefiefft finb. 

Stu^erbem finb wir bemül^t geroefen, bie SKängel beö 83u(§ed ju 
befeitigen, auf weld^e uns bie Jßerrn Siecenfenten aufmerffam gemad^t, 
unb wofür wir il^nen ju großem 2)anl terpffid^tet finb. 

3m aiugufi 1875. 


Uorrebe ^ bett fiiaterett ^Itijlage«. 

S)ie fpäteren auflagen entl^atten nur wenige 3^fäfe^- 2)a burd^ 
ben Sel^rplan von 1882 bie neuere ©eometrie obligatorifd^er Sel^r^ 
gegenjlanb filr aieatgiEimnafien geworben ift, fo l^aben wir im 2. Sln^ 
l^ang Sluf gaben auö biefem ©ebiete jufammengejiellt; einige berfelben 
finb ber ©inleitung in bie neuere ©eometrie oon 9B. g^ul^rmann ent« 
nommen. — 3)a es uns ferner notwenbig ju fein f(§eint, bafe eins 
fad^ere Söfungen frül^erer 3lufgaben, fowie intereffante neue SÄufgaben 
aufgenommen werben, fo l^aben wir, um ni^t ben Xtict ber Sud^e« 
JU änbem unb baburd^ eine beim ©(^ulgebraud^ ftörenbe äbweid^ung 
ber äufgabennummern in ben ijerfd^iebenen 3luflagen l^erbeijufül^ren, 
einen oierten 2lnl^ang l^injugefügt, in wel(§en wir biefe aufgaben 
aufgenommen l^aben. S)ie ©teilen bed S3u^ed, an wel^e fie gel^ören^ 
pnb mit ^inweifen tjerfel^en. 

3m aRärj 1887. 
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1. SUcd^ttoittlligcfi SJrcicd. RA ABC, bcr redete SBinlel bei C; 

Äatl^etcn a unb b; ^^potcnufe c; a unb ß ©egcnnjinlcl t)on 
a unb b ; ißöl^c h ; bic burd^ h auf c gcbilbetcn 3lbf d^nitte = 
p unb q; p liegt an a, q an b. 

2. ©Icid^fd^enlligeö ©reied. ©d^enlel a, ©runblinie c, Safld^ 

roinlel a, SBinfel an ber ©pi|e 7; h. ^öl^e auf ben ©d^enlel; 
he ^öl^e auf bie Safis. 

3. aUgcmeineö SJreied. A ABC (unten linlä A, red^tö B, oben 0). 

a aBinfcl bei A, a ©egenfeite t)on a (a>^b). 

ß aBinfct bei B, b ©egenfeite t)on ß. 

7 aSinfet bei C, c ©egenfeite t)on 7. 

h. bie t)on A auf a gefällte ißöl^e. 

hb bie t)on B auf b gefällte ^öl^e. 

hc bie von C auf c gefällte ^öl^e. 

t, bie von A nad^ ber SKitte von a gejogene 2:ranöt)erfale 

(SJHttellinie). 
tb bie von B nad^ ber aWitte von b gezogene 2^ranöt)erfale 

(3Rittellinie). 
tc bie von C nad^ ber 3)Ktte von c gezogene 2:ran«t)erfale 

(amttellinie). 
w, Halbierungslinie beö SBinfete a. 
Wb Halbierungslinie bes SBinlelö ß. 
Wc HÄlbierungälinie beö SBinlefe 7. 
r SHabiuö beö umgefd^riebenen Äreifed. 
p SHabiuö beö eingefd^riebenen Äreifeö. 
p. SRabiud beö jur Seite a gel^örenben äujgeren S3erül^rung«^ 

Ireife«. 
pb SRabiuö bed jur ©eite b gel^örenben äußeren aSerül^rungö^ 

Ireifed. 
pc SRabiu« beö jur Seite c gel^örenben äußeren Serül^rung*: 

Ireifeö. 

Oeomeivifd^e ftonfiru{tionS«9(ufgaeen. 1 
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p. bad oom 3Rittelpunft be« umgefd^ricbcnen Ärcifcd auf a 

gefaßte Sot 
Pb baö t)om aJHttelpunlt bed untflefd^riebenen Äreifeö auf b 

gefaSte Sot. 
Pc baä t)om 3JHttelpunft bed untflefd^riebencn Äreifeö auf c 

gefaOte Sot 
p unb q finb bie von h« auf c gebitbcten Slbfd^nitte; p liegt 

an a^ q an b. 
u unb V finb bie von w« auf c gebilbeten Slbfd^nitte; u liegt 

an a, v an b. 
^ (btO ijl ber t)on b unb ta gebilbete SBinfel. 

4. Du abtat Seite a, S)iagonate e. 

5. SRed^ted. Seiten a unb b, S)iagonale e, 3KittetpunIt E; ber von 

ben diagonalen gebilbete SBinfel AEB = e. 

6. Sll^ombu«. Seite a, fpifee SBinlel a, längere S)iagonale e, 

fiirjere S)iagonaIe f. 

7. Sll^omb oib ABOD. Seite AB« a, BO = b; SBinlet bei A= a, 

S)iagonale AC = 6, BD = f; beibe fd^neiben [xä) in E; 
zAEB = e; ^öl^e auf a = h,; Q'o^t auf b = hb. 

8. SCrapei ABCD. AB==a; BO = b, CD = c, DA = d; aunbc 

bie beiben parallelen Seiten ; a ^ c. 2BinIel bei A = a, unb 
bei B = p. S)iagonale AO = e, BD = f ; beibe f d^neiben pd^ 
in E. z AEB = e. Sie Entfernung ber beiben parallelen 
Seiten = h. 

9. allgemeines SBiered ABCD. Seite AB = a, BO = b, CD = c^ 

DA = d. SBinfel bei A=a, bei B=ß, bei = T/ bei D = 8. 
diagonale AO = e, BD = f, beibe fd^neiben jid^ in E. 
Z AEB = e. 

10. P, P' . . . . bejeid^nen 5ßunfte. 

11. L, L' . . . . bejeid^nen Sinien. 

12. K, K' . . . . bejeid^nen Äreif e bejüglid^ mit ben 9labien r^. r' ... 
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^xmh^ ttttb 8imtb^|lotttofeÜ0tts=^^tifgabett. 


A. Sttfga&ntr toel^e ol^ne Ktnoetibttttg tiott Setl^SItniffett 

jtt ISfett flttb* 

§.1. 
@infad^e älufgaben übet bad ted^ttDinlUge S)reie(l. 
gdOt man ble ^öl^e CD, fo ijl z AOD « p, z BCD = a 

1. a, b 3. a, a 5. c, a 7. a, h 9. p^ a 11. a, p 

2. a, c 4. a, ß 6. h, p 8. h, a 10. p^ ß 

§.2. 
@infa(j^e aufgaben übet baö gleid^feitigc unb gleid^fcj^enllige 

©teied. 

a) ©letd^feittgeö A 7. a, c 16. c, h, 

1. a 8. c, 7 17. h,, a 

2. h 9. a, a 18. h., 7 

b) SHed^troinlUg gleid^fd^enttiged A 10. c, a 19. w., a 

3. c 11. a, ho 20. w., 7 

4. h 12. c, ho 21. a, t. 

5. a 13. h^, a 22. h., Z (eh.) 

c) ©teid^fcj^enlliged a 14. h«, t 23. h^ z(ah.) 

6. a, Y 15. a, h, 

§.3. 
Slufgaben übet bad allgemeine S)teie(I, weld^e mittelfl bet 

t)iet ^auptfälle tödbat. 

1. a, b, Y 7. p, q, a 13. b, h«, 7 19. h^ a, ß 

2. a, b, c, 8. a, b, h« 14. a, p, 7 20. h«, ß, 7 

3. c, a, ß 9. b, c, hc 15. a^ c, Z (ch,) 21. a, p, a 

4. a, b, a 10. a, h^ q 16. ho, p, 7 22. p, a, ß 

5. ho, p, q 11. a, b, p 17. a, h«, a 23. h,, p, a 

6. a, p, q 12. h., p, q 18. c, h«, a 24. a, q, ß 

1* 
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25. b, p, ß 55. a, p, Z (et«) 84. a, Wc, y 

26. h^ p, ß 56. h^ p, Z (et«) 85. a, w«, ß 

27. h., q, ß 57. h,, a, Z (cte) 86. w^ u, ß 

28. he, ß, z (bho) 58. a, p, Z (at.) 87. a, u, ß 

29. c, hc, h, 59. h«, p, Z (at») 88. a, w«, u 

30. a, ha, p 60. p, ß, Z (ata) 89. w«, ß, Z (cw«) 

31. h., hb, T 61- C/ h*/ to 90. a, w«, Z (cw.) 

32. hb, Z (eh.), 62. h^ t«, ß 91. w„ u, Z (cWe) 
Z (chb) 63. a, p, tc 92. a, u, Z (cw«) 

33. c, tc, a 64. t« p, ß 93. a, h«, w» 

34. a, c, to 65. a, p, t. 94. h«, w«, y 

35. a, t^ ß 66. he, p, t. 95. h«, w«, a 

36. c, te, Z (cte) 67. p, t., ß 96. h^, w«, y 

37. a, te, Z (cte) 68. h«, Z (et«), 97. a, w«, p 

38. a, c, Z (ct.) Z (ate) 98. We, p, ß 

39. c, a, Z (cte) 69. a, h«, Z (at«) 99. h«, w«, p 

40. tc, a, Z (cte) 70. he, ß, Z (at«) 100. he, w«, u 

41. a, ß, z (ate) 71. h«, te, Z (at«) 101. a, p, u 

42. c, i, Z (ate) 72. a, p, Z (at«) 102. a, h^, u 

43. a, te, Z (ate) 73. h«, p, Z (ate) 103. he, p, u 

44. a, c, Z (ate) 74. p, ß, Z (at«) 104. h«, u, ß 

45. c, ß, Z (at.) 75. c, h., Z (at«) 105. p, u, ß 

46. c, he, te 76. h., ß, Z (at«) 106. h«, u, Z (cw«) 

47. he, te, a 77. a, p, Z (ct.) 107. w«, p, Z (cWe) 

48. a, he, t« 78. h«, p, Z (ct.) 108. a, hb, \Ve 

49. C, te, Z (hete) 79. P, ß, Z (cta) 109. a, p, \Vb 

50. he, te, p 80. We, a, y 110. a, h«, Z (cw.) 

51. a, he, Z (cte) 81. Wc a, ß 111. he, p, Z (CWe) 

52. c, he, Z (cte) 82. We, u, Y 112. h«, Wb, p 

53. c, ha, Z (cte) 83. a, u, Y 113. Wb, p, ß 

54. ha, ß, Z (cte) 

Äonflrultion beö ©teicdö auö brci ©citcn, xotnn bicfc sortier 

aud gegebenen ©ummen ober ©ifferenjcn einjeln ju 

lonjtruteren finb. 

1. a, b, b 4- c 7. a, b + c, b — c 

2. a, c, b — c 8. a — b, b — c, c 

3. a, b, b — c 9. a 4- b, b -f- c, a + c 

4. a, a + b, a + c 10. a — b, a — c, b + c 

5. a, a 4- b, b -f- c 11. a + c — b, b, c 

6. a, a — b, a -h c 12. a -h b 4- c, a, a — b 
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13. a -f- b -f- c, a + b, a — b 17. a + b + c, a — b, a — c 

14. a-f-b — c, a-hc— b, b+c— a 18. b -f- c, b — c, h, 

15. a + b — c, a — c, b -h c 19. p, q, a — p 

16. a -h b — c, a -f- b, b -f- c 20. p, q, a -h c 

§.5. 

@infad^e Slufgaben übet bad Sie^ttä. 
3u löfcn butd^ S^^^äffül^rung auf bie aufgaben t)on §. 1. 

1. a, e 3. a, Z (ae) 5. a, a — b 

2. e, 8 4. a, a-t- b 

§.6. 

(Sinfad^e Slufgaben übet ben ^il^ombud. 
3u löfen butd^ B^^^äffül^tung auf bie aufgaben t)on §. 1. 

1. e, f 3. a^ h 5. e, a 

2. h, a 4. e, h 6. a, e 

§. 7. (§. 7 a. fiel^e änl^äng IV, ©. 203.) 

@infad^e älufgaben übet bad ^atalletogtamm. 
3u löfen butd^ S^tüdffül^tung auf bie aufgaben von §. 3. 

1. a, b, e 8. a, h^ f 15. a, e, Z (af) 

2. a, b, a 9. a, h^ Z (af) 16. a, e, f 

3. a, e, a 10. e, h^ a 17. e, f, e 

4. b, f; Z (bf) 11. b, e, h. 18. a, Z (af), Z (ae) 

5. a, b, h. 12. a, h^ h^ 19. e, f, Z (bf) 

6. b, h., Z (af) 13. h^ f, e 20. a, e, Z (af) 

7. b, f, h. 14. e, f, h. 

§.8. 
©infad^e Slufgaben übet bad S^tapej. 

a) 1. a, b, a, ß 10. a, b, c, Z (af) 19. a, b, a, h 

2. b, c, a, p 11. a, c, f, ß 20. a, c, e, h 

3. a, b, d, a 12. a, b, c, e 21. a, c, h, Z (ae) 

4. b, d, e, ß 13. a, c, e, Z (ae) 22. a, b, ß, e 

5. a, e, f, a 14. a, b, d, e 23. e, e, Z (ae), Z (be) 

6. a, c, d, a 15. b, e, a, ß 24. b, Z (ae), Z (af), 

7. b, d, ß, z (ae) 16. b, e, a, z (ae) z (bf) 

8. a, c, Z (ae), Z (de) 17. a, e, a, ß 25. c, e, h, e 

9. c, e, Z (ae), Z (be) 18. a, c, d, h 

b) (flel^e aud^ «n^ang IT, ©. 203.) 3ut ißöfung bet folgenben auf* 

gaben ift butd^ C eine Jßatattele mit AD ju jiel^en, bid jle AB 
in P ttifft. e«iftBP = a-c. 


G §. 8, 9. 

26. a, c, a, ß 30. b, d, a, Z (bf) 33. a — c, b, e, a 

27. a, b, c, d 31. a — c, a, Z (af), 34. a — c, e, a, ß 

28. a, b, c, a Z (bf) 35. a — c, b, d, e 

29. b, d, a, Z (be) 32. b, d, Z (be), Z (de) 

c) (ftel^e aud^ änl^ang IV, ©. 203.) 3"^ Söfung bcr folgcnbcn aufgaben 
i{l butd^ C eine ^ataOele mit BD )u )iel^en, bid fte bie äSerlänge^ 
rung oon BA über B l^inaud in F trifft. 6« ift AF = a-hc. 

36. a, c, Z rce), Z (cf) 43. e, f, Z (be), Z (bt) 

37. a, c, e, t 44. e, a + c, Z (be), Z (bf) 

38. a, c, f, Z (ae) 45. a, c, e, e 

39. a, e, f, e 46. e, f, e, Z (de) 

40. b, e, f, e 47. e, e, Z (ae), Z (de) 

41. e, f, a, e 48. a 4- c, Z (ae), Z (af), Z (bf) 

42. e, f, 8, Z (be) 49. e, h, e, Z (df) 

50—54 f. »nl^anö IV, ©. 203, 

§.9. 

@infad^e älufgaben aber bad SBiered. 

a) 1. a, b, c, d, e 16. a, c, e, Z (ae), Z (af) 

2. a, b, c, d, OL 17. a, b, e, f, a 

3. a, b, e, a, 7 18. a, e, a, ß, 7 

4. a, c, d, e, Z (df) 19. a, b, Z (af), Z (bf), Z (ce) 

5. a, b, c, e, f 20. a, e, f, Z (ae), Z (af) 

6. a, b, e, a, 8 21. a, d, 9, Z (ae), Z (af) 

7. a, b, d, e, a 22. e, Z (ae), Z (be), Z (ce), Z (af) 

8. a, b, c, p, 7 23. a, b, c, e, 8 

9. a, b, c, a, ß 24. a, c, e, a, 8 

10. a, b, c, ß, Z (ce) 25. a, b, f, a, 8 

11. a, c, e, f Z (be) 26. a, b, a, ß, y 

12. a, b, c, f, 8 27. a, c, e, f, Z (ae) 

13. a, b, f, a, ß 28. a, e, Z (ae), Z (af), Z (cf) 

14. a, c, e, f, a 29. a, e, f, a, 8 

15. a, f, d Z (de), Z (ce) 30. a, f, a, 7, 6 

b) 3^^ Slnal^ji« unb Söfung ber folgenben 3ln^iaUn finb 5ßaraffelen 

)u jiel^en. 

31. a, c, a, ß, 7 38. a, e, f, Z (ce), Z (cf) 

32. a, b, e, e, Z (cf) 39. c, e, Z (af), Z (ce), Z (cf) 

33. a, c, d, e, Z (a^ 40. a, e, e, Z (ae), Z (ce) 

34. a, b, d, 7, 6 41. a, b, e, f, e 

35. b, c, a, Y, 8 42. a, c, e, Z (ae), Z (ce) . 

36. a, c, e, Z (af), Z (cf) 43. c, e, Z (af), Z (ce), Z (df) 

37. c, d, Z (af), Z (cf), Z (df) 
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§. 10. ' 
aßenn in einem ted^twinßigen ©reied bie ^^potenufe gegeben, fo 
iji ber über ber ^^potenufe alö ©urd^meffer g^f^ä^togene fialbfeeiö 
ein Ort für ben ©d^eitetpunft bed redeten SBinfefe. 


1. R A c, h 


5. 

R Au, V 

8. 

A b, h„ q 

2. R A p, q 


6. 

A c, h^ hfc 

9. 

Ah„ q, a 

3. R A c, p 


7. 

A h^ hi, a 

10. 

A h^ h^ q 

4. R A c, p — 

q 






§. 11. 

Fig. 1. SBenn in einem ©reierf bie Orunblinie c unb ber 
gegenüberliegenbe SBinlet y gegeben finb, fo lann ein Äreid fonfiruiert 
werben, weld^er ber geometrifd^e Drt für bie ©pifce be« ©reiedd ifi. 

2:rage anAB = cinAZ7=« BAD an; errid^te ciuf AD in 
A ein Sot, ferner auf AB in ber 3Ritte E au(j^ ein Sot, beibe treffen 
fi(ä^ in M, fd^lage mit MA um M einen Äreiö, fo ift ber über AB 
Uegenbe 2^eil bes Äreifed ber geometrifd^e Drt für bie ©pifee bed 
SDreiedö; j. ». 0, benn Z AGB = BAD aU abfd^nittSminleL 

fjemer bead^te, bajs ba« tjon M auf AB gefällte Sot fowol^I bie 
©eite AB in E, toie aud^ ben gu AB gel^örenben Sogen in F 
l^albiert, fo bajs Z ACF = BCF ober CG bie fiatbierungöHnie bed 
aßinlete AGB iji. 

anmerlung. 3fi t>R, fo fattt ber SKittelpunftM unter bie 
ßinie A'B'. 

3uf aft. 35er Äreiä, weld^er ber geometrifd^e Drt für bie ©pifee 
befi 3)reiedffi iji, lann aud^ nod^ auf folgenbe SBeife erl^alten werben: 
©rrid^te auf AB = c in ber SWitte E ein Sot, trage in einem beliebigen 
^nn^e beöfelben t an unb jiel^e ju bem freien ©d^enfel beöfelben burd^ 
A eine gSarattele, roeld^e baö Sot in M trifft, fo iji, ba A AME ^ 
BME, MA = MB, unb Z AME = BME = t, mitl^in AMB = 2t, 
alfo jeber 5ßerip]^erien)inlel über AB = 7. 3jl 7>R, fo lommt 
natürlid^ ber fonoeje 2BinleI AMB atö ©entriwinfel jur SBerwenbung. 

1. u, V, 7 5. r, u, V (§. 32, 33) 10. c, Z (at«), Z (bt«) 
(§. 18, 14) 6. he, u, 7 11. c, h., Z (bt,) 

2. p, q, T 7. P/ u, T 12. c, ß, Z (bt«) 

3. c, 7, to 8. a, c, Z (btc) 13. c, 7, Z (et,) 

4. c, 7, he 9. c, hc, Z (btc) 

@in Parallelogramm ^u jeid^nen aud 

14. e, f, a 16. b, f, Z (ae) 18. e,Z(ae),Z(bt) 20. a, h., e 

15. f, a, e 17. e,Z(ai), Z(bf) 19. e, h^ Z (bt) 21. a, Z(bf),Z(be> 

§. 12. 
aufgaben über baö a;rapej, bei benen bie §. 11 erörterte Äon^ 

flruftion mit bem Slbfd^nittdtoinlel jur Slnwenbung lommt. 
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a) 1. a, b, Z (be), Z (df) 2. a, h, Z (be), Z (df) 

b) »ea^te §. 8, b unb c (pel^c aud& anJ^ang IV, ©. 204.) 

3. a, c, Z (be), Z (af) 5. a, b, c, Z (df) 7. a, b, c, e 

4. a, c, a, Z (be) 6. a, b, c, Z (de) 7a. a, c, h, e 

c) Über §mel Sinien ate ©eignen finb Ärcifc ju lonflruieren unb 
ber 5punft, in wcld^em fid^ beibc fd^neiben, ift ju bead^ten. 

8. a, c, Z (be), Z (de) 10. a, c, Z (bf), Z (de) 12. a, c, e, a-hß 

9. a, c, Z (be), Z (df) 11. a, c, s, Z (de) 

d) Sielte PO II AD, unb OG II DB bis ju i^rem a)urd^f(3&nitt P unb 
G mit AB; ferner AH II CG unb GH II AC, Derbinbe H mit P unb 
B, unb jiel^e OH, fo ift junä(^fl cind ber ^Parallelogramme AOGH 
ober PCBH ju fonftruieren, wobei ju bead^tcn, bajs Z ACG=AHG 
= e; ZCAH = CGH = 2R — e; Z OFH = OBH = a4- ß; 

ZP0B = PHB = 2R — (a4- ß) ift. 

13. b, d, a -f- ß, e 23. b, h, a, e 33.' a -f- c, e, a -f- ß, e 

14. a — c, b, d, e 24. a — c, b, h, e 34. a+c, a+ß, Z(ae), Z(af) 

15. a — c, b, ß, e 25. a — c, h, a, e 35. e, a+ß, Z(ae),Z(af) 

16. b, d, a, s 26. b, h, a + ß, e 36. h,a-hß,Z(ae), Z(af) 

17. a — c, b, a, e 27. a — c, h, a -h ß, s 37. h, e, f, a -h ß 

18. a-c, b, a-hß, e 28. e, f, a + ß, s 38. h, e, a -f- ß, Z (af) 

19. a — c, a, ß, e 29. a 4- c, e, f, a + ß 39. a 4- c, e, h, a + ß 

20. b, a, ß, e 30. a-l-c,e,a+ß,Z(ae) 40. a+c,h,a-i-ß, Z(ae) 

21. h, a, ß, 8 31. e, f, Z (ae), a -f- ß 41. e, h, a 4- ß, e . 

22. b, d, h, 8 32. a-f- c, e, a-f.ß,Z(af) 42. a -f- c, h, a + ß, 8 

43. f. 3ln^. IV, @. 204. 
§. 13. 
aufgaben über baä allgemeine SBiered, bei benen §. 11 jur 
Slnwenbung lommt 

a) 1. a, b, e, f, 8 4. a, c, e, ß, 5 8. a, f, a, 7, e 

2. a, b, f, ß, 8 5. a, b, e, Z (de), Z (cf) 9. a, b, f, a, 7 

3. a, b, f, a + Y, 8 6. a, e, ß, 7, Z (df) 10. a, b, d, a, 7 

(ß ju bered^nen) 7. a, b, ß, 8, e 

b) Über jn)ei Sinien afe ©eignen finb Äreife ju befd^reiben, unb ber 
5ßunft JU bea(3&ten, in weld^em fid^ beibe fd^neiben. 

11. a, b, e, Z (cf), Z (df) 13. a, b, Z (ae), Z (cf), Z (df) 

12. a, b, ß, Z (cf), Z (df) 

§. 14. 
a) SBenn in einem ©reied, in meld^em a<R, bie SDif f erenj ber burd^ 
bie ^öl^e auf ber ©runblinie gebitbeten ©egmente gegeben 
ift, fo fd^lage entu)cber a) AD=q auf DB=p DonD aus biö E ab, 
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fo ifl BE = p-q; femer ba A AOD^EOD, fo ip CE = b, 
Z OBD = a unb Z ECB = 2R - CEE — ß = a - ß; ober 
ß)BD=pauf AD = qt)onDau«biäF ab, fo ifi AP = p — q, 
OP = a, ZCPA = ß, ZFCA = 2R-CAF — ß = a-ß. 
b) 3fl jebod^ a > R, fo finb BD = p unb AD = q bie Segmente ber 
©runbtinie; nnrb entweber «) AD über D l^inauö um q bi« E 
verlängert, fo ifi BE = p -4- q; ba A ACD ^ EOD, fo ift OE = b, 
Z CEA=2R-a, Z E0B=2R — CEB-ß=a-ß; ober ß) AD 
über D l^inauö um p bi« F verlängert, fo ijl AF = p + q, OF = a, 
ZOFA = ß, ZACF=2R-CAF-ß = a-ß. 


1. 

a, b, a — ß 


8. 

a, b, p^q 

15. 

p'T=q, b, he 

2. 

a + b, a— b, a - 

-ß 

9. 

a+b, a— b,p=T=q 

16. 

a, p =F q, h. 

3. 

a, he, a - ß 


10. 

a, p=Fq, a 

17. 

a, p=Fq, a-ß 

4. 

b, he, a — ß 


11. 

a, p=T=q, ß 

18. 

c, p=Fq, f 

5. 

a, hb, a — ß 


12. 

c, p=Fq, ß 

19. 

c, p=Fq, o-ß 

6. 

b, h„ a — ß 


13. 

p=Fq, 0, ß 

20. 

p=Fq, he, a-ß 

7. 

P/ q. a - ß 


14. 

p =T= q, he, a 




§. 15. 

SBenn fid^ unter ben jur g^i^ttung eined Sreiedfi gegebenen 
©tüden bie ©umme jroeier ©eiten befinbet, fo ift folgenbeä ju 
bead^ten: 

a) SBirb im R A bie eine Äatl^ete BC um bie anbere AC über l^in^ 
aus bis D verlängert, fo ift BD = a -h b unb Z BDA == V^ R. 

1. RAa + b, c 2. RA a-hb, ß 

b) SBirb bagegen bie Kati^iete BC um bie ^gpotenufe AB über B l^in^^ 
aus bis B verlängert, fo ift OB = a + c, unb AEC = % P- 

3. R gleid^fd^enfl. A a -f- c 8. ©leid^fd&enll. A a, a -1- hc 

4. R A a H- c, b 9. ©lei^f d^enf l. A 7, a -f- h« 

5. RAa-f-c, ß 10. R gleid^fd^enll. Aa-hh 

6. R A a + h, ß 11. ©leid^feit. A a + h 

7. ®leid^f(^enfl. A c, a -f- h« 

c) a) SBirb im allgemeinen S)reiedE bie längere ©eite BO um bie lürjere 
AO über C l^inauö biöG verlängert, fo iftBG=a4-b, ZBGA=y2T. 
©dalägt man mit AC um C einen Äreiö, weld^er AB in B unb BC 
in K trifft, fo ift GAK = R unb Z K AB = 'A BCK= 'A (a-ß) 
(§. 14, a), alfo ZGAB== Rh- Va (a - ß). ß) SBirb aber bie ftirjere 
©eite AC um bie längere BC über C l^inau« bis H verlängert, fo 
ifi AH = a + b, Z AHB = Va-y. ©dalägt man mit CB um C einen 
Äreid, weld^er bie SSerlängerung von AB in F, unb bie von AC über 
A inL trifft, fo ift Z HBL=R unbZFBL = V^FCL = % (a-ß) 
(§. 14, ß), alfo Z HB A = R — »A (a - ß). 


10 §. 15, 16. 

änmerfung. Z GAB in a) unb HBA in p) lönnen aud^ auf 
folgcnbe SBcife bercd^nct werben: Z GAB = GAG -t- GAB = V^y + a 
= R-.i/j^a- i/^p4.a = RH- Va(a-ß);ZHBA==HBCH-OBA 

= V,TH-P = R-'/,a-V2PH-P = R-Va(«-P). 

13. a + b, c, h, 22. a + b, a, 7 

14. a-f-b, ß, h. 23. a + b, c, a — ß 

15. a -f- b, a H- p, p — 7 24. a -f- b, h^ 7 

16. a H- b, hv a — ß 25. a H- b, c, 7 

17. a-f-b, ß, Y 26. aH-b,a, ß (aud^ nad^§.44,24 

18. a+b, K a-ß ober § 54) 

19. a + b, h^ a 27. ©leid^fd^enll. A a + c, a 

20. a-f-b, c, a 28. ©leid^f d^enll. A a h- c, 7 

21. a-f-b, T, Z (bhc) 

29. c, 7, a -h h.. änal. AD fei h.. 6« ifi ber Ärei« um A ABO 
bejHmmt. SSerlängere GB über B um AD biö E, fo ift GE==:a-f-h.; 
auf BE in E eine ©enlred^te EP = BD, fo ift A BEP ^ ADB; alfo 
BP = AB unb PBE -f- ABD = R, alfo ABP = R; bal^er P bejHmmt 
imb ber über BP gefd^lagene ^alblreiö; alfo §. 83, 2. 
d) 3n ben folgenben aufgaben ijl jur Äonfhuftion elned ©reied« 

a-f-hc gegeben unb aujserbem: 
30. c, ß 34. t., ß 38. hb, ß 42. tc, p 45. w«, p 

39 p, q 43. t., p 46. h., p 

40. b, p 44. Wb, p 47. hb, p. 

41. p, a 
§. 16. 

Sßenn fid^ unter ben jur S^^^^^^i ^^^ ^reiedd gegebenen 
©tüden bie S)ifferenj jroeier ©eiten bcfinbet, fo ijl folgenbeö §u 
bead^ten: 

a) SBirb im R A bie Heinere Äatl^ete AG auf ber größeren BG oon 
aud bis D abgetragen, fo ift BD=a-b, ZADB = %R, 

ZDAB = a-GAD = a- VaR = a~ Vaa- Vaß= V2(a-ß). 

1. RAa — b, c 3. RAa — b, a — ß 5. RAc,a — ß 

2. RAa-b, ß 4. ©leid^feit. Ah-p 

b) SBirb bie eine Ratl^ete AG auf ber $9potenufe AB tjon A aus bis 
E abgetragen, fo ifi EB = c — b; Z BEG = R -f- y^ a. Ober ed 
n)irb, roaö in ben meiften fjätten oorteill^after fein wirb, bie Äatl^ete 
AG über G l^inauö bid F verlängert, fo bajs AP« AB; bann ijl 
GP = c-b; ZGPB = R-Vaa. 

6. ®leid^f(j^enll. R A c-a 11. RAa-h, ß 

7. ©leid^fd^enll. R A a — h 12. ©leid^fd^enH. A a — h^ c 

8. ©leid^feit. A a - h 18. ©leid^fd^enll. a - h„ a 

9. R A c — b, a 14. ©leid^fd^enlt. a —h^ ^ 
10. RAc-b, ß 


31. b, ß 

35. Wb, ß 

32. a, p 

36. w^ ß 

33. t^ ß 

37. ha, ß 


§. 16, 17. 11 

c) a) aSirb im attgemeinen SDreied bie lüttere ©eite AC auf ber 
längeren BO von an^ biß K abgetragen, fo iji BK = a — b; 
ZAKB = R4- VaT; ZKAB« Va(a-ß) (§. 15. c, a). 

ß) SBirb aber bie fürjere Seite OA über A l^inaud bid L verlängert 

foba6 0L = OB; bann ifl AL = a-b: ZALB = R~yaT; 

ZLAB = 2R — a; ZABL= Va (a-ß) (§. 15, c, ß). 

Slnmerlung. Z KAB in a) unb Z ABL in ß) Wnnen aud^ auf 

folgenbe SDBeife bered^net werben: ZKAB = GAB — CAK = a — 

(B- %i) = a- Va(a-^ß) = V2(a-ß); ZABL = OBL -OBA 

= R-'AT-ß=V2a+V2ß-ß-='/2(«-ß). 

16. a — b, h„ ß 28. a — b, c, a 

17. a — b, c, ß 29. a — b, K a — ß 

18. a — b, c, 7 30. c, hb, a — ß 

19. a — b, a, ß (aud& 31. a — b, h., -{ 
m^ §. 45, §. 18 ober 32. a — b, K T 

§. 54) 33. ©leid^fd^enll. A a, a — c ober c — a 

20. a — b, a — ß, 7 34. ®lei(j^f(j^enfl. A f, a — c ober c — a 

21. a — b, a — ß, h. 35. a — b, a, 7 

22. a — b, c, h, 36. a — b, ß, 7 

23. a — b, p, ß 37. a — b, c, a — ß 

24. c — b, p, ß 38. a — b, 7, Z (bhc) 

25. c, a — ß, h. 39. a — b, a -f- ß, ß — T 

26. a — b, c, hb 40. c, 7, a — h,. Sinai, äl^nlid^ xoit 

27. a — b, h^ a §.15, 29 mit §.83, 4. 

d) 3« i>^tt folgenben aufgaben ifl a — hc gegeben unb aujserbem: 

41. c, ß 45. t^ ß 49. hb, ß 53. t«, p 56. w«, p 

42. b, ß 46. Wb, ß 50. p, q 54. ta. p 57. h^ p 

43. a, ß 47. w^ ß 51. b, p 55. Wb, p 58. hb, p 

44. C ß 48. h^ ß 52. p, a 

e) 3n ben folgenben siuf gaben finbet man leidet a — h, ober a + h^ 

59. a— b, b-f-h^ß 62. a-f-b, b— he,p 65. a-hb, b-f-h^ß 

60. a — b, b-hh^ p 63. a— b, b — h., ß 66. a -f- b, b -h h«, p 

61. a-f-b, b— h^ ß 64. a— b, b — h^p 

§. 17. 
SSSenn auger ber S)ifferen) ber burd^ bie ^öl^e auf ber 
©runblinie gebilbeten ©egmente (a<R) ober ber Summe ber 
Segmente (a>R) nod^ bie Summe ober S)ifferenj ber Seiten 
a unb b gegeben iji, fo jinb bie in §. 15, c unb §. 16, c angegebenen 
^uren ju benugen; unb auger bem bort Slngefäl^rten ifi nod^ }u 
bead^ten, bag z EGK=r VaECK« 'A (a — ß); ZEKB==R-f- 
VaC« — ß); ZGEK-R; ZKEB^VaT/ ba AEKG ein Seltnem 
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üiered iji, alfo Z GEB = R -f- Va t- ®6enfo ift nod^ ju bead^ten, ba§ 
ZPHA = V2 I'OA == V2 (a — ß); Z FLA = R — '/^ (a — ß); 
ZLPH = R; ZLFB = LHB= V2T, afo ZAFH = R— V2T• 
1. a+b, p=Fq, a 4. a-f-b,p=i=q, a— ß 7. a — b, p=Fq, t 

2. a + b, p=Fq, ß 5. a — b^p=Fq, a 8. a — b, p=T=q, a — ß 

3. a -h b, p =F q, 7 6. a — b^ p =p q, ß 

§. 18. (f. aud^ Sttn^. IV, ©. 204.) 
SBcnn gut S^^^^^H ^^^^^ S)tcicdfd bie beibcn ©egmente 
u = BD unb v = AD gegeben finb, in weld^e bie ©runblinie 
burd^ bie ^albietungöUnie beö SBinleU an ber ©pifee geteilt 
wirb, ober aud^ nur einö berfelben, ober il^re ©ifferenj, fo trage 
AC auf BC von C aus ab = CE, unb AD auf BD t)on D auö 
= DF, fo ifl BF = u — V. gerner ba AACD^ECD, fo ift 
ZOED = a, ZBED=2R — a, ZEDB = a— ß, ZDFE=: 
R-~V2(a — ß), ZEFB = Rh- V2(a — ß); ZFEA = R, mithin 
EF n OD unb Z FEB = »A 7. 

SKnmerlung. Dbige« lann aud^ beriefen werben burd^ a : b 
= u:v. 

1. u, V, a 6. u, a, a — b 11. u— v, a— b, a(BC 

2. u, V, a — b 7. u, ß, h. auf AO abzutragen) 

3. u, V, a — ß 8. V, \Vc, a — ß 12. u — v, a — b, ß 

4. u, V, h, 9. V, b, a — ß 13 u — v, a — b, 7 

5. u, ß, a — b 10. u—v^a— b,a— ß 

14. u, V, 7 (§. 11, 1). Sinai, ©(i^lägt man mit DE um D einen Äreid, 
ber BO jum jioeiten aWale in I trifft, fo ift Z DIE = DEI = a, alfo 
Z IDB = T. (15. f. 3ln]^. IV, ©. 204.) 

§. 19. 

Unter ben jur S^^^^^^i ^i^^ S)reiedf§ gegebenen ©tüdfen be^ 
finbe fid^ eine nad^ ber 9ßitte einer ©eite gejogene ^ranö^ 
üerfale (SWittellinie) j. 83. tc = CD ober burd^ bie Slid^tung 
oonto bebingte SBinfel. 

3ur Slnalgfiö ber folgenben Slufgaben oerlängere entweber CD 
über D l^inaufi um fid^ f eiber biö E, fo ifi A BDE ^ AOD unb 
ADE^BCD, mitl^in BE = b, AE = a, Z CBE = GAE =2R — t; 
unb bie t)on E auf BC unb AC gefäUten Sote EF unb EG fmb 
refp. = ha, unb hb. Ober jiel^e burd^ D bie ^ßarattelen DL unb DM 
refp. }u AC unb BC, fo ift DL= 'A^/ DM= y^a, ZDLC = 
DMC = 2R — t; unb bie oon D auf BC unb AC gefaßten Sote 
DH unb DK finb refp. = V2 h. unb V2 h^. 

3n ben Aufgaben 17 bis 20 ift §. 15, c refp. §. 16, c auf eins 
ber S)reiedfe CBE, CAE, CLD ober CMD aniuromi^n. 

^r bie Slufgaben 29 biö 31 ifi ju bead^ten, ba§, wenn CN eine 
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ißöl^e i% NB burd^ baö t)on L auf AB gefällte ßot LP halbiert 

Toirb, unb LB = LN = V2 a ift. 

1. ®tei<j^fd^cnll. A h., hc 9. a, t«, 7 

2. ©teid^fd^enfl. A h., t. 10. t«, h«, h. 

3. K ^ (ate), Z (bte) 11. b, te, h. 

4. a, Z (atc), Z (bt«) 12. t«, h,, y 

5. tc, a, b 13. t, a, ß (aud^ nacä^ §. 54) 

6. a, ha/ tc 14. te, 7^ a 

7. a, h., Z (atc) 15. K, i, T 

8. a, tc, Z (bte) 16. a, t^ a (aud^ nad^ §. 32, c) 

17. a + b, tc, 7 (§. 15). 35ic ilonftruftion u)irb eleganter, wenn man 
CB über B bi§ Q verlängert, fo baJ3 BQ = b, Q mit E t)erbinbet 
unb QE bid jum ©urd^fd^nitt R mit OA verlängert, bann ift CR 
= a + b. 2. 21 na l. Fig. 4. ©§ fei L bie aKitte von AB, G bie 
vom Sogen AB, G81CA unb GS'ICB, fo ift CS = 08' = 
V2(a + b), CL = tc, unb 8LS' eine gerabe Sinie. 

18. a — b, tc, T (§. 16). Slud^ in älinlii^er SBeife wie 17 ju ver^ 
einfad^en. 2. Sinai. Fig. 4. L fei bie aRitte von AB, H bie vom 
Sogen ACB; wenn femer HWIAC unb HW'IBC, fo ift CW 
= CW = Va (a — b), CL = te, unb W WL eine gerabe Sinie. 

19. a -f- b, tc, Z (atc) 26. t«, h., hb 

20. a — b, tc, Z (atc) 27. h^, K Z (bt.) 

21. tc, a, z. (atc) 28. c, K Z (at.) 

22. a, a, Z (at«) 29. t», p, q 

23. t., K Z (at.) 30. a, t», q 

24. h., K Z (bt.) 31. t., q, ß 

25. t., hc, T g 20. 

SBenn in einem 5ßarallelogramm bie Summe ober 
^2)ifferenj gtveierSinien (©eiten ober S)iagonalen) gegeben ift, 
fo laffen pd^ biefe aufgaben auf bie §§. 15 unb 16 jurüdffül^ren. 

a) @in Duabrat ju jeid^nen aud 

1. e + a 2. e— -a 

b) ®in SRed^tedt ju jeid^nen aud 

3. a-f-b, e 6. a, e — b 9. e + b, Z(ae) 

4. a — b, e 7. a 4- b, Z (ae) 10. e — b, Z (ae) 

5. a, e4-b 8. a — b, Z(ae) 

c) ßinen SRI^ombuö ju jeid^nen aud 

11. a, e-f-f 15. a+h, a 18. e — h, a 

12. a, e — f 16. a — h, a . 19. e-Ha, a 

13. e + f, a 17. e-t-h, a 20. e — a, a 

14. e — f, a 


14 §. 20—22. 

d) @in Sil^omboib ju seidenen aud 

21. a^ e-hf, e 23. a-f-b, e, a 

22. a^ e — f, e 24. a — b, e, a 

§21. 
3ur 3^i^"^«8 ^i^^ö S^rapcjeö ifi bie Summe ober 
©ifferenj jtoeier Seiten gegeben. 

a) aSerlängere bie paraUete ©eite um bie nid^t parattele^ ober trage 
biefe auf jener ab. 

1. a 4- b, c^ d^ e 6. a — b, c^ e^ a 11. a 4- b, e, f, ß 

2. a — b, c, d^ e 7. a + b, c, e, ß 12. a — b, e, f, ß 

3. a -h b, c^ d^ a 8. a — b, c, e, ß 13. a -h b, h, a, ß 

4. a — b, c, d^ a 9. a + b, c, d, ß 14. a — b, h, a, ß 

5. a H- b, c, e, a 10. a — b, c, d, ß 

b) 3n ben folgenben 2luf gaben, in benen a + c gegegeben, la§t jt(j^ 
aus ben anbern gegebenen ©tüden no(ä^ a — c fonftruieren unb 
fo a unb c pnben. 

15. a-f-c, b, a, ß 16. a + c, b, d, a 

c) S)ie folgenben Slufgaben werben auf 16 jurüdgefül^rt, ba fi<i^ b 
unb d einjeln fonftruieren laffen. 

17. a H- b -h c -f- d, h, a, ß 21. a + c — d, h, a, ß 

18. a H- c + d, h, a, ß 22. a -i- c — d, h, b, a 

19. a H- c + d, h, b, a 23. a + c — d, h, a, Z (df ) 

20. a H- c 4- d, h, a, Z (df ) 

d) SBei ßöfung ber folgenben aufgaben ift bie §. 8, c angegebene 
Äonftrultion ju bead^ten. 

24. c,eH-i^s, Z(ae) 26. a + b, e, f, e 

25. c, e — f,e, Z(ae) 27. a — b e^ f, e 

§. 22. 

3ur 3^^^«^^0 ^i^^ö aSieredfs ift bie (Bnmmt ober 
SJifferenj jweier anjlojsenben Seiten gegeben. 

a) aSerlängere eine Seite um bie anbere ober trage biefe auf jener ab. 

1. a+b, c, d, f, a 5. a -4- b, c, e, f, ß 9. a-hb, c, d, a, 7-+- S 

2. a — b, c, d, f, a 6. a — b, c, e, f, ß 10. a — b^ c, d, a, 74- S 

3. a 4- b, c, d, e, a 7. a 4- b, c, d, a, ß 11. a 4- b, c, d, ß^ 5 

4. a — b, c, d, e, a 8. a — b, c, d, a, ß 12. a — b^ c, d, ß, 8 

b) 3n ben folgenben 9luf gaben iji a=fcb unb cid bdannt; eö lägt 
fid^ ein S)reiedt fonftruieren, beffen jwei Seiten bie eben erwäl^nten 
Stüdfe jtnb, unb in roeld^em ber eingefd^loffene SBinfel einer bcr 
gegebenen SBinfel ifl; über ber britten Seite ift nun nad^ §.11 
ein S)reiedf ju jeid^nen, beffen Spifee in einer ®dEe beö SBieredfö 
liegt unb beffen SBinfel an ber Spi^e ftd^ bered^nen läjst. 
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13. a-hb, c, d, a, y 17. a — b, c — d, e, tu, 7 

14. a — b, c, d, a, 7 18. a -h b, c -h d, y, Z(ae),(de) 

15. a-hb, c + d, e, a, 7 19. a + b, c — d, 7, -^(ae)^ (de) 

16. a + b, c — d, e, a, 7 20. a — b^ c — d^ -{, Z(ae),(de) 

§. 23. 
Jlonftrultion bcö aSicredd unb bed SJrapejeö mit Senufeung 

ücrfd^iebencr ^ülfdlinien. 

a) ©cgebcn e, f unb e. 3ic^c BP II AC, CF II AB, DG II AC, 
CG II AD, fo ift CF=a, CG = d, FG = f, BF=DG = e, Z GGF 
= 0, ZFCB=p, ZGCD = 8, ZDGF = FBD = e, Z CPB 
= Z (ae), u. f. TD. SWd^t bei allen Slufgaben mujs baö gJarattelogramm 
üoHfiänbig lonfhruiert tDerben; bei einigen wirb ed j. S. auöreid^en, 
bur$ B eine ^raSele ju AO unb buri]^ eine ju AB ju jiel^en. 

1. e, f, e, a, c 11. e, f, z, 7, 8 

2. e, f, e, Z (be) Z (ce) 12. e, f, e, a, 7 

3. e, i, e, a, Z (bf) 13. e, f, e, a, ß 4- t 

4. e, f, e, b, d 14. a, b, c, Z (ce), ß 4- 7 

5. e, t e, Z (bf) Z (df) 15. a, c, e, t, ß + T 

6. e, f, e, a -4- b, Z (af ) 16. e, f, a -+- c, Z (ae), ß -f- 7 

7. e, f^ e, a — b, Z (af) 17. e, f, a — c, Z (ae), ß + 7 

8. e, f, e, a 4- b, Z (ae) 18. a, c, b + e, Z (ce), ß -h t 

9. e, f, e, a-— b, Z (ae) 19. a, c, b — e, Z (ce), ß-f-y 
10. e, f, e, a, 7 

b) Sur S^i^^w^Ö ^^ö ^paraHelogramntd BDGF lönnen aud^ nur jwei 
ber brei ©tüde e, f, e, j. 33. e unb e gegeben fein, unb afe britted 
©tüdt bie ^öl^e bed ^paraHelogramm«, ein ßot t)on B auf DG, 
ober, roaö baöfelbe ifl, bie ©umnte ber ton B unb D auf e ge^ 
fällten Sote, roeld^e in ben folgenben Aufgaben mit 1 bejeid^net 
»erben foll. ©benfo lönnte aud^ f, e unb bie <S>\xwm ber oon A unb 
O auf f gefällten Sote gegeben fein; ober e, f unb biefe Summe. 

20. e, f, 1, a, Y 23. e, e, 1, a, ß • 26. e, e, 1, a 4- b, ß 

21. e, f, 1, a, ß 24. e, f, 1, a + b, ß 27. e, e, 1, a — b, ß 

22. e, e, 1, a, 7 25. e, f, 1, a — b, ß 

c) (Segeben a, c unb a4-8 ober jmei SBinlel, aus benen a + S ge^ 
funben werben lann, wie Z (ae), Z (ce). ^\t\)t CP II AB, 
BP II AO, DG II AB, BG II AD, fo ifl DG = CP = a, FG = c, 
BP = e, BG = d, ZDGB = o, Z BQP = 8, ZBCP = ß, 
ZCPB=Z(ae), ZGFB = Z(ce), ZPBD = e, ZPBG=Z (de), 
ZGBC = 2R — (a + ß) u. f. ro. 

28. a, b, c, a, 8 31. a, c, Z (ae), Z (ce), Z (cf) 

29. a, c, a, ß, 8 32. a, c, Z (ae), Z (ce), e 

30. a, c, f, Z (ae), Z (ce) 33. a, b, c, d, a 4- 8 
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34. a, c, e, f, a + 8 41. a, c, e, a + o, Z (bf) 

35. a, c, Z (ae), Z ( ce), Z (df) 42. a, c, a -+■ 8, s, Z (df) 

36. a, c, a, 5, Z(be) 43. a, c, a + S, Z (be), Z (df) 

37. a, c, a, S, s 44. a, c, a + 8, Z (df), Z (bf ) 

38. a, c, a, 8, Z (bf) 45. a, c, a -h 8, Z (de), Z (df) 

39. a, c, e, a -h 8, s 46. a, c, a + 8, a + ß, e 

40. a, b, c, a -h 8, e 

d) ©egeben brei aßinlcl. 

47. f, o, p, Y, 8. 1. anal, (gö fei BD =£ S)a ZBAD 
unb BCD Mannt finb, l^at man für A unb C bie Äreife M unb M' 
afe geometrifd^e Otter. 3)urd^ Z ABO = ß toirb bann aud^ 
Z (MA, M'O) befannt. SRan fonftruiert i^n, inbem man bie ©eignen 
BA' unb BO' beliebig unter bem SGBinlel ß in bie Greife einträgt; 
er ift bann = Z (MA',M'0'). 3i^^t ^^^ ferner CP gteid^ unb paraflet 
AM, fo ift Z M'CP belannt, ferner M'C unb OP, ba^er aud^ M'P 
ber Sänge na^ be!annt, fo bafe man für P einen Äreiö al§ geometrif(3^en 
Drt erl^ält. SDa ferner MP II AC fein mufe, fo liegt P aud^ auf 
einer fiinie, bie t)on M aus gejogen BD unter Z e fd^neibet. 
Äonftr. 3Jtan lonfiruiere BD unb bie Äreife M unb M', jeid^ne 
bie beliebigen Bz^mn BA' unb BC, fo bafe Z A'BC = ß ift. SDann 
jiel^e man CP' gleid^ unb parallel A'M, fd^lage um M' mit M'P' 
einen ftreiä u. f. n). 2. 91 na l. S)er Äreiö M um ABD fd^neibe 
BO in E, OD in P. SDurd^ BD unb ZBAD ift ber Siabiuö von 
M beftimmt. Äonftruiert man junä(^ft biefen Äreiä unb nimmt A 
beliebig auf bemfetben an, fo pnb, ba ZADP = 8, ZABE = ß ift, 
aud^ bie 5ßunfte E unb P beftimmt. liegt, ba Z POE = y, auf 
einem über PE fonfiruierbaren Äreife M'. 3ie]^t man OH II DB, fo 
ifl Z EOH = EBD == EPO (ba DPEB ein ©el^nenmeredE ift), ba^er 
OH 2:angente an M'. igierburd^ wirb, ba AOH belannt ift, aud^ Z AOM' 
belannt, fo ba§ man einen jroeiten Drt für erl^ält. — ^nx Äonflr. 
müßte man erfl B'D' == f jeid^nen, barübcr einen Äreiä mit bem 
^Peripl^erieioinlel a fonftruieren unb auf biefem A beliebig annel^men. 

48. e, f, a, ß, y. 1. unb 2. 2lnal. äl^nlid^ wie 47. 

49. a, c, Z (be), Z (df), Z (bf). 1. 3lnaL 3Wan ^at AB = a 
unb bie aBittelpunfte M unb M' ber bejügli(^ um ABD unb ABO be^ 
fd^riebenen Äreife. SDurd^ Z OBD = z (bf ) ift bann aud^ Z (D'M,OM') 
gegeben. 3Wan finbet il^n, inbem man bie ©eignen BO' unb BD' beliebig 
unter bem Z (be) in bie Äreife einträgt; er ift bann = Z (DM, O'M'). 
3iel^t man nun OP glei($ unb parallel DM, fo iftZM'OP betannt, femer 
M'O unb OP, bal^er au^ M'P ber Sänge nad^ befannt, fo bafe man für 
P einen ftreid afe geometrifd^en Drt erl^ält. 6in anberer Drt ergiebt jid^ 
audMP = c. ^nt Äonftr. bead^te man bie ber 1. SlnaL oon 47. 
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2. 3lnal. Set Ärci« M um A ABD fd^neibc AO in F, BC in B. SDurd^ 
AB unb Z ADB ift bcr Slabiud t)on M beftimtnt. Äonfiruiert man ju^ 
ndd^fl biefen Ärciö unb nimmt D beliebig auf bemfelben an, fo finb butd^ 
Z DBE = Z (bf) unb Z DAP, ber ebenfattd befannt ift, aud^ bie 
gjunite E unb F befümmt. 9lun l^at man jwei Örter für 0, ba 
Z ECF unb DO belannt Tinb. 

50. a, a, p, Y, e. änal. 3)er Äreid um BCD treffe AD in F, 
fo ifl Z DFB = 2R - T unb A ABF ju fonjlruieren. AD unb BO 
mögen pd^ in G fd^nelben, fo ift Z AGB = 2R — a — ß. SBejeid&net 
man Z ADB mit «', Z AGB mit a", fo ergiebt jtd^ burd^ SluBem 
minlel a' + a" = 8-f-2R-- a — ß; alfo a' -h a" befannt, ferner 
Z FCB = a'. St\6)mt man nun A CBP' fongruent unb in 
f^mmetrifd^er Sage ju GBF, fo ift F' ju beftimmen, ba BF' = BF 
unb Z GBF' = GBF belannt ift. 2)a mn aud^ BCP' = BGF = 
BDF = a' ifl, fo ip Z ACF' = a' + a" befannt, moburd^ fid^ ein 
Drt für G ergiebt. 6in jweiter Drt ifl bie SHd^tung von BC. 

e) S^rapejaufgaben, meldte auf bie unter d) jurüdfjufül^ren pnb 

51. f, a, ß, 8, (47) 53. e, ^ «, P (48; §. 60, 11) 

52. a, a, ß, e, (50; §. 57,7) 54. b, d, Z (ae), Z (af). (49) 

§. 24. 
SBenn jur S^id^nnni eineö SDreiedEö ber Umfang gegeben, fo 
verlängere bie ©runbKnie nad^ beiben ©eiten um bie anftojgenben 
©eiten; bann ift in bem fo erl^altenen S)reiedf ber SBinfel an ber 

©pifee = Vaa 4- Vaß -h T = R + 'Uv 

1. R A a+b-hc, li 4. a -h b 4- c, ho, a 7. a + p, b -h q^ 7 

2. a + b-hc, a, ß 5. a-f-b-f-c, q,a 8. a + p, b-f-q,a — ß 

3. aH- b 4- c, he, Y 6. a 4- p, b -f- q^ a 9. a4-p, h«, a — ß 

2lnbere Slufgaben, in benen ber Umfang gegeben, pel^e §. 41. 

§. 25. (f. aud^ 2ln^. IV, ©. 204.) 

.a) SBenn jur 3^^^^i^"Ö ^^^^^ SJreiedEö ber Überfd^ufe ber 
©umme jroeier ©eiten über bie britte a4-b — c gegeben, fo 
verlängere BC über G l^inauä um AG bis D, fo bajs BD = a 4- b, 
unb trage AB auf BD oon B aud ab bis E; bann ifl DE == 
a4- b-~c; Z GDA ^ DAG = V^t; Z BEA = EAB = R- y^ß; 
Z DAE = DAG 4- GAB - EAB = 1/3^4- a- (R- %ß) = a-R 
+ V2ß + V2T = a-R+R-V2a=V2a;ZEAG = DAG-DAE = 

V2(t-«). 

1. a4-b-c, h^ a (§.42,34) 2. a4-b-c, h., ß (§.42,26) 

b) f. Sln^. IV, ©. 204. §. 26. 

aufgaben über baö 2;rapej, weld^e auf §. 24 jurüdEjus 
fül^ren finb. 

(Beometrifd^e Jton1iruftioii8«9(ufaaßen. 2 
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a) Sei ben folgenbcn Sluf gaben ift ju bead^ten, bafe a — c, b, d 
©eiten eines lonflruierbaren SJteiedte ftnb, bejfen SBinfel an ber 
©pifte = 2R - (a + ß) ift. (§. 8, b.) 

1. a-J-b + d— c, e, a, ß 3. a-hb + d — c,h, a + ß, Z(df) 

2. a 4- b + d, c, a, ß 4. a -+- b -4- d — c, h, a + ß, Z (et) 

b) Sei ber Söfung ber folgenben Aufgaben ift ju bead^ten, ba| 
a-hc, e, f ©eiten eines fonftruierbaren SDreiedS finb, beffen 
SBinfel an ber ©pifee == e. 

5. a 4- c -f- e -f- f, d, Z (ae), Z (af) 7. a + c -h e 4- f, b, h, e 

6. a-f-c-he + f, h, e, Z(df) 

c) 33ei ber Söfung ber folgenben Slufgaben ift a), b) unb §. 12, d) 
ju bea(]^ten. 

8. b — d, a — c, a — ß, e 10. a-f-c+e-Hf, h, a + ß, e 

9. a 4- b 4- d — c, h, a + ß, e 

§. 27 unb 28. 

3ie|t man burd^ bie ©pi|e C eines ©reicds eine 5ßar^ 
allele mit ber ©runblinie AB, bis fie ben um bas ©reied 
gefd^Iagenen Äreis in E trifft, fo ift biefe gleid^ ber 
S)ifferenj ber burd^ bie^öl^e auf ber®runbUuie gebilbeten 
©egmente, unb ber 5peripl^erien)inlel über biefer ©el^ne ift 
glei(^ ber S)ifferenj ber SBinfel an ber ©runblinie. 

Fig. 2. beweis, a) a<:R. AO = BE, mithin Z GAB = ABE; 
folglid^ AACD^BEP, alfo AD = BP = q; unb ba BD = p, fo 
ifi FD = CE = p-q. 

ZABE = a, alfo CBE = ABE- ABC = a-ß. 

g^erner ift CD = he, CK = w«, CH = t«. 
Folgerung, z CIM = ICM == DCK = % (a - ß). SDafe 
Z (he We) = DCK = Va (a - ß) ifi, läfet ^iä) aud^ fo jeigen: Z DCK 

= y2T-(R-a) = R-V2a-%ß-R4-a=%(a-.ß). 

3ft a :> R, f ift ber Sen)eis ainlid^ ; bie gezogene ^parallele CE 
ift bann gleid^ ber ©umme ber ©egmente ber ©runbline. 

1. We, hc, p — q 10. c, r, a — ß 19. h«, t«, w« 

2. w<y p — q, a— ß 11. a, r, a — ß 20. a, w«, a — ß 

3. te, p — q, a— ß 12. b, r, a — ß 21. w«, a — ß, T 

4. r, he, p — q 13. r, he, a—ß 22. w«, p, a — ß 

5. r, te, p — q 14. r, We, a — ß 23. w«, pe, a — ß 

6. r. Wo, p — q 15. r, h«, w« 24. h«, a — ß, 7 

7. to, We, p — q 16. r, t«, a — ß 25. h<s, p, a — ß 

8. te, p-q, T (§. 19) 17. We, te, a - ß 26. K Pc a - ß 

9. he^, tc, a — ß 18. r, h«, t« 


§. 29, 30. 19 

§. 29. (f. aud& 3ln^. IV, ©. 204.) 
Äonftruftion eincö SDreiedä aus bcr (Srunblinic, ber $öl^e 
unb ber S)ifferenj ber SBinlel an ber Orunblinle unb 
äl^nlid^e Slufgaben. 

a) 1. c, h^ a-ß (§. 142, 1> 1. 3lnal. (Srrid^tet man auf AB 
in A ein Sot AG = 2he, fo ift in bem red&tminHigen ©reied 
ABG: AG = 2ho unb AB = c. SBirb femer G mit üerbunben, 
von C auf AB baö Sot CD unb auf AG baö Sot CP gefafft, 
unb AD auf BD von J) aus bis B abgetragen, fo ift GCE 
eine gerabe Sinie; benn Z AOF =^ FCG = «; Z ACE == 2R - 2a, 
mithin Z GCE = 2R, alfo GCE eine gerabe ßinie; foIgli($ ift 
ZBCG = 2R-(a-p). SBirb bal^er, nad^bem BG gefunben, 
über biefer ßinie ein Äreiö gef dalagen, weld^er h^n SBinfel 
2ß — (a — p) ate 5ßerip]^erien)infel fafet, fo wirb biefer Äreis von 
einer burd^ F mit AB gejogenen ^parallelen in C getroffen. 
2. anal. 3Kan fälle CD fenlred^t auf AB itnb trage AD auf 
DB von D aus ab bis E, l^albiere EB in F unb Derlängere 
CP über P bis G, fo bafe FG = CP ifi; bann ift DP 
= V2C, alfo ACDF beftimmt, femer Sßnntt G; ba ZECB = 
a-ß, fo ifl ZCBG = 2R-(a-ß); alfo ifl ber Rreis über 
CG beftimmt, weld^er ien SBinfel CBG als 5ßerip]^eriett)infel fafet 
2. a-f-b + c, ho, a — ß (§. 142, 4) 3. c, w^ o-ß 

4. c, hc. Wo 

b) 5. he, p-q, t(§. 142, 2). 1. Sinai, t^nlid^ wie 1, 1. 2lnal. 
^i(^te auf AB in E ein Sot EH = 2 ho unb üerbinbe H mit C, 
fo ift ACH eine gerabe Sinie unb Z BCH = 2R - t- 2. 2lnal. 
aWan fälle CD fenfred^t AB, E fei bie 3)litte von AB; man ©er* 
längere CE über E bis F, fo ba§ EP == CE ift, fo ifi DE = 
V2 (P - q) «nb Z CBP = 2R - T- S5öl^er ifi A CDE beftimmt, 
bann gJunIt F, unb ber Äreis über CP, weld^er ben SBinfel 
2R-T fafet, ift ein Ort für B. 

6. a-b + p-q, K T- 7. 8. f. »nl^. IV, ©. 204. 

§.30. 

SBenn fid^ unter ben jur Äonftmftion eines SDreieds gegebenen 
©tüdEen bie Summe jroeier $ö|en j. 35. ha-i-hb befinbet, fo fäHe 
bie i&ö|en AE unb BP, verlängere BF über F um AE bis G, fo 
baß BG = ha + hb wirb. ®rrid^tet man femer auf BG in G eine 
©enfred^te bis fte bie Verlängerung von BC in D trifft unb fällt 
CH ± GD, fo ifl A CHD ^ AEC, ba^er BD = a + b unb 
^ GDB = Y. S)a CA = CD, fo ifl Z CAD = CDA = ADG 
= VaY; alfo DA Halbierungslinie bes SBinfets GDC. 

2* 


20 §• 30-32 

1. a, h. + hb, T 4. a+b, h,, hb (§. 49) 7. h.-f-hb, a, y 

2. a, b, h.4-hb (§. 49) 5. a4-b, ha-f-hb, c 8. a + b, h. 4- hb, a 

3. a— b, ha + hb, t 6- c, h. -h hb, t 

@in Parallelogramm ju fonfkuieren aud 
9. a, h. -h hb, a 12. a+b, h^ hbC§. 49) 15. h.+hb, a, Z (bf) 

10. a, b, h.-i-hb(§.49) 13. a+b, h.-hhb, f 16. a+b,h.+hb, Z(bf> 

11. a— b, h.+hb, a 14. f, h.-f-hb, a 

§. 31. 

Sefinbct ftd^ unter ben jur Äonflruftion eines Sreieds gegebenen 
©tüden bie SJifferenj jweier ^öl^en j. S. hb — h., fo fälle bie 
jQöl^en AB unb BP, trage AE auf PB von P auö ab, fo ba§ 
BG = hb — ha wirb. 6rri($tet man femer auf BG in G eine 
©enlred^te bis fie BC in D trifft, unb faßt DH ± AO, fo ifl 
A OHD ^ CEA, bal^er BD = a - b. SDa CA = CD, fo ifl 
Z CAD = CDA = ADG = R - %y; alfo DA Halbierungslinie 
bes SBinlefe ÖDO. 

1. b, hb — ha, Y 4. a+b, hb— h„ ^ 7. c, hb— h„ 7 

2. a, hb — h„ Y 5. a— b, h„ hb (§.49) 8. hb— h„ a, 7 

3. a,b,hb— ha,(§.49) 6. a| — b, hb — h^ c 9. hb— h„ a— b, a 

®in 5ß araHelogramm ju lonftruieren aus 

10. b, hb— h„ OL 13. a-J-b, hb— h», a 16. f, hb— ha, a 

11. a, hb-h., a 14. a-b,ha,hb(§.49) 17.hb-h., a, Z(bf) 

12. a, b, hb-h. (§.49) 15. a-b, hb-h., f 18. hb-ha, a-b, Z(bf) 

§.32. 

Unter ben jur S^i^^^^^Ö ^^^^^ SJreiedö gegebenen ©tüden be« 
finbe fid& ber SRabiuS r bed umgef(3^riebenen Äreifeö. 

a) ©infad^e Slufgaben. 

1. ©leid^feit. Ar 5. c, r, a 9. r, h„ 7 

2. R A r, a 6. c, r, h. 10. p, q, r 

3. ®lei(^fd^enll. A c, r 7. c, h«, r 

4. a, b, r 8. c, tc, r 

b) 3n ben folgenben Slufgaben wirb eine ©eite leidet burd^ r unb 
einen gegebenen ober bod^ ju !onftruierenben SBinlel gefunben, 
inbem man il^n als boppelten 6entrin)infel in ben Äreiö einträgt. 
3n ben Slufgaben 21 bis 28 ift mit plfe oon §.11 eine 3leUn^ 
pgur ju üermeiben. 

11. R A r, a - ß (§. 27) 15. r, t«, 7 

12. ©leid^fd^enll. A r, a 16. r, h«, t 

13. ©leid^fd^enll. A r, y 17. r, a-hb, a 

14. r, a, ß 18. r, a — b, a 


§. 32-34. 21 

19. r, a-b, ß 27. a-*-b, r, a-ß (§. 27) 

20. a + b-t-c, r, a 28. a-b, r, a-ß (§. 27) 

21. a-f-b, r, y 29. a + b, ha-f-hb, r (§. 30) 

22. a-b, r, t 30. a-b, hb-ha, r (§. 31) 

23. a-hb, c, r 31. h. + hb, r, y (§• 30) 

24. a-b, c, r 32. hb-h., r, y (§. 31) 

25. a + b, r, p - q (§. 27) 33. u, v, r (§. 11, 5) 

26. a-b, r, p-q(§. 27) 

c) SBerbinbet man ben 3WittcIpunft bed umgefd^riebcnen Äreifed mit 
einer S^reiedöede unb fd^lagt über biefet Sinie alö ©urd^nteffer 
einen Äteis, fo gel^t biefer burd^ bie $UKtten ber anliegenben Seiten. 

34. r, c, t. 37. c, y, Z (ct.) 40. b, y, Z (ct.) (§. 19) 

35. r, Y, t. 38. c, r, Z (ct.) 41. h.,Y,Z(ctO (§.19) 

36. c, Y/ t. 39. r, y, ^ (ct.) 

§. 33. 

2lufgaben xa benen ber 3labiuö p beö eingefd^riebenen 
Äreifes gegeben. 

SDen aWittelpunft beö eingefd^riebenen Äreifes fmbet man burd^ 
Halbierung ber SBinfel. 

1. ©leid^fd^enfl. A c, p 7. R A a, p 13. p, h«, y 

2. Oleld^fd^enH. A p, h« 8. R A p, h 14. a, p, h« 

3. ©leid^fd^enll. A p, y 9. R A p, w« 15. p, q, a 

4. ©leid^feit. A p 10. p, a, ß 16. p, h«, p 

5. ©leid^feit. Ah — p 11. c, p, a 17. p, Wc, y 

6. R A p, a 12. p, hfl, a 

§. 34. 

Slufgaben über bas ©el^nent)iered, wenn ber Siabius bed 
umgefd^riebenen ftreifes = r gegeben, 
a) ©infad^e Slufgaben. Sei einigen berfelben ift ju bea(^ten, ba§, 

wenn in einem Greife ber 5ßeripl^erien)inlel gegeben, aud^ bie ju« 

gel^örige ©e|ne befannt ifi. 

1. r, a, b, c 11. r, a, Y/ 8 20. r, a, e, e, 

2. r, a, c, e 12. r, a, Z (ae), Z (af) 21. i', e, e, Z (af) 

3. r, a, b, f 13. r, Z (ae), Z (be), 22. r, d, e, Z (dQ 

4. r, a, e, f Z (ce) 23. r, c, e, Z (cf ) 

5. r, a, b, a 14. r, a, e, Z (de) 24. r, f, e, Z (cf ) 

6. r, a, c, a 15. r, a, b, Z (de) 25. r, 8, e, Z (ce) 

7. r, a, e, a 16. r, a, a, Z (de) 26. r, e, Z (ae), Z (be) 

8. r, a, c, Y 17. r, a, b, e 27. r, e, f, e 

9. r, a, a, ß 18. r, a, a, e 28. r, e, a, e 
10. r, a, a, 8 19. r, a, 8, s 29. r, a, c, ß 4- y 


22 §• 34> 35. 

b) 3n ben folgenben aufgaben, toelci^e a=trb unter ben gegebenen 
©tfiden entl^lten, lann man eine biefer ©röfeen, nftmlici^ a ober b 
le^t <m& ben anbeten gegebenen Btüätn lonfiruieten. 

• 

30. r, a + b, c, f 40. r, a + b, t) z(be) 

31. r, a — b, c, f 41. r, a — b, f, Z (be) 

32. r, a + b, c, Y 42. r, a + b, a, Z(ce) 

33. r, a — b, c, Y 43. r, a — b, a, Z (ce) 

34. r, a + b, c, Z (cf ) 44. r, a + b, Z (af ), Z (be) 

35. r, a — b, c, Z (cf) 45. r, a — b, Z (af ), Z (be) 

36. r, a + b, c, Z (df) 46. r, a + b, Z (af), Z (cf ) 

37. r, a — b, c, Z (df) 47. r, a - b, Z (af ), Z (cf ) 

38. r, a + b, f, Z (ce) 48. r, a + b, e, Z(df) 

39. r, a — b, f, Z (ce) 49. r, a — b, e, Z (df ) 

c) Sei ben folgenben Sfufgaben ijl §. 22, a ju bead^ten unb §. 32, b, 
21—24. 

50. r, a4-b, c, d 58.r, a + b, e, y 66.r, a + b, e, Z(ce) 

51. r, a— b, c, d 59. r, a — b, e, t 67. r, a — b, e, Z (ce) 

52. r, a+b, c, e 60. r, a + b, f, ß 68. r, a-+-b, Z (af), Z(bf) 

53. r, a-b, c, e 61. r, a - b, f, ß 69. r, a- b, Z (af), Z (bf ) 

54. r, a-+-b, e, f 62. r, a 4- b, a, ß 70. r, a -t- b, e, e 

55. r, a— b, e, f 63. r, a — b, a, ß 71. r, a — b, e, e 

56. r, a+b, c, ß 64. r, a+b, c, Z (af ) 72. r, a -f- b, ß, e 

57. r,a— b,c, ß 65. r, a—b, c, Z(af) 73. r, a — b, ß, e 

§. 35. 
aufgaben über bad ©el^nent)ieredt, xoenn ber Slabius bed 
umgefd^riebenen Äteifes nid^t gegeben ijl. 

a) 3»n ben folgenben Aufgaben läfet pd^ leidet ein 3)reiedt jeid^nen; 
ber nm bafifelbe befd^riebene Äteis ifl aud^ ber um baä SBieredE 
befd^riebene. 

1. a, b, ß, c 12. a, a, Z (ae), Z (be) 

2. a, b, ß, a 13. a, f, Z (ae), Z (be) 

3. a, b, ß, f 14. a, Z (ae), Z (be), Z (af) 

4. a, b, ß, Z (af) 15. a, e, Z (ae), Z (be) 

5. a, b, ß, e 16. a, c, ß, Z (ae) 

6. a, b, c, e 17. a, d, ß, Z (ae) 

7. a, b, e, a 18. a, a, ß, Z (ae) 

8. a, b, e, f 19. a, ß, y, Z(ae) 

9. a, b, e Z (af ) 20. a, f, ß, Z (ae) 

10. a, b, e, e 21. a, ß, Z(ae), Z(af) 

11. a, c, Z (ae), Z (be) 22. a, ß, Z (ae), Z (bf) 


§.35. 
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23. a, ß, e, Z (ae) 

24. a, b, c, Z(ae) 

25. ay b, d, Z (ae) 

26. a, b, a, Z (ae) 

27. a, b, -f/ ^ (ae) 

28. a, b, i; Z (ae) 

29. a, b, Z (ae), Z (af) 

30. a, b, Z (ae), Z (bQ 

31. a, b, e, Z (ae) 

32. a, e, ß, e 
.33. a, d, e, ß 

34. a, e, a, ß 

35. a, e, ß, ^ 

36. a, e, f, ß 

37. a, e, ß, Z (af) 

38. a, e, ß, Z (bf) 

39. a, e, ß, e 

40. a, c, e, Z(be) 

41. a, d, e, Z(be) 

42. a, e, a, Z ^e) 

43. a, e, y, Z (be) 

44. a, e, f Z (be) 

45. a, e, Z (af), Z (be) 

46. a, e, Z (be), Z (bf) 

47. a, e, e, Z (be) 

48. a, c, e, Z (ae) 

49. a, d, e, z (ae) 

50. a, e, a, Z (ae) 

51. a, e, Y/ ^ (ae) 

52. a, e, f, Z (ae) 

53. a, e, Z (ae), Z (af ) 

54. a, e, Z (ae), Z (bf) 

55. a, e, e, Z (ae) 

56. a + b, c, e, ß 

57. a — b, c, e, ß 

58. a-Hb, e, a, ß 

59. a-rb, e, a, ß 

60. a-t-b, e, f, ß 

61. a — b, e, f, ß 

62. a-f-b, e, ß, Z(af) 

63. a-b, e, ßZ(af) 

64. a-hb, e, ß, 8 


65. a — b, e, ß, e 

66. a 4- b, c, e, Z (ae) 

67. a — b, c, e, Z (ae) 

68. a-hb, d, e, Z(ae) 

69. a — b, d, e, Z(ae) 

70. a-hb, e, a, Z(ae) 

71. a — b, e, a, Z (ae) 

72. a -+■ b, e, Y, Z (ae) 

73. a — b, e, y, Z(ae) 

74. a -f- b, e, f, Z (ae) 

75. a — b, e, f, Z (ae) 

76. a + b, e, Z (ae), Z (af) 

77. a — b, e, Z (ae), Z (af) 

78. a-hb, e, Z(ae), Z(bf) 

79. a - b, e, Z (ae), Z (bf) 

80. a -h b, e, e, Z (ae) 

81. a — b, e, e, Z (ae) 

82. e 4- a, b, c, Z (ae) 

83. e — a, b, c, Z (ae) 

84. e-ha, b, d, Z(ae)* 

85. e — a, b, d, Z(ae) 

86. e -h a, b, a, Z (ae) 

87. e — a, b, a, Z (ae) 

88. e + a, b, y, Z(ae) 

89. e — a, b, Y, Z (ae) 

90. e + a, b, f, Z (ae) 

91. e — a, b, f, Z (ae) 

92. e + a, b, Z (ae), Z (af) 

93. e — a, b, Z (ae), Z (af ) 

94. e 4- a, b, Z (ae), Z (bf ) 

95. e — a, b, Z (ae), Z (bf) 

96. e -h a, b, e, Z (ae) 

97. e — a, b, e, Z (ae) 

98. e 4- a, b, c, ß 

99. e — a, b, c, ß 

100. e + a, b, d, ß 

101. e - a, b d, ß 

102. e4-a, b, a, ß 

103. e — a, b, a, ß 

104. e-f-a, b, ß, y 

105. e — a, b, ß, Y 

106. e4-a, b, f, ß 


24 §. 35. 

107. e — a, b, f, ß 118. e-ha, b, t, ^(be) 

108. e + a, b, ß, Z(af) 119. e — a, b, t, Z(be) 

109. e — a, b, ß, Z(af) 120. e+a, b, f, Z(be) 

110. e + a, b, ß, 6 121. e — a, b, f, Z(be) 

111. e — a, b, ß, e 122. e + a, b, Z(af), Z(be) 

112. e-ha, b, c, Z (be) 123. e — a, b, Z(a{), Z(be) 

113. e — a, b, c, Z(be) 124. e-ha, b, Z(be), Z(bf) 

114. e-f-a, b, d, Z(be) 125. e-a, b, Z(be), Z(bf) 

115. e — a, b, d, Z(be) 126. e-ha, b, e, Z(be) 

116. e-ha, b, a, Z(be) 127. e — a, b, e, Z(be) 

117. e — a, b, a, Z (be) 

b) 3)a$ unter a) @efagfe tfl }u beai^ten unb aujserbem, ba^ in 
jebem ©cl^ncnmerecl bic (Summe ber gegenüberlicgenben SBinlel 
2 R betragt. 

128. a, b, c, a 132. a, b, a, 8 135. a— b,f, a, Z(ce) 

129. a, c, a, ß 133. a, 7, e, Z(df) 136. a-hb, c, d, e 

130. a, c, e, ß 134. a-hb, f,a, Z(ce) 137. a — b, c, d, e 

131. a, b, f, 6 

c) SBei ben folgenben 9lufgaben t)erglei(]^e §. 23, a o. «4 sbi^ n, e. 201.) 
138. e, ß, Y, e 139. e, f, a, e 140. e, f, e, Z (be) 

d) ©dalägt man um A mit c einen ^reidbogen, meld^ ADG in F 
trifft, fo ift OP = d unb Z PAG = Z (ce) = Z (af); mitl^in 
ZFAB = Z(af)-hZ(ae) = 2R-e. 3n ben folgenben auf* 
gaben fud^e man bal^er junad^fl A PAB ju fonfiruieren. 

141. a, b, c, e (§. 58, 15) 153. a -h c, b -h d, Z (be), Z (de) 

142. a, c, e, e (§. 58, 16) 154. a-hc, b — d, Z (be), Z (de) 

143. a, c, ß, 6 (§. 58, 14) 155. a -h c, e -h b, Z (be), Z (de) 

144. a, c, 8, Z (ae) 156. a -h c, e — b, Z (be), Z (de) 

145. a, c, b -h d, e 157. b, a — c, Z (be), Z (de) 

146. a, c, b — d, e 158. a — c, e, Z(be), Z(de) 

147. a, c, e-hb, e 159. a — c, ß, Z(be), Z(de) 

148. a, c, e — b, e 160. a — c, Z (ae), Z (be), Z (de) 

149. b, a -h c, Z (be), Z (de) 161. a - c, b -h d, Z (be), Z (de) 

150. a-hc, e, Z(be), Z(de) 162. a — c, b- d, Z(be), Z(de) 

151. a + c, ß, Z (be), Z (de). 163. a — c, e -h b, Z (be), Z (de) 

152. a-hc, Z (ae), Z(be), Z(de) 164. a — c, e — b, Z (be),^ Z (de) 

e) Sei ben folgenben aufgaben ifi §. 22, b ju bead^ten unb au^er* 
bem für 173 bi« 182 nod& §. 35, d 

165. a-hb, c-hd, e, a 168. a+b, c-hd, Z (ae), Z (de) 

166. a-hb, c — d, e, a 169. a-hb, c — d, Z(ae), Z (de) 

167. a— b, c — d, e, a 170. a — b, c — d, Z(ae), Z(de) 
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171. a H- b, c, d, a 177. a + b, c — d, Z (ae), Z (ce) 

172. a — b, c, d, a 178. a — b, c — d, Z (ae), Z (ce) 

173. a-f-b, c + d, e, e 179. a-f-b, c, d, e 

174. a-f-b, c — d, e, e 180. a — b, c, d, e 

175. a — b, c — d, e, e 181. a-+-c, b, d, ß 

176. a-f-b; c-fd, Z(ae),Z(ce) 182. a — c, b, d, ß 

183. f. Sln^. IV^, ©. 204. 
§. 36. 
Slufgaben über baö S^angentettüictedt, tocnn bet Slabiuö p 
bed eingefd^riebenen Areifes gegeben. 

a) ©infad^e Stufgaben. 

1- P/ «A ß, T 6. p, a, e, ß 9. p. a, a, 7 

2. p, a, b, ß 7. p, e, a, 7, (AM unb 10. p, a, b, a 

3. P/ a, ß, Y CM finb ju lom 11. p, e, a-f-b, ß 

4. p, a, e, a ftruieren) 12. p, e, a — b, ß 

5. p, e, a, ß 8. p, c, e, Z (de) 

b) Fig. 3. SBenn p gegeben, ferner jwei ©tüde, fo baj5 bie ©eite AB 
DoHfidnbig, bie Selten AD unb BO nur ber Slid^tung nad^ ge^ 
jeid^net werben lönnen, unb alö rierteö ©tüdE bie ©eite c, fo ifl 
A DMC befonberö ju jeid^nen, ba ©eite OD = c, bie ^öl^e 
barauf = p unb ber SBinfel an ber ©pi|e OMD = 2R — 'ACt+B) 
= VaCa+ß) gegeben ifl, rooburd^ bann CM unb DM befttmntt finb. 
13. p, a, c, a 14. p, c, a, ß 15. p, a, c, a-f-ß 

c) Fig. 3. Sn ben folgenben Slufgaben ift BC auf BA t)on B aM 
bis E abjutragen. (£§ ift A BME ^ BMC, alfo Z BEM = V^t 

unb ME = MC. ®ö fonrnit junäd^fl barauf an A AME ju lon^: 
firuieren, in weld^em Z AME = 72(7-«) unb Z MEA -MAE 

= 2R-V2(o-f-Y) ifi. 

16. e, p, a, Y 26. a, b, p, y — a 

17. p, Y, Z (ae), Z (de) 27. a — b, e, p, 7 — a 

18. a — b, e, p, a 28. a — b, p, ß, y — a 

19. a — b, p, a, ß 29. a — b, p, y — a, Z (ae) 

20. a — b, p, Z (ae), Z (de) 30. a — b, p, y — «/ ^ (d®) 

21. a-f-b, p, a, Y 31. a, b, p, Y + a 

22. a — b, e, p, y 32. a — b, e, p, y + « 

23. a — b, p, Y/ 8 33. a - b, p, ß, 8 

24. a — b, p, Y/ Z (ae) 34. a — b, p, y + «/ -^ (ae) 

25. a — b, p, Y/ Z (de) 35. a — b, p, y "** «/ -^ (de) 

§. 37. 
Slufgaben über bad 2:cngentent)ieredt, wenn ber Sftabiud 
bed eingefd^riebenen ftreifeö nid^t gev3eben ifl. 
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§.37. 


a) älud brei gegebenen @etten lägt ft(^ bie t)ierte leii^t lonfhruieren^ ba 


1. a, b, d, ß 

2. d,e,Z(ae),Z(be) 

3. a, d, e, Z (ae) 

4. a, d, ß, Z (ae) 

5. a, c, ß, Z (ae) 

6. a, b, c, e 

7. a, b, d, Z (ae) 

8. a, b, c, Z (ae) 

9. a, d, e, ß 

10. a, c, e, ß 

11. b, d, e, Z (ae) 


12. b, c, e, Z (ae) 

13. c,e,Z(ae),Z(be) 

14. a -+- b, c, e, ß 

15. a — b, c, e, ß 

16. a — b, d, e, ß 

17. a4-b,d,e,Z(ae) 

18. a— b,d,e,Z(ae) 

19. a— b,c,e,Z(ae) 

20. e-f-a,b,c,Z(ae) 

21. e--a,b,c,Z(ae) 

22. e4-a,b,d,Z(ae) 


23. e — a, b, d, Z (ae) 

24. e-ha, b, c, ß 

25. e — a, b^ c, ß 

26. e + a, b, d, ß 

27. e — a, b, d, ß 

28. e + a, b, c, Z (be) 

29. e — a, b, c, Z (be) 

30. e 4- a, b, d, Z (be) 

31. e — a, b, d, Z (be) 


b) 3n ben folgenben aufgaben lann man le^t eine ©eite nebfl jroel 
anliegenben SBBinfeln jeld^nen unb burd^ Halbierung betfelben ben 
SDHttetpunft beö eingefc^riebenen Äreifeö finben. 


32. a, b, a, ß 

33. a, b, ß, Z (ce) 

34. e, Z (ae), Z (be), Z (de) 

35. a, e, a, Z (ae) 

36. a, e, y, Z (ae) 

37. a, e, Z(ae)^ ^(ce) 

38. a, a, ß, Z (ae) 

39. a, ß, Z (ae), Z (ce) 

40. a, b, e, a 

41. a, b, e, Z(ce) 

42. a, b, Z (ae) Z (de) 

43. a, b, Y, Z (ae) 

44. a, b, Z (ae), Z (ce) 

45. a, e, a, ß 

46. a, e, ß, Z (de) 

47. a, e, ß, t 

48. a, e, ß, Z (ce) 

49. b, e, Z(ae), Z(de) 

50. b, e, 7, Z (ae) 

51. b, e, Z(ae), Z(ce) 

52. a-i-b, e, a, ß 

53. a — b, e, a, ß 

54. a + b, e, ß, Z(ce) 

55. a — b, e, ß, Z (ce) 


56. a 4- b, e, Z (ae), Z (de) 

57. a — b, e, Z (ae), Z (de) 

58. a + b, e, Z (ae), Z (ce) 

59. a — b, e, Z (ae), Z (ce) 

60. e + a, b, Z (ae), Z (de) 

61. e — a, b, Z (ae), Z (de) 

62. e + a, b, 7, Z (ae) 

63. e — a, b, Y, Z (ae) 

64. e -h a, b, Z (ae), Z (ce) 

65. e — a, b, Z (ae), Z (ce) 

66. e4-a, b, a, ß 

67. e — a, b, a, ß 

68. e + a, b, ß, Z (de) 

69. e — a, b, ß, Z (de) 

70. e + a, b, ß, Y 

71. e — a, b, ß, Y 

72. e 4- a, b, ß, Z (ce) 

73. e — a, b, ß, Z (ce) 

74. e + a, b, a, Z(be) 

75. e — a, b, a, Z(be) 

76. e + a, b, Z(be), Z(de) 

77. e — a, b, Z (be), Z (de) 

78. e -+- a, b, Z (be), Z (ce) 

79. e — a, b, Z (be), Z (ce) 
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c) Fig. 3. SDa a-f-c = b4-d, fo ifl aud^ a — b =d — c; trägt 
man bälget BC auf AB t)Ott B aus ab « BE, unb CD von D 
aM auf AD ab -= DF, fo iji in bem gleid^fd^enlligen ajreicd 
EAF : AEF « AFE = R— Vja; ferner in bem gleid^fd^enlßgen 
2)reiedt CDF ; DOF = DFG = R — V^S, unb im SDreied 
EBC : BCE = OEB = R — V^ ß; mithin AFC = R -h V^S unb 
AEC = R-h Vaß. gfemer MO = MB « MF, ba^er EOF = 
V^EMF « AME = Va(T — a) (§• 36, c). 
SDie aufgaben 89, 99, 100, 122 toffen pd^ aud^ no(J^ auf bie in 

§. 36, c angegebene SBeife löfen. 

80. a, b^ p, 5 102. a, e, ^ — a, Z (ae) 

81. e, 8, Z (ae), Z (be) 103. b, e, -f — a, Z (be) 

82. a, e, 8 Z (ae) 104. a, b, e, 7 — a 

83. a, ß, 8, Z (ae) 105. a, b, 7 — a, Z (ae) 

84. a, b, e, 8, 106. a, e, ß, 7 — a 

85. a, b, 8, Z (ae) 107. a, e, 7 — a, Z (be) 

86. a, e, ß, 8 108. a, ß, 7 — «, Z (ae) 

87. b, e, 8, Z (ae) 109. e, 7 — a, Z (ae), Z (be) 

88. a, b, a, 8 110. a + b, e, ß, 7 — a 

89. a, b, a, 7 111. a — b, e, ß, 7 — a 

90. a, e-hb, 8, Z(ae) 112. a + b, e, 7 — a, Z(ae) 

91. a, e — b, 8, Z(ae) 113. a — b, e, 7 — a, Z(ae) 

92. a, e-4-b, 8, Z (be) 114. a, eH-b, 7 — a, Z(be) 

93. a, e — b, 8, Z(be) 115. a, e — b, 7 — a, Z(be) 

94. a + b, e, ß, 8 116. a, e + b, ß, 7 — a 

95. a — b, e, ß, 8 117. a, e — b, ß, 7 — a 

96. a-f-b, e, 8, Z (ae) 118. a, e-hb, 7 — a, Z(ae) 

97. a — b, e, 8, Z(ae) 119. a, e — b, 7 — a, Z(ae) 

98. a — b, e, 8, Z(be) 120. a — b, 7 — a Z(ae), Z (de) 

99. a — b, e, a, 7 121. a — b, ß, Z(ae), Z (de) 

100. a — b, a, ß, 6 122. a — b, 7, Z(ae), Z(de) 

101. a, b, ß, 7 — a 

§. 37 a. 

9lufgaben über bad SlangentenDiered. 

3n ben f olgenben Sluf gaben ijl A AMB leidet ju f onfiruieren ; 
aufeerbem ifi nod^ c gegeben. S^x Stnal^pö lann ein boppelter 2Beg 
eingefd^Iagen werben. 1) SSerIftngere AD unb BO, bi« pe fid^ in O 
fd^nelben; lonfiruiere ben in A CDO befd^riebenen Äreiö, roeld^er OD 
in P berül^rt, fo ifl, wenn AD ben in ABOD befd^riebenen Äreiö 
in Q berührt, PQ = OD (§. 43). 2) Verlängere AB über B 


28 §. 37 a, 38. 

l[linauö um c = BF, trage an BF in B Z %^ wnb in F Z VsT 
an; bie freien ©d^enlel beiber fiJ^neiben fid^ in G; bann ifl 
A BGF ^ CMD, unb MG II AB. aSerlängert man AM unb FG 
bis fie fid^ in H fd^neiben, fo ifi MBGH ein ©el^nenmeredE, alfo 
Z HMG = HBG = V20, Z GMB = GHB = y,ß, Z MGH = 
MBH = V2T, ZMGB = MHB - VaS. SRad^ Äonflruftion von 
A AMB ift gJunft F, mithin aud^ H beftimmt, ba Z BHF = V^ß. 
SDie aufgaben 7 bis 10 laffen fid^ nur nad^ ber jmeiten 
Slnalpfiä löfen. 

1. a, c, et, p 5. a, c, p, a — ß 8. a, c, a, 8 

2. c, p, a, ß (§. 29, 1) 9. a + c, p, a, 7 

3. a^ c, p, a 6. a 4- c, p, a, ß 10. a 4- c, a, ß, 7 

4. a, c, p, a-Hß 7. a, c, a, y 

§. 38. 

aufgaben über bas 2;angentent)ieredt, weld^eß ein Ärapej 
ober Slntiparallelogramm ift. 

a) 3)ie ißöl^e bed SJrapejeö ift gleid^ bem S)urd^meffer beö ein- 
• gef(3&riebenen Äreifeä. 3ft ber Slabiuö beö eingefd^riebenen Äreifeö, 

fo wie eine nid^t parallele ©eite gegeben, fo jeid^net man lefeterc 
jroifd^en ben beiben parallelen ©eiten |in unb fällt com SUlittet 
Tpnntt barauf ein Sot; biefeö trifft ben Äreiö im Serül^rungspunft 
ber ni(^t parallelen Seite. 3^ bea($ten ift nod^, bajg ber SWittet 
punft gefunben mirb, wenn man einen SBinlel l^albiert unb burd^ 
bie aWitte einer nid^t parallelen ©eite ju itn parallelen ©eiten 
eine 5ßaraffele jiel^t. 3=ür bie Slufgaben 15 biö 20 üergleid^e 
no(^ §. 8, b. 

1. a, b, p 7. a-f-c, d, p 13. a, p, a-f-ß 17. a— c, a, ß 

2. by p, a 8. a, p, a (§. 11, 4) 18. a— c, b, a 

3. a, e, p, 9. a, b, ß 14. a, p, a — ß 19. a— c, b, ß 

4. b, d p, 10. a, a, ß (§. 29, 1) 20. a, c, a 

5. p, a, ß 11. b, a, ß 15. b, d, a 

6. b 4- h, a, ß 12. a — b, c, p 16. a, b, c 

b) ^k^t man bie SKittellinie, fo ge|t biefe burd^ ben SWittelpunIt, 
weld^er aud& auf ber Halbierungslinie bes üon ben nid^t parallelen 
©eiten gebübeten aSinlete liegt* 

21. a-+-c, et, ß 22. a4-c, p, a 

c) SCrägt man BO auf AB pon B aus ah = BI, fo ifi Z MIB === 
y^-^^ß- v^ß, mithin ZIMB = R, unb ebenfo CMB = R, 
alfo OMI eine gerabe Sinie. g^rner Z AMI = R— VaCa+ß) 
unb Z AIM - MAI = R — VaC«— ß) 


§. 38, 39. 29 

23. a, b, a 25. a-b, a, ß 27. a— b, p, ß 29. a-b, p, a— ß 

24. a,b,a-f-ß 26. a-b, p, a 28. a-b,p,a-f-ß (§.29,1) 

d) 3^ Slntiparallclogramm finb bie beibcn ni(i^t parattcicn 
©citcn einanbcr glcid^; ballet Ifi burd^ jtoei ©citcn (entwcber 
bur(i^ bic beibcn parallelen, ober burd^ eine parallele unb bie nid^t 
parallele) aud^ bie britte gegeben. 5Die gJrojeftion ber diagonale 
auf eine ber parallelen Seiten ifl gleid^ ber nid^t parallelen ©eite. 

30. p, a 33. b, a 36. a, c 39. a - c, a 

31. a, p 34. a, a 37. a — c, b 40. b, e 

32. b, p 35. a, b 38. a — c, p 41. e, p 

§. 39. 
Slufgaben über baö SBieredE, um unb in weld^eä fid^ ein 
Äreis befd^reiben läfet. 

a) SBead^te §. 37, c, befonberö bafe in biefem gatt Z EOP = R - a ifi. 

1. a, b, ß 11. a + b, e, Z(be) 21. a, r, ß 

2. a, e, Z (ae) 12. a — b, e, Z (be) 22. e, r, Z (ae) 

3. a, b, e 13. a, e H- b, Z (be) 23. a, r, Z (ae) 

4. a, ß, Z (ae) 14. a, e — b, Z (be) 24. a -f- b, e, r 

5. e, Z (ae), Z (be) 15. a, e -f- b, ß 25. a — b, e, r 

6. a, b, Z (ae) 16. a, e — b, ß 26. a, e + b, r 

7. a, e, ß 17. a, e-4-b, Z (ae) 27. a, e — b, r 

8. a, e, Z (be) 18. a, e — b, Z (ae) 28. a, b, a 

9. a-f-b, e, ß 19. a, b, r 
10. a — b, e, ß 20. a, e, r 

b) ßinfad^e Slufguben. 

29. p, a, ß 30. a, a, ß 31. a, p, a 32. a — b, c, e 

c) 33. e, p, a. Snal. ©daläge um M, ben aRittelpunIt bed ein* 
gefd^riebenen Äreifed, mit MC einen Äreiö, lege von einem beliebigen 
5ßunfte besfelben an ben eingefd^riebenen Äreiö jwei Stangenten, fo 
bilben bief e Z 7 = 2 ß — a. 

d) 2;rägt man BO auf AB von B auö ab = BI, fo ift, wenn M ber 
3RitteIpun!t beö eingef d^riebenen Äreif ed, z MIB =737 = R— y^ a; 
mitl^in ZJillA - MAI = R + y^a - Vs« = R; folglid^ beträgt im 

. A AMI an ber ©eite AI = a — b bie ©ifferenj ber SBinlel = R. 

34. a, b, p (§. 29, 1) 36. a- b, p, e (§. 29, 1) 38. a - b, o, ß 

35. a-b, p, ß (§. 29, 1) 37. a-b, e, a 

e) Sei Söfung ber folgenben Slufgaben ifl §. 35, d ju bead^ten. 

39. a, c, 8 41. a-+- c, Z (be), Z (de) 43. a, c, Z (be) 

40. a, c, r 42. a — c, Z (be), Z (de) 

1) Sei Söfung ber folgenben Slufgaben ift §.*37a ju bead^ten. 
44. a, c, a 45. a + c, p, a 


30 • §. 40. 

§. 40— 46 a. 

aufgaben über bad 2)rcied, wenn 9labien ber Setül^s 

rungdfretfe gegeben finb unb bamit jufammenl^ängenbe 

Slufgaben. 

§. 40. 

atUgemeine S3emerfungen über bie ®xö^t ber SBinlel unb 
btn Äreiö ber neun fünfte, fomie über bie Sangenbejiel^ungen 
}tt)ifd^eu ben SRabien unb ben 3KitteIfenlred^ten. 

Fig. 4. 1) m'mA ± m"Am"' afö SBinlell^albierenbe jweier 
3iebenn)inlel; ebenfo m"mB ± m"'Bm' ; m"'mO ± m"Om'. 

2) aSerbinbet man bal^er bie 3Ritte G von mm'" mit A, fo ift 
in bem red^troinlligen 2)reie(I m Am'" : Gm = GA = Gm'", alfo mGA 
:!= 2mBA = ß. SDlitl^in mn^ ber Äreiö, ber burd^ A, B unb C gel^t, 
an^ i>nx^ bie 3Ritte t)on mm"' unb ebenfo burd^ bie ajlitten t)on 
mm" unb mm' gelten. 

3) 3m A AmB ifi AmB = 2R- V2 («+ ß) = R-f> VaT; «nb 
Am"'B = Bm"'m+Am"'m= V2a+%ß = R-%T. ©benfo AmC== 
R+Vaß unb Am"C = R-V2ß; BmC = R+V2a unb Bm'O« 

4) aSerbinbet man bie aKitte H von m'm" mit A, fo ift, meil m"A 
Xm'A (fie^el),Hm" = HA = Hm', bemnac^m"HA = 2m"BA = ß; 
b. \). ber Äreiß, meliä^er burd^ A, B, C gel^t, mn^ aud^ burd^ bie 
aKitte H von m'm" gelten unb auß bemfelben ©runbe au(^ burd^ 
bie aWitten t)on m'm'" unb m"m"'. 2)al^er ber 

Sel^rfaft. S)er um ein S)reiedE befd^riebene Äreiß gel^t aud^ burd^ 
bie a)Zitten ber 6 ßentralen ber oier Serül^rungßlreife beßfelben S)reiedEß. 

Slnmerlung 1. ©iel^t man baß S)reiedE m'm"m"' alß UrbreiedC 
unb alfo A ABO alß beffen ^öl^enbreiedE an, fo lautet ber ©aft: 

„S)er um baß igöl^enbreiedf befd^riebene Äreiß gel^t aud^ burd^ bie 
aKitten fowol^l ber Seiten, mie ber oberen ^öl^enabfd^nitte beß Ur^ 
breiedEß." (Äreiß ber neun ^ßunlte ober eJ^uerbad^fd^er Äreiß.) 

2lnmerfung2. S3ebenlt man, baß A ABC nid)t attein alß baß 
^öl^enbreiedE von m'm"m"', f onbern aud^ oon mm'm", mm'm"', mm"m"' 
angefel^en werben fann, fo fielet man, ba§ ju febem ^öl^enbreiedE vitx 
Urbreiede gel^ören, unb ber obige ©aft erl^ält folgenbe gorm: „SJer 
um ein ißöl^enbreiedE befd^riebene Äreiß gel^t burd^ bie aRitten ber 
©eiten ber ju bem ißöl^enbreiedC gel^örenben vitx Urbreiede". 

5) aBeil AG = Gm = GB, fo ift G bie SKitte beß Sogenß AGB 
unb weil AH==Hm' = HB, fo ifi H bie aKitte beß aSogenß AHB; 
alfo muß bie ßinie HG burd^ ben SKittelpunft M beß um ABO 
befd^riebenen Äreifeß gelten unb in ber aKitte L ber ©eljne AB auf 
biefer fenlred^t fiel^en. 


i 


§. 40, 41. 31 

^k^ man nod^ im^ m ju AB eine ^axaUek, xoii^t 6H in N 
«nb bie aSeriängerung üon ni"'F"' in K trip, fo öberTic^t man leidet 
nad^fiel^enbe ^olgentngen: 

6) HL = r + p, = Va (p. + pb) als awitteltinie be8 2;rapeje« 
m'F'F"m". 

®benfo ijl r -t- p^ = '/j (p, + p„) 

r + P. = V2 (Pb + p.) 

7) NG = VjKm'" = 'A (p« + p), benn G ifl bie mtte »on mm'" 

unb GN II Km'", gemer ift ba« £ot GS auf OE'" = '/* (p. + p) ote 
HRitteHinie beä 2:rape}e« mEE"'m"'. 

8)LG = r-p, = NG-NL=>Ap.+ V,p-p=V,(p.-p). 

®benfo ijl: r — Pb = Vj (pb — p) 

r-p.= V»(p.-p) 

9) aus (6) unb (8) etßiebt ^i^ burd^ äbbition: 

2r = V2 p.4- V, pb+ 'A p,- V2 p 
ober 4r + p«=p. + Pb-Hp. 

10) ©urd^ ©ubtraltion oon r + p, unb r + pb (6) erl^ält man: 

p. - Pb = Va (pb - p.) 
ebenf : p. — p. = 'A (p. - p.) 

Pb - P. = V2 (p. - pb) 

11) 3lu8 (6) unb (8) finbct man: 

p. + Pb='A(po + p) 
ebenfo ifl: Pb + p. = 'A (p. + p) 
Po + p. = 'A (pb + p) 

12) 2lu8 (6) finbet man burö^ äbbition: 

3 r + p. + Pb + p. = p. + pb + p. = 4r + p (rtcl^e 9) alf 
p. + Pb + p. = r + p. 

13) Z(h, Wo) = PCO = FmO = OGM=GOM = OBH = CAH 
= Om"'F"' -= 'A (a - ß) (§• 28). 

14) Z (m'm", F'F") = R - m"m'F' = R - m"'OP = Z (h. w.) 

= V2(«-P); AGS='A(«-ß). 

15) SBeil aSiered m"'AinB ein ©el^nenüietcd ifl, fo ifl Z Bm"'m 
= BAm== Va«; ZAiD"'m = ABm=='Aß. gbenfo ift ZAm"m ='Ay, 
Z Om"m = 'Aa; Z Bm'm = 'Ay; ^ Om'm = 'Aß. 

2lnmcrlung. 35ci Söfung ber folgenben aufgaben mirb §. 97, 1 
loiebecl^olt angeraanbt 

§.41. 

« 

Sflber Umfang a + b + c eines ©rcieds gegeben, fo bcad^tc 
mon, bafe AF'" = AE'", BF'" = BD'"; alfo a + b+c = CE"'+CD"', 
unb ba CE'" = OD'", fo ifl CE'" = CD'" = >A (a + b + c). ©benfo ifl 
BF" = BD" = Va (a + b + c); AE' = AF' = 'A (a + b + c). 


32 §. 41-43. 

3n bcn folgenbcn aufgaben ifl a + b + c gegeben unb 
au^erbem: 

1. pc, a 6. pe, a 10. p,^« — ß U. po — P,T 

2. pc, p 7. p^ ho 11, pv h, 15. Po + p/ T 

3. p, T 8. h^ T (§. 24, 3) 12. h. + p«, t 16. Pv pb 

4. Po, Wo 9. h^ Tf (§. 24, 4) 13. h« + p^ a-ß 17. p. +Pb, if 

5. w^ T 

§. 42. 

3ft in einem S)reie(I ber Überfd^ufe ber Summe jmeier 
©eiten über bie britte j. 35. a + b — c gegeben, fo ift folgenbes 
}u beachten: 

AE = AP, BD = BP, alfo: a + b-c = CE-i- OD, unb ba 
CE = OD, fo ift V2(a + b-c) = 0E = CD. ©benfo ift BP = BD 
= VaCa-hc-b); AP « AE = »/^(b + c-a) 
gemet iji, ba BP" = AP' = 'A (a + b h- c), 
^jj" ^ AP" = BD' = BP' = V2 (a + b-hc) ~c= V2 (a-+-b-c) 
ebenfo ift BD'" = BP'" « OD" = CE" = V^ (b + c - a) 
unb AE"' = AP'" = OE' = OD' = y^ (a -h c - b) 

3n ben folgenben Slufgaben iji a + b — c gegeben unb 
aufeerbem: 

1. pv a — ß 10. po — p, T 19- hc — p, T 28. p^ a 

2. p. + pb/ a 11. p/ c 20. ho — p, a — ß 29. pi^ Wb 

3. p, a 12. p, p. 21. pc, T 30. p., t 

4. a, p. 13. p, h, 22. p^ a 31. p., pb 

5. c, p. 14. h., 7 23. p., Y — ß 32. p., p« 

6. a,7 15. p. Wo 24. p^ h, 33. pa-+-pb, T 

7. p, a - ß 16. Wo, T 25. p., h^ 34. hb, ß 

8. p, a - Y 17. p, ho 26. hb,a (§. 25, 2) (§. 25, 1) 

9. p, po 18. he, T 27. p., ho 35. Wb, ß 

§.43. 
©inb einjelne Seiten gegeben, fo ift ju bead^ten: 

1) baB ber von einem inneren unb einem äußeren SBeräl^rungö:^ 
punfte, Toeld^er festerer auf berSSerlängerung ber2)reie(f§feite liegen mujB, 
begrenjte S^eil einer Seite gleid^ ber biefen 2^eil fd^neibenben S)reiedSs 
feite ift, alfo PP" = AP" + AP = V2 (a + b - c) +. y^ (b -h c — a) 
= b. mxiS)in PP" = DD" - b ; EE' = PP' = a; DD'" = EE'" = c. 

2) ba§ ber t)on jwei äußeren SBerül^rungöpunften, oon benen ber 
eine in einer 2)reie(föfeite, ber anbere in beren SSerlangerung liegt, 
begrenzte S^eil einer Seite glei(ä^ ber bie SSerlängerung biefeä 2;eile8 
fd^neibenben S)reiedCöfeite iji, alfo P"P"'= AP"+ AP'" = % (a+b— c) 
4. 1/^ (a + c — b) = a. 3Rit^in P"P"' = E"E"' = a;- D'D"' = F'P'" 
= b; EE" = DD" = c. 


§. 43, 4A. 33 

SDal^cr ifi an^ 8E = SE'" = WE' == WE" «= V, c. 
3n ben folgenben Slufgaben iji bie ©tunblinic c ge:= 
geben unb aujserbem 

1- P/T 9. p.,a 16. p.H-pb, h. 24. p., pb 

2. r, p 10. pb, a 17. p. + Pb, h« 25. p, p. + pb 

3. Po, T 11- Pc, a 18. pa + pb, a 26. p«, pa + Pb 

4. r, pe 12. p, a— ß (§. 29 19. p«- p, h. 27. p« + p, T 

5. a, p -p u. §. 142, 5) 20. p«— p, h« 28. p, + p, r 

6. a, p.-l-pb 13. pc,a— ß(§.29) 21. pa + pb, «— P 29. Po+p,a-ß 

7. tc, p,+pb 14. Po — p, a — ß 22. pa— Pb, T 30. p., T 

8. to, po— p 15. Po — p, a 23. p, pc 31. r, p. 

. §. 44 (f. aud^ %n^. IV, ©. 204.) 

aßenn bie ^nrnme jtoeier Seiten gegeben, j. S. a + b, fo 
bead&te man, ba^ FF" = FF' + FF =b + a iji. ebenfo E'E'" 
= a+c; D"D"' = b + c. 

ferner ifi burd^ baö Sot 8G, toeld^eö von ber SRitte G ber 
Sinie mm'" auf EE'" gefällt ift, aud^ EE'" in 8 l^albiert, mUl^in 
SC=.CE"' — 8E'" = AW= VaCa + b + c) — V2C= VaCa + b). 

3n ben 2lufgaben 22 unb 23 Tjerldngere n)ie in §. 15, c, ba a 
gegeben, AO um BO ilber l^inauä biö Z, t)erbinbe B mit Z unb 
mit bem 51RittelpunIt m beö ftreif ed, beffen SRabiuä gegeben. SBlan lennt 
bann von bem AmZB bie ©eitemZ unb fann btn gegenüberliegenben 
aSinfel mBZ burd^ a auöbtüdEen, fo bafe ein Drt für ben 5ßunlt B 
belannt ifi; ein jroeiter ifi bie SRid^tung t)on BA. Slud^ bie 3lufs 
gaben 2 unb 3 lönnen fo gelöft werben. 

3n ben folgenben aufgaben ifi a-i-b gegeben unb 
au^erbem: 

1. pa, pb 8. c, p 14. c, po -+- p 20. Po — p/ r 

2. pa, ß 9. p, po 15. pa+Pb, T 21. po — p, pa+pb 

3. Pa, a 10. po + p, he — p 16. Pa + Pb, a — ß 22. p, a 

4. po, T 11- pc + p, h. 17. pa— pb, T 23. p«, a 

5. p, Y 12. po + p, a 18. po — p, T 24. c, p. — pb 

6. c, po 13. Po + p, a — ß 19. c, po — p 25. p^ a — ß 

7. c, p. 

3n ben folgenben Slufgaben finb bie S)reiedCe 080- unb OE'm' 
}U lonfhruieren; ferner ifi G8AL ein ©el^nent)ieredf, alfo Z G8L = 
GAL = V2T^ i^^^^ 8L±0G. SJrägt man bann von E' an» 
V2<a+b) auf E'8 bis X ab, fo ifi m'X = m'L. 

26. pa, T (§• 1*2, 18) 28. p« + p, p. 30. a — b + c, p, + p 

27. a — b + c, Y 29. a — b-hc, p. 31.f. 2ln]^.IV,©.204 

Oeometrifd^e AonftruttionS^^älufsal&en. 3 


34 §. 46, 46. 

§. 45. (f. aud^ an^. IV, ©. 204.) 

^mn bic S)ifferettj jtoeler ©elten j. SB. a — b gegeben ift, 
fo iji ju bead^ten, ba^ FF" = F'F"— FT = a— b ifl. @benfo 
ift EE"=*c — a; DD' = c — b. 

%m man t)on H auf CE' bad £ot HW, fo Ift CW = V2{a+ b) 
— b = Va (a — b) unb HW = 72 (p. — pb) ; ebenf Idfet fi(ä^ jeigen, 
baB AS = V2(a — b). 3n ben SKufgaben 6, 43, 44 ijt ju bead^ten, 
ba|3 0L= YaCu — V) ift. 

3n ben Slufgaben 30 unb 31 ifl, wie in §. 16, c, ba a gegeben, 
AC über A bis Y ju verlängern, fo bajs CY = OB, unb bann 
äl^nlid^ wie in ben entfpred^enben Slufgaben beö §. 44 ju verfal^ren. 
Slud^ bie Slufgaben 8, 9, 10, 11 lönnen fo gelöft werben. 

3n ben folgenben Slufgaben ifl a — b gegeben unb 
aufeerbem: 

1. p, Po 9. p, ß 17. po + p, a 

2. p, a — ß 10. pc, a 18. pc + p, 7 

3. Po, a — ß 11. pe, p 19. pc-+-p, r 

4. hc — p, a — p 12. c, p 20. pc+p,lie- 

5. pc — p, a — p 13. c, po 21. pc — p, T 

6. pc — p, u — V 14. c, pc — p 22. pc — p, r 

7. r, a — p 15. c, p.— pb 23. pa + Pw T 31. pb, a 

8. p, a 16. c, Pc + p 24. Pa + pb, r 32. c, pa-t-pb 

3n ben Slufgaben 33 bi§ 42 ift SDreiedE CWH unb entweber 
CEm ober OE"'m'" }u lonftruieren ; ferner ift WHLA ein ©eignem 
mered, alfo ZAWL = AHL= V^y, mithin WL II CG. SCrägt 
man bann von E refp. E'" auä Va (a — b) auf E'" W bis X refp. 
X' ab, fo ifl mX = mL unb m'"X' = m'"L. 

33. p, y(§. 142, 15) 37. p. — Pv p 41. a + b H- c, p. - p^ 

34. pc, T 38. pa — pb, pe 42. a + b — c, pa— Pb 

35. a -h b -h c, Y 39. a + b + c, p« 43. u — v, p 

36. a + b — 0,7 40. a -1- b — c, p 44. u — v, p, 

45. f. Slnl^. IV, ©. 204. 

§. 46 (f. aud^ Slnl^. IV, ©. 204.) 

3n ben folgenben Slufgaben finb einzelne S^iabien, fo wie 
Seiten ober5IBinIel l^albierenbe 2:ranßoerfalen, oberigöl^en 
gegeben. 3Wan bead^te §. 40, ferner bafe PL = VaCp — q) unb 
0L= V2(u — v). 3n ben Slufgaben 90 bis 95 ift baö am ©d^lujs 
ber §§. 44 unb 45 ©efagte ju bead[iten. 



25. 

P.- 

— pb/ 

a- 

-ß 


26. 

P.- 

— pb/ 

P- 

-q 


27. 

Pv 

pb 



p 

28. 

P/ 

b. 




29. 

P/ 

h. 




30. 

Pv 

a 




§.46, 46 a. 35 

72.p-q, 1% pc-»-p 

73. p — q, r, he — p 

74. p-q, r, hc + po 
75.p-q, pc-p, a-p 

7a u, V, p. + pb 

77. u — V, r, pc — p 
78.U — V, ho, Po — p 
79.U-V, p-q, pe-p 
80.he, We, pc — p 
81.U, V, pe — p 

82. u — V, Wc, po — p 

83. u — V, p, pe 

84. u— V, p,— p, p.4-pb 

85. u— V, p— q^ a — ß 
(§. 50, 3) 

86.U — V, ho, a — ß 

87. u — V, Wc, a — ß 

88. u — V, hc, Wc 

89. p», pb, a — ß 

90. pc -H p, p., T 
(§. 142, 24) 

91. a— b 4- c, po + p, 7 

92. p» — pb, p, T 

24. he, p.-+-pb, a — ß eO.to, Po — p, p. + Pb (§. 142,22) 

25. h., pc — p, ß 61. p — q, Pa + pw T 93. p. — pb, pc, T 

26. K p.-Hpb, ß 62.p-q,p.+Pb,a-ß (§. 142, 23) 

27. ha, p. — Pb, T 63. p — q, p» — pb, T 94. a+b+c, p.— pb, T 

28. he, Pc— p, a — ß 64. p-q, p.-pb, a-ß (§. 142, 16) 

29. ho, pc — p, T 65. p— q, h«— p, a— ß 95. a+b— c, pa— pb, T 

30. Pc Wo, T 66.p-q,he-f-pe,a-ß (§. 142, 17) 

31 . p, We, a — ß 67. p, q, pc — p 96. u— v, p— q, p.+pb 

32. ho. Wo, p 68. p, q, p. + pb 97. u— v, p. + pb, h« 

33. Wo, po, a — ß 69. p — q, r, pc — p 98. u — v, p. + pb, t« 

34. ho. Wo, pe 70. p — q, r, p.-*-pb 99. u — v, p. + pb, w« 

35. Wc, p», a — ß 71. p — q, r, p, — pb 100. u— v, pa+pb, «— ß 

36. Wo, Po— p, a— ß 101—107 f. änl^. IV, ®. 204. 

§. 46 a. 

Äonftruftion beö SDreieds aus Bcfonbercn 5ßunften. 

3m folgenben ftnb bie g^tifepunfte von w», Wb, We refp. mit O', 
O", O"' bcjeU^net; ber 3)utc^f$nittöputtlt bet ^öl^en mit X, ber 
©d^toerpuntt mit Z unb bie SKitte ber ©eite AB mtt L. aUe 
übrigen SBejeiiä^nungen toie in Fig. 4. 

3* 


1. 

pc, a, Y 

37.WcPa,Y(§.142,19) 

2. 

Po + p, a, ß 

38. Wehe— p, a — ß 

3. 

Pc P, a, ß 

39. Wc ho-f-pc a — ß 

4. 

P. + Pb, a, ß 

40. r, pc — p, a 

5. 

p. — pb, a, ß 

41. r, Pe — p, a — ß 

6. 

he + po, a, ß 

42. r, Po — p, ho 

7. 

hc — p, a, ß 

43. r, Po — p, h. 

8. 

P/ pc/ T 

44. r, pa •+- Pb, a 

9. 

P. pa, T 

45.r, pa+pb, a— ß 

10. 

P./ Pc, T 

46. r, Pa + pb, ho 

11. 

P, pa + pb, T 

47. r, pa + pb, ha 

12. 

P, pc, a — ß 

48. r, p, p. + pb 

13. 

pc, pa + pb, Y 

49. r, p., Pb 

14. 

9^ pb, Y 

50. r, p, po 

15. 

Pc ho, Y 

51.r, po + p, a — ß 

16. 

pcA h«, Y 

52. r, Pa Pb, Y 

17. 

ho, pc a — ß 

53.r, Pa — Pb, a — ß 

18. 

hc po, a 

54.r, ho — p, a — ß 

19. 

K pa, Y 

55. r, he+pc a — ß 

20. 

hc pa, a ß 

56. a, b, po + p 

21. 

ho, pb, a 

57. a, b, p. — pb 

22. 

K pa, ß 

58. p, pc p. + pb 

23. 

hc Pa + Pb, Y 

59. hc po — p, p. + pb 


36 §• -*6a. 47. 

1. m', m", m"' 3. M, m, m'" 5. 0, M, m 7. C, M, m' 

2. m, m'r m" 4. M, m' m" 6. 0, M, m'" 8. 0, 0'", Ij 

Slnmerlung. tl^nlid^c aufgaben pel^e §. 64a unb §. 139, 55 
unb 56- 

§. 47. 

2Benn jur S^^^^^H ^^^^^ S)reie(fö bie ©runbUnie = c 
unb bie S)ifferenj ber Duobrate ber beiben Seiten a^ — b^ 
= d^ gegeben, fo iji bei ber Sluflöfung folgenber 3Beg einsuf dalagen : 

(Srrid^te auf AB = c in A ein ßot AE = d, l^albiere EB in P, 
errld^te auf EB in F ein fiot, roeld^es AB in D trifft, m\) auf AB 
in D ein 2ot, fo fann jeber ^ßunlt beöfelben afe ©pifce bes SDreiedEa 
angefel^en werben, j. ». 0. »eroeiö. BC2-AC2 = BD2- AD^; 
BD = DE, ba A BDP ^ EDF, ntitl^in BO^ - AC^ = DE^ - AD^ 
= AE^ = d\ 

a) 3n ben folgenben Slufgaben ifl a^ — b^ gegeben unb 
au^erbent: 

1. c, tc 3. c, a 5. c, t 7. c, h. 9. c, a — ß 

2. c, hc 4. c, r 6. r, Y 8. c, 7 

b) 3Benn man berüdfid^tigt, baß a unb b Seiten eines SDreied« flnb, 
beffen ©runblinie glei(3^ ber SDifferenj refp. ©umme ber buriä^ bie 

' $öi^e auf ber ©runblinie gebilbeten (Segmente ifi (ftel^e §. 14), fo 
erl^ält man neue Slufgaben, wenn man in ben oorl^ergel^enben 
p — q refp. p-+-q für c fefet; gleid^jeitig mn^ iebo(ä^ a — ß fürx 
gefegt werben. 

10. p — q, to 13. p — q, h, 16. p — q, t. 

ll.p — q,hc 14. p — q, a — ß 17. p — q, r 

12. p — q, a 15. p — q, 7 

c) S)a a^ — \)\ c, p unb q abl^ängige ©tüde finb, fo ba§ bur(ä^ 
jroei berfelben bie anberen mitgegeben, fo ftnb bie Slufgaben, in 
benen p ober q flatt c gegeben, auf äl^nliiä^e SBeife ju löfen. 


18. p, te 

22. p,.h. 

26. p, T 

30. p, t. 

19. q, te 

23. q, h. 

27. q, T 

31. q, t. 

20. p, ho 

24. p, a 

28. p, r 

32. p, a — p 

21. q, ho 

25. q, a 

29. q, r 

33. q, a — p 


d) 35a a unb b aud^ ©eiten eines S)reie(fs finb, roeld^es man erl^ält, 
romn man bie nad^ ber 3Ritte ber ©runblinie g^ogene S^ranS:: 
rerfale (3)littellinie) um fid^ felbfl verlängert (fiel^e §. 19), fo finb 
nod^ folgenbe Sluf gaben auf bie oben angegebene Slrt lösbar: 

34. t«, h. 36. t^ hb 38. t«, X 

35. t., te 37. tb, te 39. te, Z (ate) 


§. 48, 49. 37 

§. 48. 

SBcnn jut 3^^«un0 eineö S)rcie(fd bie ®ruttblinie==c unb 
bie ©umme bcr D'uabrate bcr beiben ©eiten a^-f-b* = 8^ 
gegeben^ fo gelangt ntan burd^ folgenbe ^nflruftion jut fiöfung: 

aSerlängere AB = c über A j^inaud um VaS bis D, errid^te 
auf AD in D ein Sot DE = YaS, rerbinbe E mit A, fd^lage mit 
EA um A einen Äreiöbogen, toeld^er ein in ber SBitte G von AB 
errid^teted Sot in F trifft, unb fd^Iage mit GP um G einen Ärei«, 
fo fonn jeber ^ßunlt beöfelben afe ©pi^e bed ©reiedCß angefel^en 
werben, j. 33. 0. Seweiö. 3la^ einem belannten ©aft ifi, ba CG 
aRittelKnie von AB : AC^ + BO^ = 2 AG^ + 2 CG^. S)a CG =FG, 
fo ijl AC» + BC^ = 2(AG2 + PG^) = 2AP2 = 2AB2 = 
2(AD2 + DB») = 2(7*82+ V,s2) = s^ 

Slnmerlung. 2)a, votnn c unb a^ + b^ gegeben, aud^ t« == CG 
= GP belannt ift, fo finb biefe brei ©tüdEe von einanber abl^ängig. 

a) 3n ben folgenben Slufgaben ijl a^+b^ gegeben unb 
au^erbem: 

13. c, Z (ato) 17. c, Z(at.) (§.52) 

14. to, Z (ato) 18. c^ p — q 

15. c, t. (§. 52) 19. tc, p - q 
16.t^t,(§.52) 

b) S)a a unb b auc^ ©eiten beö S)reiedd ftnb, beffen ©runblinie bie 
S)ifferenj, refp. ©umme ber butd^ bie ^öl^e- auf ber ©runblinie 
gebilbeten ©egmente ifl (flel^e §. 14), fo laffen fid^ nod^ folgenbe 
Slufgaben auf äl^nlic^e aSSeife löfen: 

20. a^+b^ p— q, h« 21. aM-b^, p— q, a— ß 22. aM-b^ p— q, a. 

§. 48a. (f. ätt^. IV, ©. 204.) 

B. 8(tifgaiett, ttiel^e mit 9e»tt#ttttg bev es#e tio» bett 

aSetljältoiffett jn lüfett fittb. 

§.49. 

©infad^e Slufgaben. 

a) aSäenn bas aSerl^dltnid jweier S)reiedEdfeiten gegeben ifl unb bie eine 
von il^nen^ fo ifl aud^ bie anbere belannt. (Sbenfo finb bie Seiten 
belannt, mtnn il^re Qnmmt ober S)ifferenj unb il^r SBerl^ältni« 
gegeben ifl. 


1. 

c,h. 

5. 

c,h. 

9. 

t^r 

2. 

t^h. 

6. 

t^^h. 

10. 

T/T 

3. 

c, a 

7. 

P/q 

11. 

c,T 

4. 

tv« 

8. 

c,r 

12. 

Kf 


i 


38 §. 49-Ö1, 

1. a, c, a:b 7. c, a— b, a:b 13. a— c, b— c, a:b 

2. c, a:c, b:c 8. a+b, a:b:c 14. a-hb, a— c, a:b 

3. c, Y, a:c 9. a— b,a:b:c . 15. c, a:c, a:b 

4. c, a, a:c 10. a+b+c, a:b:c 16. a, h«, a:b 

5. a, a:b:c 11. a+c, b+c, a:b 17. hc, a:hc, bib, 

6. c, a+b, a:b 12. a+c, b—c, a:b 

b) S)a fid^ in icbcm ©reicd jwei ©citen umgefcl^rt wie bic auf fic 

gefällten ^öl^en Derl^alten, fo ift burd^ bas aSerl^ältniö ber ©eiten 
aud^ bad ber ^öl^en unb umgefel^rt %tQtbtn, 

18. h^ tb, a:b 22. h., K «— ß 26. a— b, K K'K 

19. h., to, a:b 23. c, li.:he, t 27. a+c, b-hc, h.:hu 

20. ha, a, a:b 24. a, bc, haihb 28. a, h.:ho, hbiho 

21. h„ Y, a:b 25. a+b, h^ haihi, 

2lud^ folgenbe bereits in §. 30 unb 31 aufgefül^rte Slufgaben 

laffen fid^ von bem oben angegebenen ©efid^töpunft aus löfen: 

29. a, b, h. + h^ (§. 30, 2) 31. a, b, hb~h. (§. 31, 3) 

30. a 4- b, h., hb (§. 30, 4) 32. a-b, h., hb (§. 31, 5) 

§.50. 

a) 3n iebem SDreiedE iji hc2 = a2-p2unb hc^^b^— q2; mitl^in a^— 
p2=.b2_q2 ^jj^er a^^— b2 = p2_q2 ober (a+b) (a— b) = (p+q) 
(p— q) unb l^ierauS a + b : p+q = p— q : a— b. SDtit Senuftung 
biefer ^Proportion finb folgenbe 2luf gaben lösbar: 

1. p,q,a + b 2. p,q,a — b 

b) ®S rerl^ält fid^ u : v = a : b, alfo u + v:u — v==a + b: a — b. 
SRad^ a) oer l^dlt fid^ : p + q : a — b = a+b : p — q. a3eibe ^Proportionen 

btoibiert: -g±j(^=^=^±J^fc^. Dber ba, n,enn a <R, 
(p+q)(u— v) (a+b)(a— b) ' ' 

u -+- V == p + q, unb voenn a > R, u + v = p — q ifi, fo ifl 

im erflen %aU u — v:a — b = a — b:p — q 

im jweiten gall u — v:a — b = a — b:p + q 

SWitl^in ftnb u — v, a — b, unb p — q abl^ängige ©tüdfe. 

3. u— V, p — q, a— ß (§. 18, 10; §. 46, 85). 4. u, v, a -4- b 

§.51. 

3n ben folgenben aufgaben ifl unter t bie S^ransoerfale ju oer^ 
flehen, weld^e von C nad^ AB gejogen, lefitere im SSerl^ältnis m:n teilt 
1. c, 7, t 2. c, ho, t 3. a:b, y, t 

4. a, b unb bie SCranSoerfale t, weld^e c im SSerl^ältnis m:n teilt 
«nal. OD = t, fo ba§ BD: AD = in:n. 3iel^e AE II BO bis ^nm 
»urd^fd^nitt mit OD, fo ifl A BOD co ADE, mitl^in a: AE = iii:n 
unb t:DE = m:n, rooburdi^ AE unb DE ju befümmen. 


8. 51—62. 39 

5. t^ tb unb bie S^ranöoerfale t, tocld^e c im SSerl^ättnid 1 : 2 
tcttt Sinai. AD = t^ BE = t^, beibc fd^neibcn fid^ in S; OP = t 
unb BP: AP = 1:2; jicl^e EG unb SH II OP, fo iji BG: AG = 2:1 
unb BH:AH==4:5, ntitl^in AASB nad^ 4 ju tonftruieren. 

6. c, 2:ranöt)erfalc t, weld^c a im aScrJ^attniö m:n, unb SJranö^ 
t)erfate f, wcld^e b im aSerl^dltniö m':ii' teilt. Sinai. t== AD, fo 
bal3 BD:CD = in:n; t'==BE, fo ba§ AB : OE « m' : n'. Sie^e 
bur(§ eine ^parallele ju AB, n)el(3^e AD rerlängett in P, unb 
BE rerlängert in G trifft. ®ann ifl A ABDcoODP, alfo t:DP 
= m:n unb c:OP = in:n^ tt)obutd^ DP unb OP beftimmt. Sluf ber 
anbeten ©eite ebenfo. 5Dal^er fann ba« Xxapti ABPG aus ben 
beiben parallelen Seiten unb ben beiben S)ia9onalen gejeid^net werben. 

§• 51a. 
J)reie(Idauf9aben, in benen bic ©umme refp. 2)ifferenj 
jn)eier Seiten unb bie nad^ ber SRitte ber einen von il^nen 
gejogeneS^ranSrerfaleCaRittellinie) oberburd^ bieSRid^tung 
berfelben bebingte SBinfel gegeben finb. 

a) 3wr Slnal^fii^ ber folgenben Slufgaben ifl BC über um AO 
bis D JU verlängern, ober AO auf OB von G aus bis D' ah 
jutragen; E fei bie 3Kitte von AG; jiel^t man nnn burd^ B eine 
gJarattele ju AO, toeld^e DE in P unb ED' in P' trifft, fo ift 
BP= VaCa + b) unb BF= y^Ca — b). 

1. a + b, tb, T 4. a — b, h», tb 7. a + b, h», Z(atb) 

2. a — b, tb, Y 5. a + b, tb, Z (atb) 8. a — b, h., Z(atb) 

3. a + b, ha, tb 6. a — b, tb, Z (atb) 

b) ^nx Slnal^fid ber folgenben Slufgaben, in benen AD = t», unb 
AE = h. ifi, ifl BO über um V2AO bi^ G ju verlängern, 
ober V2AO auf OB von bis G' abzutragen; jiel^t vxan burd^ 
D eine gJaraffele ju AO, toeld^e GA in H unb AG' in H' trifft, 
fo iftDH = a + b, ba DG= VaCa + b), unbDH' = a — b, ba 
DG'= V^Ca — b) ifi. 

9. a-f-b, t., ha 11. a-hb, t., Z(ata) 13. a + b, h., Z(at») 
10. a— b, t«, ha 12. a — b, t^, Z(ata) 14 a — b, h„ Z (at.) 

§. 52. 
SBenn jur^cid^nung eineä S)reiedEö jwei ober alle brei von 
ben ©dfen nad^ ben SKitten ber gegenüberliegenben BtiUn 
gezogene SCransverfalen (3Kittellinien) gegeben flnb, fo beadEite 
man, ba§ bie aSerbinbungölinie ber gufepunfte je jroeier ^ran«:^ 
verfalen ber britten ©eite parallel ifi unb ba§ fid^ alle brei Strands 
verfalen in einem ^nnttt fd^neiben unb burd^ biefen ^ßunft im 
aSerl^dltnid 2 : 1 geteilt werben. 
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3n ben SlufgaBen 36 bis 115 finb )ur Jtonflruftion parallelen 
jujiel^en. 


l.®leiö^f(i&K.Ah^t, 

tJ. C^ 1^ Hb 

4.c,Z(ct.),Z(cg 

5. c, tv z: (ct.) 

6. c, t^ Z(ctfc) 

7. c, t^ Z (ct.) 

8.cA, ^(t.t.) 
9.c,t^Z(t.tfc) 
10.c,t.,Z(t.t,) 
ll.c,Z(ct.),Z(t.t») 
12.c,Z(cUZ(t.t.) 
13. tv t,, Z (ct.) 
14.t^t„, Z(ct.) 

15. tvtw -^(ct.) 

16.t.,t»,Z(tA) 
17. c,t,+tb,Z(ct.) 
18.c,t.— th, Z(ct.) 
19. c, t.+tb, Z(t.tb) 

20.c,t.— tb,^(tA) 
Ji. r«^ t(^ iio 

22. tv hv Z (ct.) 

23. \^ Z(ct,), Z(ct.) 

24. t., Z(ct„), Z (ct.) 

25. tv K ^ (ct.) 
26.t„Z(aUZ(t.t.) 
27.t.,Z(at.),Z(t,t.) 

28. t., t., f 

29. c, Z (ct.), Z (t.tt) 
30.c,Z(t.t.),Ztfct,) 
31.tvZ(ct.),Z(atfc) 

32. t., a, Z(t.t.) 

33. tv Z(bt.), Z(ct.) 

34. t., hv Z (atb) 
35.hvZ(ct.),Z(att) 

36. tv tb/ b. 

37. t., h., Z(ctb) 

38. c, h., Z (t, tfc) 
89. c, h., Z(t.t.) 


40. a, b, Z(ct.) 

41. a, b, Z(t,tb) 

42. t., tfc, t. 
43.t.,t.,Z(t»t.) 

44. t., Z (t.t.), Z (t^t.) 

45. t,, t. + tb, Z (t.tb) 

46. t„ t. — ti, Z (^ 

47. tv tb, Z (at.) 

48. t., tfc, Z (ct.) 

49. t., tfc, Tf 

50. c, a, Z (ali,) 

51. c, a, Z(t.tfc) 

52. c, a, Z(t.t.) 

53. c, t,, Z (t.tfc) 

54. c, t., Z (at.) 

55. c, tv Z (bt.) 

56. c, tv z: (at.) 

57. c,\^Z. (tbt.) 

58. c, tj„ Z (atb) 

59. c, t., Z (btb) 

60. c, t., Z (bt.) 

61. a, c, Z (t,tb) 

62. c, Z (ct.), Z (tbt.) 

63. c, Z (ct.), Z (btb) 

64. c,Z(ct.), Z(atb) 

65. c,Z(ct.), Z(at.) 

66. c, Z (ct.), Z (bt.) 

67. c,Z(ct.),Z(at.) 
68.c,Z(ct.),Z(bt.) 
69. c,Z(at.),Z(bt.) 
70.c,Z(at.),Z(btb) 
71. c, Z(at.), Z(atb) 
72.c,Z(t.tb), Z(at.) 
73.c,Y, Z(ati.) 
74.c,Y,Z(t.t») 

75. c, Tf, Z(ct.) 

76. c, Tf, Z (atb) 

77. c, TT, Z (t.t.) 


78.C, Z(t.t.), Z(at,) 

79.c,Z(t.t.), Z(btb) 

80.c,Z(bt.), Z(bg 

81.c,Z(t.t.), Z(atb) 

82.c,Z(at.),Z(bt,) 

83.c,Z(atb),Z(bt.) 

84. c, Z (bt.), Z(ate) 

85.t.,Z(ag,Z(bt.) 

86. t., Z(at,), Z(btb) 

87.t.,Z(at.),Z(cg 

88.t.,Z(at.),Z(ctb) 

89.t.,Z(at,),Z(t.tb) 

90.t.,Z(ct,),Z(at.) 

91.t^Z(ct.),Z(t.ti,) 

92.t.,Y,Z(t.t.) 

93.t.,Z(t;t.),Z(ag 

94.tvZ(t.t.),Z(btb) 

95.t.,Z(t.t.),Z(cg 

96. t., a, Z(atb) 

97. t., a, Z(at.) 

98. t., a, Z(bti,) 
99.t.,a,Z(ctb) 

100.t.,a,Z(t.tb) 
101.t.,'r,^(at.) 
102. t., -{, Z(ct.) 

103.t.,'r/^(t.tb) 

104. t,, Z(atb), Z(bt.) 

105. t„ Z (atb), ^ (atO 

106. t., Z (atb), Z (ct.) 

107. t., Z (at.), Z (t.tb) 

108. t., Z (atO, Z (btb) 

109. t., Z (at.), Z (ctb) 

110. t., Z (ct.), Z (ctb) 

111. t., h., Z (at.) 

112. h^ Z(ct.), Z (at.) 

113. t, h., Z (t.tb) 

114.h.,Z(cU^(t.tb) 
115. t., h., Z(ct.) 
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§. 53- 
®in S)teic(f ju jeid^ncn, w^nn beliebige a;randt)erfalen 
gegeben finb. 

1. ha, hb, ho. 1. Sinai. S^rage h. auf AO tjon aud ob 
= CG, unb hb auf CB von aus = OH; bann ifi AO : BO = 
h.:h, = OG:OH; mitl^in GH II AB. Sllfo b:c «h^ihb = h.:GH; 
folglid^ GH unb aud^ AGHO ju lonftruieren. 2. Slufl. S^^^^^ 
einen beliebigen SBinfel H unb fd^neibe auf bem einen ©d^enlel be«= 
felben HI = h. unb IK «= hb ab, auf bem anbern HL = hc, jiel^e 
KM II IL, unb bejeid^ne LM mit x. S)ann jei(3^ne einen redeten 
aOBinlel B, mad^e ben einen ©d^enlel BG = h«, fc^lage von G aus 
mit X unb von B aus mit hb Äreisbogen, bie fld^ in E treffen, 
errid^te auf EB in E ein Sot AO, weld^es ben freien ©d^enlel bes 
redeten SBinlels B in A unb eine burd^ G ju AB gezogene 5ßarallfle 
in trifft, fo ifl ABO bas verlangte S)reiedf. SeweiS. 3" be^ 
weifen, bafe bas von A auf BO gefättte £ot AD = h.. BEOG ein 
©el^nent)ieredf , mitl^in Z BOB = BGE. gemer Z BEG = BOG 
= ABO. 2llfo A ABO co BGE. ©al^er EG : BG = BO : AO 
ober X : he = BO : AO ober x : h« = BE : AD ober x : h« = hbi AD. 
SDa aber LM:HL==IK:HI ober x:hc = hb:h^ fo ifl AD = h.. 

3. 2lufl. 3Wan lege h., hb, h«- unter beliebigen SBinfeln fo l^in, 
bafe fie einen ^nntt gemeinfam l^aben unb lonftruiere ben burd^ bie 
brei freien (Snbpunfte beftimmten ftreis, fo fd^neibet berfelbe oon 
ben ©d^enfeln brei ©tredEen ab, roeld^e ein bem gefud^ten äl^nlid^es 
S)reiedE beflimmen. (3u oermeiben pnb nur bie Sagen, bei benen bie 
brei freien ®nbpunfte in geraber ßinie liegen unb ber burd^ bie brei 
freien ®nbpunfte beftimmte ftreis burd^ ben gemeinfamen ^unft gel^t.) 

4. 3lufl. Seidene ein SDreiedf DEP, beffen brei ©eiten bie ^öl^e 
h. = EF, hb = DF, he = DE finb; in biefem fätte bie brei ^öl^en 
DG = a, EH = b, unb FI = c. S)ann jeid^ne aus ben brei ^öl^en 
ein neues SDreiedf KLO, fo bafe OL == a, OK = b, KL = c ifl; fäffe 
bie $5]^e OM unb oerldngere fie bis N, fo bajs NO = he, jiel^e burd^ 
N eine 5ßarallele AB ju KL, fo ifl ABO baS oerlangte 2)reiedt. 
»eweis. %m man im S)reiedf ABO bie ißö^en AO unb BP, fo 
oerl^dlt fid^ AB : BO = AO : ON, femer AB : BO = c : a; mitl^in 
AO:he = c:a (1). 3m A DEP oerl^ält fid^ h.:he = c:a (2). 
aus (1) unb (2) : AO = h.. (S)iefe Sluflöfung ifl nur bann möglid^, 
rotnn fid^ aus ben brei ißö^en wirllid^ ein S)reiedC fonflruieren läfet, 
was nid^t immer ber %aU ju fein brandet). 

2. h^ hb, We. 2lnal. We = OD; DE±AO. SDann ifl b:a 
= h. : hb unb b : a = AD : BD; mitl^in h. : hb = AD : BD, alfo 
h. -h hb : h. = AB : AD = hb : DE; bal^er DE ju flnben. 
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3. a, b, We. 1. änat. OD = w«; verlängere AO um BC Mä 
E, fo ifl b:a + b=Wc:EB, bal^er EB ju finben. 2. änaL 
We = CD; jiel^e AE II BC biö jum SDurd^fd^nitt mit CD, fo ift 
AE = b. ferner AADEcoBCD, ba|er a:b = Wc:DE; ^ier^ 
burd^ ifi DE ju beftimmen. 3. Sinai. Wc = CD; verlängere OD 
bi§ es ben umgef d^riebenen Äreiö in E trifft, f o ift A AOD eo ECB, 
bal^er b : w« = CE : a; l^ieraud CE ju bestimmen, ^rner ift no^ 
A DBE CO BCE, ba^er DE : EB = EB : EC, woraus EB ju 
beftimmen. 

4. c, Y, Wo. Sinai. CD = w«; \>nx^ c unb 7 ift ber um^ 
gefd^riebene Äreis gegeben; CD trifft benfelben in E; BE belannt. 
ABDEcoCBE, alfo OE: BJE =BE: DE, woraus DE ju be^ 
f|immen. ©daläge bal^er über w« als 35urd^meffer einen Äreis, lege 
an benfelben eine S^angente = EB, unb jiel^e von bem ©nbpunite 
berfelben eine ©efante burd^ ben SJüttelpunft, fo ift bas aujserl^alb 
bes Äreifes liegenbe ©tüdE berfelben = ED (§. 139,49 u.Slnl^. II, 127). 

5. c, r. Wo 6. Y, r, w, 

gtir bie Slufgaben 7 bis 10 ifi jur Slnalpfls folgenbe Äonflrultton 

ju mad^en: Äreis um A ABO, G bie 3Kitte von AB, P bie von 
AB, GF trifft verlängert ben Äreis in H unb eine ^parallele burd^ 
ju AB inL; GE unb HW±AO, GD unb HK±BC. 2)ann 
ift CD = CE = AW = BK = V2(a+ b) unb CW = CK =BD = 
AE = VaCa — b). gerner Z AFE = AGE (APGE ©el^nenvieretf) 
= BGD = BFD, alfo EFD eine gerabe Sinie; unb Z HFK = 
HBK = HAW = HFW, alfo FKW eine gerabe ßinie. A GPD co 
GDL (Z GDF = GLD - y^y), alfo GP • GL = GD^; unb 
A HWL 00 HFW, alfo HP • HL = HW^; ba nun GL — GP = 
HP — HL = he, fo finb GL unb GP, f owie HP unb HL mi) 
§. 139, b, 7. unb 8. Sluflöfung ju fonftruieren. gür bie Slufgaben 
9 unb 10 ift ju bead^ten, ba§ ZWAH= Va(a — ß). 2. Sinai, 
für 7 unb 8. ©daläge mit CA um einen £reis, weld^er AB in E, 
OB in P unb beren ajerldngerung in G trifft; AH± AB bis jum 
5Durd^fd^nitt mit bem Greife, fo ift AH = 2\; HG unb HP treffen 
AB refp. in L unb K. 25ann ifi ZL = R — GHA = AHP = 
AGP = V2T, alfo A LGB co GAB, mithin (a-l-b)^ = c • BL. 
gerner Z KPB = HPG = V2 HCG = y^ EOF = EAP = % (a - ß), 
mitl^in A AFB 00 FBK, bal^er (a — b)^ = c • KB. 

7. a+b, he, T (II, 217) 9. a + b, h«, a-ß (II, 219) 

8. a-b, he, T (11, 218) 10. a-b, h«, a-ß (II, 220) 
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11. a + b, We, T. 1- Sinai, (gd fei OD = w,; fättc von D 
auf BO unb AO refp. bic Sotc DB unb DF; trage AF auf OE 
ab = EG; bann ift A EGD m APD, ntitl^tn Z DGE = a, unb alfo 
Z GDB = y; bälget AGDB ju fonfiruieren aus GB = a + b— 20F, 
bem gegenüberliegenben SBinlel y wnb ber ißöl^e aus bemfelben DE, 
wetd^e leidet §u flnben. 2. Sinai, nad^ §. 73, 7. 3. Sinai. SSer^ 
längere BO über B um AC biß P, fii^Iage um ABO einen Äreiß, 
ber von ber SBerlangerung von CD in E getroffen wirb, bann ift 
A EBF m EAC, alfo Z EFB = ACE = % t; mitl^in EOF ein 
glei(3^f(3^enfliged leiiä^t §u lonfiruierenbed 3)reie(I. 2)a Z ABE = 
AOE= 72 7, fo lann man über DE einen Äreiö f (ablagen, weld^er 
VaT fctfet unb OF in B fd^neibet. 

12. a — b, We, T. 1. Sinai, tl^nlid^ wie 11, Anal. 1; xomn 
GE auf EB von E bid H abgetragen wirb, fo- ift ZBDG na^ 
§. 29, 5 JU fonfiruieren. 2. Sinai, nad^ §. 73, 8. 

13. A, We, a:b. 1. Sinai. OD = We; AE unb BFXOD; 
GH II AE biß jum Surd^fd^nitt mit ben ^parallelen burd^ A unb B 
}u OD; BC unb HO treffen t)erlängert GA in I unb L. a5ann 
ifi A GHO beftimmt; ferner lA = LG, unb totnn OK±IA, AK = 
VaLG. 2. Sinai. S«ad^bem A GHO beftimmt, finbet man E unb 
F nad^ §. 114, 1, a. 

14. a-i-b = s, c-f-he = s', 7. Sinai, gigur wie 7. CG unb 
DE fd^neiben pd^ in R. Sluf ber SSerlängerung von LF über F 
l^inauö werbe AB = FO abgetragen, fo bafe LG = s', bann OP ± CG. 
SDann ifl A AFG co ERG, A AGO co EGP, A AFG co ERP, ba:: 
l^er RP = 2ER = DE, fo bafe nad^ ber Äonfiruftion von OEGD 
(wie M 7) P JU finben ift. ^m ift A OGP co OGL, fomit 
OG.GL = PG.GC unb GO + GL = s' (§. 139, a) 

15. a — b, c + hc, T. Sinai, wie 14, nur wirb OQJLOH ge^ 
fättt. ®S wirb fd^lie^Iid^ HO • HL = HQ • HO, wä^renb HO — LH 
= c 4- he (§. 139, b). 

16. a + b, c — ho, T. Sinai, wie 14, nur wirb c = FO' auf 
ber S?erlängerung von GF über F l^inauß abgetragen. O'P'J. CG. 

17. a — b, c — hc, Y. Sinai, wie 16, nur O'Q'iCH. 

18. he + p, hc + q, T. L Sinai. OD^h«; Greife um BDO 
unb ADO; bie Halbierungslinien ber SBinfel CDB unb ADO 
treffen bie Äreife refp. in F unb L; femer FE unb LH fenlred^t AB. 
a)ann ifl DE = EF=;« VaCOD + DB) (§. 44), unb DH = HL 
= VaCOD + AD), fo ba§ bie ^ßunlte H, D, E, F, L beftimmt 
flnb, unb eine auf HE in D errid^tete ©enfred^te ein Drt für ifl. 
ferner ZLOP = LOA + ACB+BOF == LDA + 7 + BDP - 
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R + T. 2. anal. CD übet D tjerlängert, DE = DA unb DP 
= DB; OH±FB unb OL±BA. S)ann fmb biegJunItc 0, E, F, 
L, H befüinmt unb OP ein Ort für D. gemer ZLDH = 
LDO+CDB + BDH; mn ftnb LADO unb CDBH ©el^nen^ 
merede, alfo LDC = LAC = R — LOA; Z BDH « BOH, 
mithin LDH = R — LOA + R + BOH = 2R — (»AR — AOD) 

H-DOB— VaR = R + T. 

19. he + p, h,-*-q, a — ß. 1. anal. CD - h«; AD auf DB 

abgetragen bis M. Äreife um CDB unb CDM;. ZCDB l^albiert, 

bie Halbierungslinie treffe bie Äreife refp. in P unb L. 35ann ift 

Z CPD = CBD = p unb Z CLD = CMD = a; ntitl^in PCL = 

a — ß. 5Da mit DE = VaChc -+- p) unb DH = Va(h, + q), fo finb 

bie fünfte D, E, H, P unb L befHmmt. ©ine ©enlred^te auf 

DE in D ifi ein« Ort für C; ferner ifl twn ALCF bie ©eite LP 

unb ber gegenüberliegenbe SBinlel PCL belannt. 2. SlnaL AD auf 

DB abgetragen bis M; CD über D t)erlängert unb barauf DE = DA 

unb DP = DB abgetragen. CH fenlred^t PB, unb treffe EM II PB 

in L. CDML ein ©e^nenmered^ alfo Z CLD = CMD = a; unb 

aud^ CDHB ein ©el^nenmered, alfo Z CHD = CBD = ß. 3Kitl^in 

CLD = LHD 4- LDH, ober a = ß + LDH, alfo LDH = a — ß. 

§. 53a. 

S)reie(ISs2lufgaben, in benen eine SWelation }n)if(3&en ben 

aSßinfeln befielet. 

SBenn in einem ©reied a = 2ß, fo ift p — q = b, p = VaG> + c)/ 
q= V2(c — b), a — b = v, Z(h,We)« Vaß. 
®in S)reie(I ju lonftruieren, wenn « = 2 ß, aus 

1. a, b 4. ho, to 7. u, V 10. b, c 13. b + c, q 

2. p, q 5. tc,p — q 8. a-t-b,v 11. b+c, a 14. c — b, ho 

3. h„p— q, 6. hc, w« 9. a — b, c 12. b+c,ho 15. c — b, p 

16. SJreied aus a unb b, toenn a = 3ß. 2lnal. ®in Äreis 
um C mit b treffe AB in D, unb ein ÄreiS um D mit b treffe 
BC in E; bann ift EB=:b. 

§. 54. 

5Die unter a bis r t)et^ei(ä^neten ©tüde bienen nur baju, bie ©e^ 
ftalt bes gefud^ten S)reie(ls ju befUmmen; um basfelbe DoEftänbig ju 
seidenen, mu^ nod^ eins ber unter 1 bis 20 aufgefül^rten ©tüde l^in^ 
jugenommen werben, man erl^ält fo 17 • 20 = 340 tjerfd^iebene äuf^ 
gaben. aSon biefen finb mel^rere bereits frül^er t)orgeIommen, namenfc^ 
lid^ biejenigen, in benen « unb ß, f owie au(^ bie, in benen bas 35er* 
l^öltnis a:b, h.:hb ober bgl. unb aujserbem no<$ adi^b, hi,=^h« 
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ober bgl. Qe^thm, ®er aSottfiänbiglcit wegen ftnb fte alle angefül^irt; 
bie einfad^eren unb bie bereite fräl^er bel^anbelten lönnen leidet and:' 
gefd^ieben toerben. 

3ur Sefiimmung ber ©eftatt bed ©reiedd finb folgenbe ©tüdEe 
gegeben: 


a. 

a, ß 

g. c'.Ki (§. 11) 

n. Z(aU ^(bg(§. 11) 

h. 

Y, a:b 

A. p:q,T(§. 11) 

0. Z (cU ^ (ctb) (§. 52) 

e. 

h. : hb, Y 

i. a:b, a — p(§.14) 

p. Z(t.U^(tbt.)(§.52) 

d. 

a:b, a 

h. p:q,a-p(§l*) 

q. f, Z(at.) (§. 52) 

e. 

a:b:c 

l. t.:tb:t. (§.52, 42) 

r. T, Z (t.t,) (§. 52) 


/. he : Wc, T m, h. : hb : K (§. 53, 1) 

3ur SejHmmung ber ©röfee bes S)reiedEö feien folgenbe ©tüdfe 
gegeben: 


1. 

c 

5. r 

9. 

a + b 

13. hb + h. 

17. t. + h. 

2. 

h. 

6. p 

10. 

a — b 

14. hb— h. 

18. t. — h 

3. 

t. 

7. p. 

11. 

a+b+c 

15. w.+he 

19. to + w 

4. 

w. 

8. p=f=q 

12. 

a+b— c 

16. w.— h. 

20. t,— w 


©ine für alle 340 Slufgaben auöreid^enbe Äonfiruftion erl^dlt 
man auf folgenbe SBeife: 3n bem ber ©efialt nad^ gejetd^neten S)reiedE 
lonftruiere man bas ©tüdE, weld^es bem jur Sefiimmung ber ©röjse 
bed S)reiedEö gegebenen ©tüdEe entfprid^t 3fi }. 93. nod^ r gegeben, 
fo fonflruiere r' (voznn bie entfpred^enben ©röfeen in bem ber ©e^ 
jialt nad^ gejeid^neten S)reiedf jur ttnterfd^eibung mit ©trid^en oer^ 
feigen werben). SJann finbet man mittelft ber ^Proportion r' : r = a':a 
bie ©eite a unb lann bann leidet bad ^reiedC jeid^nen. 

3lnmerfung. 2;eilt man bie Sinien, weld^e einen beliebigen 
5ßunlt mit ben ®dfen eine« ©reiedfs üerbinben, in bemfelben äußeren 
ober inneren SSerl^ältnife, unb üerbinbet bie SJeilpunfte, fo finb biefe 
Sinien parallel ben entfpred^enben ©eiten bes 5Dreiedfö unb bilben 
ein bem urfprünglid^en äl^nlid^eö. 3)er beliebig gewäl^lte 5ßunlt, ber 
mitl^in aud^ in eine ®dfe bes S)reiedEs fallen lann, l^ei^t Sl^nlid^leitö- 
punft. ^at man umgefel^rt jwei dl^inlidöe 3)reiedEe mit parallelen 
©eiten, fo fd^neiben pd^ bie ßinien, weld^e bie l^iomologen ^en oer^ 
binben, in einem 5ßun!te, bem ^nlid^feitspunft. SJurd^ geeignete 
SBal^l biefed fünftes lann man bad gefud^te 9)reiedE, wenn es ber 
(Sefialt nad^ lonfiruiert iji, ol^ne Slnwenbung einer Siebenfigur lom 
fteuieren. ©o ftnb j. ». als Sl^nlid^leitspunlte ju wdl^len für 5, 6, 7 
bie aJKttelpunlte ber betreffenben ilreife, für 15 ber gufepunlt 
ber J^öl^e. 
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§. 55. 

a) 3n ben folgenben aufgaben läfet fid^ aud^ baö JDteied leitet bet 
©eftalt nad^ jeid^nen; butd^ baß brüte ©tüdt wirb bann 
bie ©röfee beöfelben befiimmt. 3un)eUen ift aud^ burd^ bas 
SSerl^ältniö jweler ßinien nur ein 2:eil beö ©reiedf« ber ©eftalt 
nad^ beftimmt, }. ». einß ber S)reiedEe, weld^e burd^ eine ^öl^e 
abgefd^nitten werben; burd^ bie beiben anberen ©tüdte wirb bann 
bie ©röjse befiimmt 

1. c, a : hc, T 17. K Z (at.), Z (bt.) 

2. c, hotte, a 18. a, c:t., Z(ct.) 

3. a, hcttc, a 19. Wc, hc, a:hb 

4. a, holte, 7 20. a-l-b, y, Z(bt.) 

5. a, he : p, a 21. a, a, Z (bt«) 

6. ho, b : Wo, 7 22. a, t. : t«, t 

7. hb, ho : p, T 23. a, t. : h«, 7 

8. a — c. Wo : ho, t 24. h«, t«, h. : t 

9. ho — ha, p:c, a — ß 25. a + b, c, ath« 

(§. 29) 26. a — b, c, ath« 

10. a + b -h c, c : r, h, : hb 27. a + b : c, h, + hb, a — ß 

11. r, b : ho, Y 28. a + b : c, hb — h», a — ß 

12. a, ho, c:r 29. c + h«, a:b, 7 

13. ho, c : r, a 30. c — h«, a : b, 7 

14. a, b, c:r 31. c + h«, Z(ato), Z(bto) 

15. b, c : r, a 32. c — ho, Z (at«), Z (bto) 

16. a, c, b : h. 33. B A a^ : b^, h {§. 114, b) 

b) SBenn eine ©eite = a unb baö SSerl^altniö ber (Srunblinie jur 
^öl^e c:ho QtQtitn ift, fo mad^e jur Slnal^rtö folgenbe fiom 
ftrultion: SJBenn OD = ho, fo lonftruiere A BAE 00 CDB unb in 
entfprei^enber ßage, fo ift Z CEE = R, ferner ho : c = a : EB. 
SDaburd^ ift E beftimmt unb ein Drt für A ift nad^ §. 10 
ju finben. 

34. a, c : ho, t. 37. a, c : h«, r 39. a, c : h«, A 

35. a, c:ho, b 38. a, crh«, hb 40. a, c:ho, b:hb 

36. a, c:ho, h» 

§. 56. 
3n ben folgenben SieredEöaufgaben finb Dier ©tfidfe 
(SBinlel unb SBerl^ältniffe) jur »eftimmung ber ©eftalt beö 
aSieredtö unb einStüdE jur Seftimmung ber ©röfee beöfelben 
gegeben. 3Wan jeid^net junftd^ft baö aSieredf ber ©eftalt nad^, »er^ 
Idngert ref|). t)er!ürjt bie betreffenbe Seite bis fie bie gegebene ©röj^e 
erreid^t unb jiel^t bann ^parallelen. 
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1. c, a:b, a, ß, T 11. e,Z(af),Z(bf),Z(cf),Z(df) 

2. a, b : c : d, Y^ 8 • 12. e^ a, ß, 7, Z (af ) 

3. f, a : b : c, Z (af ) Z (bf) 13. a, c : d : e : f, ß 

4. a, b : c : d, a, ß 14. b,, t, h, Z (af), Z (de) 

5. a, T. 8, Z (de), Z (bf) 15. b, a, -y, Z (af), Z (be) 

6. a, T. 8, Z (ce), Z (cf) 16. a, ß, 8, e, Z (df) 

7. a, Z(be),Z(ce), Z(cf),Z(af) 17. b, a: c, Z (ae), Z (af), Z(ce) 

8. a, Z (be), Z (ce), Z (cf ), Z (de) 18. a H- b + c + d, a, Z (af ) 

9. a, Z (be), Z (de), Z (cf), Z (bf ) Z (be), Z (ce) 

10. a, e, c : d, 7, 8 19. a, e : f, ß, 8, e (§. 23). 

§. 57. 
aufgaben über baö S^rapej, bei betten SBerl^ältniffe t)or5 
lommen. 

a) 3)as 2:tapej ift junäd^ft ber ©eftatt naä) ju jeid^nen; jur SSe:: 
ftimmung ber (Sröjse ift no(§ ein ©tüd gegeben. 

1. d, Z(de), Z(bf), Z(cf) 2. f, a:d, b:c, a 

b) 33ei ben folgenben Slufgaben ift ju bta^ttn, bafe bie ßinie, weld^e 
ben S)utd^fd^nittßpunft P ber ni(§t parallelen ©eiten mit bem 
©urd^fd^ittäpunft E ber diagonalen t)erbinbet, bie betben parallelen 
Seiten l^albiert; unb ba§ AE:EB = EO:ED, alfo AE + EO:BE 
-4-ED = AE:EB, ober e:f=AE:EB 

3. a, c, b : d, a + ß 5. a, e : f, e, a + ß 7. a, a, ß, e 

4. a, b : d, «4- ß, Z (be) 6. a, b : d, e, a + ß (§. 23,52) 

c) 3n gleid^en SJreiedEen t)erl^alten fi(^ bie ißdl^en umgelel^rt wie bie 
©eiten, auf weld^e fie gefällt finb. S)ad eine ber gleid^en ©reiede lä^t 
fid^ jeid|nen ; von bem anbern lennt man eine ©eite, ben gegenüber^ 
liegenben SBinlel unb finbet bur(§ SSerl^ältniffe bie betreffenbe ^öl^e. 
8. b, d, Z (de), Z (df) 9. e, f, Z (be), Z (de), (b unb d bis 

V ium S)urd^f(ä^nitt ju t)erlängem). 

§. 58. 
Slufgaben über bas ©el^nen^ unb SJangenten^SSiered, 
bei benen SSerl^altniffe Dorlommen. 

a) S)aö ©el^nenmered ift junädöft ber ©eftalt nad^ ju jeid^nen burd^ brei 
ber gegebenen ©tüdfe; baö oiertcbient bann jur83eftimmung ber@röfee. 

1. r, a : b : c, a 6. f, a : b : e, a 10. a, a, ß, e 

2. d, a : b : c, a 7. r, a : b, a, ß 11. f, a : b, a, ß, 

3. f, a : b : c, a 8. c, a : b, a, ß 12. e, a : b, c : d, ß 

4. r, a : b : e, a 9. e, a : b, a, ß 13. r, a : b, c : d, ß 

5. c, a : b : e, a 

b) Sei Söfung ber folgenben Slufgaben ift ju bead^ten, bajs an^ ber 
ä^nlid^feit ber S)reiedfe AEB unb OED a : c = AE : DE = 
BE : CE folgt; ift bal^er au^er a unb c nod^ e gegeben, fo fann 
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eins bet Steiede AED ober BEO ber ©efiaft nad^ gejeid^net tDetben, 

ba« t)terte ©tüd bient bann jur Seftimmuftg bet ®rö§e bes SSiereds. 

U. a,c,e,a(§. 35,143) 15. a,c,e,d(§.35,141) 16. a,c,e,e(§.35,142) 

c) 3)a8 gefud^te 2:angentent)lered ift burd^ btei ber gegebenen ©tüde 

ber ©efialt nad^ befttmmt, ba« oierte bient jur Seftimmung ber ®rö§e. 

17. e, a, p, 7 20. a, b : c : d, a 23. p, a : b, a, 7 (§. 37, 89) 

18. e, a : b, a, p 21* p, b : c : d, a 24. c, a : b, a, y (§. 37, 89) 

19. e, b : c : d, a 22. e,a:b,a,Y(§.37,89) 

ainmerlung. S^yixdilie ä[uf gaben ergeben fuä^ noi^ aM ben 
§§. 34, 35, 36, 37, wenn man in ben bort gefieflten aufgaben ftott 
ber ©eiten il^r SSerl^altniö nimmt; man lann bann fiets baö SSiered 
ber ©efiaft nad^i fonjlruieren unb mujs nur no(ä^ jur SBejHmmung 
ber ©rö^e eine Sinie, weld^e aber nid^t in bzm aSerpltniö oorJommen 
barf (in biefem %oSi ift bie Slupfung einfad^er) l^injunel^men. 

§. 59. 

SBenn jur 3^id^«w«9 ^^^ö S)reieds bie ©runblinie c unb 
bas SBerl^ältnis ber beiben ©eiten a:b gegeben tfi ober bie 
abfd^nitte u unb v (oergl. §. 18), jo iji ber Sapollonifd^e 
Sel^rfafe anjuwenben. 3)erfelbe l^eijst: 

SJBenn man über bem Slbftanbe jweier jugeorbneten l^armonifd^en 
5ßunfte als S)ur(§meffer einen Äreid befd^reibt, fo l^aben bie &nU 
fernüngen fdmtttd^er 5ßunlte biefeä ftreifes oon ben beiben anberen 
jugeorbneten l^armonifiä^en 5ßunften baöfelbe aSerl^ältniö, ndmlid^ baö, 
in weld^em bie Sinie geteilt ifi. 

2;eile bal^er AB burd^ bie gjunite D unb E im aSerpltnis m : n 
l^armonifd^ nad^ §. 114, 1 (D Hegt auf AB, E auf ber Verlängerung 
über B), f daläge über DE als S)urd^meffer einen Äreiö, f f oB, wmn 
ein beliebiger ^ßunlt besfelben, AC : BC = m : n fein. 

85en)eis. 6ine ^parallele burd^ B ju AO gejogen, treffe CE in F 
unb CD in G. ©S ift AD : BD = AO : BG unb AE:BE = AC:BP. 
S)a bie erjien aSerl^ältniffe beiber ^Proportionen gleid^ flnb, fo folgt 
BG = BP. 3)a Z EOG = R, fo mu§ BO = BG fein; Z BOG 
= BGO = AOG; bal^er AO : BO = AD : BD = m : n. 

Sn^alj. SaSenn in einem SDreied oon ber ©pi^e nad^ ber ©runb* 
Knie eine Äinie fo gejogen ift, bafe fid^ bie entftanbenen Slbfd^nitte 
wie bie ©eiten oerl^ialten, fo l^albiert bie Sinie ben SBinfel an ber 
©pifee; bal^er Z AOD = BOD. 
a) 1. a : b, c, h« 4. a : b, p, q 6. u, v, h, 

2. a : b, c, t« 5. u, v, w« 7. n, v, to 

3. a:b, c, We 

8. a:b, c, t.. 2lnal. SBerlangere AB über A um fld^ f eiber 
bis H, fo iji OH = 2t.. 

9. u, V, ta. 
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b) 3ft a : b unb t« gegeben, fo bead^te, ba§ nad^ §. 19 ein ©reied 
fonfirutert toerben lann, beffen ©eiten a, b unb 2te ftnb. 

10. a : b, tc, ho 11. a : b, t., tc 

c) 2lu$ wenn a : b unb p — q, refp. p 4- q gegeben, iji mit »e* 
rüiiiid^tigung von §. 14 bie obige Äonjltuftion anguwenben. 

12. a : b, h«, p =»= q. 

d) 3n ben folgenben Aufgaben ijl aujser c nod^ t. : tb ober a : t. ge^: 
geben, ^nx Slnalpftd ftnb pei SSSege ntögttd^. (Sntoeber vex^ 
längere AB über A unb B l^inaud nm ftd^ felbft ref:p. bid 
H unb G, fo ift CH = 2t., CG = 2tb, HCG = Z (tX) unb 
HOB==Z(at.); mitl^in OH:CG = t:tb, unb CH:OB = 
21^ :a. Dber giel^e buxi^ ben @d^n)er|)unlt S ju OA unb OB 
^Parallelen, rod^t AB refp. in K unb L treffen, fo ift AK = KL 
= LB = VaC, SL:8K = a:b, unb 8A:8L = AD:DB = 

13. c, he, t. : tb 18. u, V, t. : tb 23. c, a : t., b : tb 

14. p, q, tattb 19. c, he, a:ta 24. c, a:b:ta 

15. c, te, t. : tb 20. p, q, a : t. 25. c, a : t. : tb 

16. c, -y, t. : tb 21. c, t«, a : t, 26. u, v, a : t, 

17. c, a:b, t:tb 22. c, tb, a:t. 

27. a : b, t., tb. änal. 6« fei AD « t, unb BE = tb. giel^e 
CF II EB bi« jum S)urd^f(]&nitt mit AD, fo ift AP = % t., CD: AO 
= V2a:b, unb CP = V8tb. 

28. a, b, t. : tb,. SlnaL ©5 fei AD = t., BE = tb. Biel^e 
AF II EB bis inm SJurd^fd^nttt mit CB; bann ift OP = 2a, 
DF = Vaa, DA:FA = t.:2tb unb OA==b. 

29. t^ t:tb, T. Sinai. S)er ©d^werpunft fei S; l^albiere AB 
in F, verlängere CF über F nm fl(^ fetter bid O, trage 8F auf PO 
von F bis N ab, fo iji CO = 2te, Z CBO = 2R-T/ SN = %i. 
unb BN:B8 = t:tb. 

30. t^ a:b, t:tb. Sinai, dl^nlid^ toie 29. 

§. 60. (f. m6) ainl^ang IV, ©. 205.) 
aSieredöaufgaben, beibenen jum S^eil ber äpollonifd^c 

Sel^rfal anjuwenben iji. 

3n ben Aufgaben 1 bis 8 iji baö aSiered juerft ber ©ejialt na<§ 

in jeid^nen. 

1. a, b, Z (de), Z (df), Z (cf) 5. a, b, e, Z (ce), Z (de) 

2. a, b, f, Z (ce), Z (de) 6. a: b, e, f, a, e (§. 23) 

3. a, b, e, f, c: d 7. a: c, e, f, ß, e (§. 23) 

4. a, b, e, c : d : f 8. a, f, 8, Z (be), Z (ce) 

©in ©el^nenoiered ju jeid^nen aus 

9. a, b, c, d. 1. Sinai. SBejiimme bie ©ejialt oon A BCD bur<ä^ 

Oeometrifd^e JtonfiruttionS^älufaaaen. ^ 
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BE:OE=a:c, OE:DE = b:d (§. 58, b) unb bur^ t>:c. 2. %nal 
aSerlängerc BO über B bis F, fo bafe BP = c, trage d auf AB ab = 
BH, unb sie^c bur(^ H eine ^ßarattete HG ju AC, fo ifi A BFH ^ 
AOD; BG iji ju beftimtnen burd^ a:d = b:BG; femer lä^t fid^ 
ein bowclter Drt für bcn ^ßunft H ^nben, ba BH = d, unb FH : GH 
= AC : GH = a : d. 3. Sinai. 3ie^e burd^ B eine ^arollelc ju AO, 
roeld^e bte aSerlängerung oon DO in P trifft, fo ifl A BOP<x. ABD; 
bal^er CP ju lonftruieren auä d : b = a : OP, unb folglid^ aud^ DP, 
fo ba| DP unb BD : BP = d : b belannt ift. (Slnbere 2lufl8f ungen 
fiel^c §. 135, 6; §. 138, 1; §. 141, 1). 

10. a, c, e, f. 1. Sinai. Sl^nlid^ mie bei 9. 2. Sinai. S^rage 
c auf BD ab = BF, unb e auf AB ab = BG, jie^e FH II AD, fo ifl 
A AODsBPG; BH ift beftimmt burd^ f:a = c:BH; femer 
lä|t fid& ein boppelter Drt für ben gJunft P finben, ba BP = c unb 
GP : HP = AD : HP = f : c. 3. Sinai, gicl^e oon eine 5paraaelc 
JU AD, weld^e AB in P trifft, fo ifi A AOP ~ BOD, alfo AP ju 
fonfimieren aus f : e = c : AP; mithin BF unb BO : CP = f : e 
belannt. (Slnbere Sluflöfungen fiel^e§. 135, 7; §. 138, 2; §. 141, 2.) 

11. a;rapej e, f, «, ß (§. 23, 53). Sinai. 5ßertängere AD unb 
BC bifl fie pd^ in F fd^neiben; oerbinbe P mit bem S)urd^fd^nittSpunft 
E ber 3)iagonaten, fo gel^t biefe Sinie burd^ bie SJUtten oon BA unb 
OD. A ABF täit fid^ nun ber @eftatt nad^ seidenen unb aud^ bas 
a^rapej, ba man no^ einen jtoeiten Drt für ben 5ß»nlt E jennt, 
nämlid^ AE:BE = e:f. 

12. S^angentenoieredE a, b, c, p. Sinai. S^rage auf AB oon A 
ouä d = AD' unb oon B auä b = BO' ab, fo iji Z MO'D' = %f 
unb MD'C = Vj8; Z AMB = 7,7+ '/.,8; jiel^t man MB biä jum 
©urd^fd^nitt mit AB, fo ba| Z AME = %f, fo loirb Z BMB = V^S. 
Slus ber i^nlid^Ieit ber S)reie<Je AEM unb EMC folgt EM» = 
AE . O'E; unb ebenfo BW = BE . D'E; folglich AE • O'B = 
BE • D'E; alfo gJunft E ju lonpmieren nad^ §. 116, 2, Stup. 3, 
unb bann ju bea($ten, ba^ EM gleid^ ben oon E an einen ber 
JÖülf streife gelegten 2:;angenten i|i. 

13. ©el^nen=2;angentcnoieredE a, b, c. 1. Sinai, wie 9. 2. Sinai, 
äl^nlic^ TOie 12; ZAEM-R. 

14. 3Siered aus a, b, c : d, a,f. Sinai. SJrägt man an AB in 
B z 8 unb in A Z (de) nad^ aufeen ju an, f crl^ölt man A ABF ~ ADO ; 
Z OBF = ß + 8, alfo belannt. gerner AB : BP = d : c, baburd^ auö^ 
BP unb fomit ^ßunft P befannt; enblid^ Z PAG = a. 

^nlid^ ber oorigen Slufgabe finb folgenbe Slufgaben über bad 
©el^nenoieredE ju löfen: 

15. a, b, c : d, a 17. a, c, b : d, ß (§. 35, d) 

16. a, b, c : d, e (§. 35, d) 18—48. f. Slnlö. IV, ©. 205. 
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§. 61. 
Äonflruftion von rei^ttoinfUgctt SJreieden unb 3lnti* 
Parallelogrammen mit Senufeung ber fietigen SJeilung. 

a) 3ßmn ein red^twinlligeö ©reied ju jeid^nen ifi, beffen 
©eiten um fietige 5ßroportion bilben, fo bafe alfo a^ = bc 
(a > b), bann beat^te, bafe wenn man von G auf AB baö Sot CD 
fättt, a^ = c . BD, alfo b == BD ift; ba nun b^ = c • AD ober 
BD^ = c . AD, fo ift AB in D ftetig geteilt. SDa A ACD <x> BCD, 
fo ifl BO : AO = BD : OD ober BC : BD = BD : CD; bal^er 
bilben aud^ bie ©eiten beä red^troinlligen S)reie(Iö BCD eine ftetige 
^Proportion. Zuweilen ift ju berüdfid^tigen, bafe ba§ SDreied fletö 
ber ©efialt nad^ fonftruiert xoevim fann; jur SBeftimmung ber ©röfee 
bient bann baö gegebene Btüd. 

1. c 4. h 7. c 4- b 10. c — a 12. q 

2. b 5. a + b 8. c — b 11. p 13. p — q 

3. a 6. a — b 9. c + a 

b) 2Benn ein Stntiparallelogramm ju jei^uen ifi, in weli^eö fi(^ ein 
Äreis befd^reiben läJBt unb in xod^em Z AGB « ADB = R, fo iji 
folgenbes ju beaiä^ten: pttt man Don D auf AB baö ßot DB, fo 
ift BE = a — V2 (a — c) == V2 (a + c) = b, bal^er bilben, wie unter 
a) Ö^i^igt/ ^^^ ©eiten beä 2)reiedä ABD tim ftetige ^Proportion, 
fo ba^ bie aufgaben felber auf bie unter a) jurüdjufül^ren ftnb. 

Unter ben oben angegebenen Sebingungen ein Slntiporattelogramm 
JU jeid^nen, toenn gegeben: 

14. a 17. e 20. e — b 23. a + e 25. a + c 

15. b 18. p 21. a + b 24. a — e 26. a — c 

16. c (13) 19. e + b 22. a - b 

§. 62. 

gur S^i^nung eines S)reiedö finb jwei ©ummen ober 
jwei Sifferenjen ober eine <Snmmt unb eine S)ifferenj 
jweier 2)reied§feiten unb ein SBinfel gegeben, 
a) S)er gegebene SBinlel liege ber ©eite gegenüber, welche jweimal 
t)orIommt. 

1. a + c, b 4- c, T (§. 139, 33). 1. Sinai. SSerlängere AC über 
A um c = AD, BC über B um c = BE, unb Derbinbe A, B, C, D, E 
mit bem aWittelpunft m'" beö ju AB gel^örenben äußeren Serül^rung«- 
freifeS; femer feien nod^ Don m'" auf OB, CA unb AB refp. bie Sote 
m'"E, in'"G unb m'^H gefSttt. Ibann ift A DAin"'^BÄin'"^BEm'", 
folglid^ Zm'"DC = R - y^ß unb in'"EC = R- y^a, alfo ZDm'"E 
= R-h 72T1 i^ttl^^r gJunft m'" ju fonftruieren. S)ie 5punfte A unb B 
fmb ju flnben, ba FB = DG unb ÖA « FE. 2. Slual. Verlängere 

4* 
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AO Über A um c = AD, unb BO über B um c « BE; jiel^e AE 
unb DE; jiel^e burd^ einen beliebigen $unlt H auf AE gSaraSeten 
ju DE unb AB, weld^e AD unb BE refp. in P unb G treffen, fo 
iji DP = EG = GR 

2. a — c, b — c, Y (§. 139, 34). 1. SCnal. äl^nlid^ wie bie Don 
1, nur bafe ber SRittelpunft m be§ eingefii^riebenen Äreifeä fiatt m" 
lonfiruiert wirb. 2. 2lnal. äl^nlid^ wie 1. 

3. a - c, b 4- c, 7 (§. 139, 35). 1. 31 na L SSerlängere AO über 
A um c == AD, trage auf OB von B aus c = BE ab, unb t)erbinbe 
A, B, 0, D, E mit bem 3»ittelpunlt m" be« ju AO gel^örenben 
äußeren »erül^rungsfreif c3 ; bann ift ABEm"^BAin"^DAm"; 
folglich ZADm"= VaP unb CEm" = R-Vaa, alfo ZDm"E = 
CEm" -h DOE - ODm" == %t- 

b) SBenn ber gegebene SBinlel ber ©eite, weld^e jweimal t)orIommt, 
anliegt, fo laffen pd^ jwar bie Slufgaben burc^ äbbition ober 
©ubtraltion ber gegebenen ©ummen ober ©ifferenjen auf bie 
brei oorl^ergel^enben jurüdfül^ren; jebod^ fann man biefelben aud^ 
birelt löfen, n)te aud ber in)ei älufgaben l^injugefügten älnal^fii^ 
ju erfel^en. 

4. a + b, a 4- c, Y. Sinai. Sßerlängere AO über um a = CD 
unb BC über B um c = BE ; jiel^e burd^ D eine ^parallele ju BO 
unb burd^ E eine 5paraMe ju AO, beibe treffen fid^ in G ; GE unb 
DB fd^neiben fid^ verlängert in F; jiel^e burd^ einen beliebigen 
gjunit I auf BP gJaraffelen mit AB unb BE, weld^e AP unb EF 
refp. in K unb H treffen, fo ijl KI = IH = EF. 

5. a — b, a — c, Y. Sinai. SBerlängere AO über A hi^ D, fo baß 
OD = a, unb trage AB auf BO ab biö E, fo ba§ BE = a; jiel^e 
burd^ E eine gJarallele ju AO, unb burc^ D eine gJarallele ju BC, beibe 
fd&neiben pd^ in G; EG trifft BD in F; Derbinbe A mit F; jiel^e burd^ 
einen beliebigen 5ßunlt I auf BF gJarattelen mit AB unb BE, roeld^e 
AP unb EF refp. in K unb H treffen, fo ift KI = IH = HP. 

6. a — b, a + c, Y 8. a + b, a — c, 7 

7. a — b, b.4-c, 7 9. a — b, c — b, 7 

§. 63. 

SBenn ba« 5ßrobuIt jweier ©eiten gegeben, fo fcnn folgenber 
©aft benufet werben: 

giel^t man von ber ©pifte eineij 3)reiedEd jwei Sinien OP bis 
^um 3)urd^fd^nitt mit AB, CQ bid jum S)urdöfd^nitt mit bem um baä 
aJreiedf befd^riebenen Äreife, fo baß Z AOP == QOB, unb OP unb OQ 
entroeber beibe innerl^alb ober beibe außerljalb oon Z ABO liegen, 
fo ift OP . OQ = ab. SeweiS. A AOP 00 QOB. 


§. 63, 64. 53 

I) 3fi OP = ho, fo ifi CQ = 2r. 

n) 3fi OP = Wo, fo Hegt Q in ber SBerlängerung von CP. 

ni) 3ft OP = te, fo jle^c OB il AB biö gum SDurd^fd^nitt mit 
bem umgefd&riebencn ftreife; EP treffe bcn Äreid in Q, unb CP treffe 
i^n in 8; bann ift A OPE gleid^fcJ^enHig, alfo Z OEQ = SOE, bal^er 

^ = ES, AQ=B§, ZA0Q = 80BunbCQE = a-p (§.27). 
SBenn c unb t« gegeben, fo ifl QP ju finben; au^erbem wirb z OPQ 
burd^ PA l^albiert. 

3n ben folgenben Aufgaben iji ab gegeben unb aufeerbem: 


1. 

K c 

6. h„ p - 

q 

11. 

r, p-q 

16. 

w„ t. 


2. 

K T 

7. r, c 


12. 

r, a — ß 

17. 

w., c 


3. 

h„ w. 

8. r, 7 


13. 

w„ T 

18. 

p-q, a- 

ß 

4. 

K a— P 

9. r, w. 


14. 

w,^ a-ß 

19. 

p-q, to 


5. 

h.,t. 

10. r, t. 


15. 

w.^ P-q 


■ 



20. tc, a — p. 2. 3tnal. Fig. 2. 3)a ab unb a — ß gegeben, 
fo ift ber Snl^alt oon A CBE belannt; biefeö lann nun nad^ §. 104 
in ein gleid^fd^enfligeö renoanbelt werben, beffen ©d^enlel CH =« EH 
= tc ftnb; l^ierburt!^ ift aud& OE beftimmt, alfo A OME unb ber um 
ABC befd^riebene Äreiö. 

21. c, tc 23. tc, Z(cto) 26. a + b, y 29. a-b, a — p 

22. c,tva— ß 24. c, ^ 27. a — b, y 30. a-f-b, w« 
(§.141, 17) 25. tc,T (§.19) 28. a-+-b, a-ß 

S)ie Slufgoben 26 bis 30 finb ä^nlid^ wie §. 53, 11 unb 12, 
2. Sinai. JU löfen. 

31. ab, c, a— ß. 3lnal. 3)aS SBorl^iergel^enbe ifi auf bas ©reied 
anjuwenben, weliä^ed man erplt, wenn man t um fid^ felber oer* 
langert (§. 19). 

§. 64. (f. aud^ Slnl^. IV, ©. 205.) 

SDreiedS:s3lufgaben, rotnn SRabien ber SBerül^rungölreife 

gegeben unb bamit jufammenl^ängenbe Aufgaben. (SSergl. 

§§. 40— 46 a.) Fig. 4. 

a) SDer 3nl^alt von A ABC ifl = Vaah. = V^bh^ = Vachc. ©ö ift 
aber aud^ A ABC = A AmB + BmC + CmA = VaCp 4- Vaap 4- 
V^bp = v^ p (a + b + c). gerner ift A ABC = E'"Cm'"H-D'"Cin"' 
- (E'"Am'" + F"Am'" + D'"Bin'" + F"Bm'") = 2E"'Cm"'- 
2 Am'"B = % (a 4- b + c) p« — cp« = Va pc (a 4- b — c). Slnalog ifi 

. A ABC = VaCa 4- c — b) pb = VaCb 4- c — a) p.. Sllfo ah. = bhb 
= che = (a 4- b -h c) p = (b 4- c — a) p. = (a 4- c — b) p^ = 
(a4-b — c) pc. 2)ie ^Proportionen, toeld^e fid^ l^ierauö ergeben, 
finb leidet erpd^tlid^. 


54 §. 64. 

b) SDa A OF"in"' oo mKm'" unb A CE"'m'" co CEm, fo ifi p«:p 
« in"'0 : Om « m"'C : Cm; b. ^. mm"' ijl in O unb O l^ar^ 
monifd^ geteitt. filetauö ergiebt ftd^ fofort, ha CP II mP II m'"F", 
ba§ aud^ PP'" in O unb P l^armonifd^i geteilt ift; unb wenn 
OU ± OE'", alfo Em II OU II E"'m'" ifl, bafe aud^ EE"' in U 
unb ][iarmonifd^ geteilt ift. 

S3ejei(^nen wir ben SJurd^fd^nittöpunlt von m'm" unb P'P" mit 
T, fo ftnb AT, Am", AO, Am' l^armonifd^e ©tral^len, alfo ifl 
m'm" in C unb T j^armonifd^ geteilt, mitl^iin aud^ P'P" in F unb T. 

c) SJarauö, bafe mm"' in O unb C l^armonifd^ geteilt ifl, folgt femer 
folgenbe ^Proportion: hc+p« : po = h« — p : p («), woraus l^eroorgel^t, 
ba§ von ben brei ©tüdEen h«, p«, p je eins von ben bciben 
anberen abl^ängig ifi, fo bafe,n)enn jweiDon il^nen gegeben, 
baö britte leidet ju lonftruieren ift; ebenfo finb h., p^p 
unb hb, pb, p t)on einanber abl^ängige ©tüdEe. 2lud (a) folgt: 
ho : po = h, — 2p : p ober h, : 2p « p« : p« — p; alfo h« — 2p : p = 
2p : pe — p (ß). gerner ergiebt fid^ aus (a) h« + 2 p« : pc = ho : p unb 
aus (p) hc:2p = pe:pe — p ober ho:p = 2pe:po — p (t); tnitl^in 
aus (t) lie + 2pe:po = 2pe:pc-p. 

6s ergeben fx^ alfo folgenbe ^Proportionen: 

h.:p=-pc: V2(pc-p) 
hb:p = pb: %(pb-p) 
li.:p = p.: V2(p.-"p) 

d) Sflad^ a) ifi c . ho = pb (a4- c — b), alfo h« : pb — a -h c — b : c. 
SDa A LHB cx> OE'm', fo ifi LH : E'm' = LB : OE' b. i. 
V2(p« + pb) : p. = V2C : V2(a + c — b) == c : a + c — b. 

jjolglid^ ift he : pb « p. : % (p. + pb) 
analog hb : p. « Po : VaCp. + p«) 
h.:po = pb: V2(pb + pc) 
hieraus folgt, bafe von ben brei ©tüdEen h«, p^ pb ober 
hb/ pa/ pc ober hv pb, pc/ U ^^^^ burd^ bie beiben anberen be- 
jiimmt toirb. 

e) Cm : mö = Em: VG = p : VaCpc-p) = NL : LG; alfo mL |j CN 
@S ifi aber aud^ NP'" II mL, ba mN II LP'"; alfo ifi CNF" eine 
gerabe fiinie. »ejeid^nen wir ben 3)urd^fd^nittspunlt Don OP"' mit 
ber SBerlängerung Don mP mit J, fo ifi Fm : mJ = PL : LP'"; ba 
nun PL = LP'", f ift aud^ Pm = m J = p ; b. 1^. bie Serbinbung«:^ 
Knie einer 6dEe bes SDreiedEs mit bem auf ber gegenüberliegenben 
©eite liegenben äußeren SBerül^rungSpunft trifft bie 5peripl^erie beö 
eingefd^riebenen Rreifes in bemfelben 5punft, in weld^em fie ber auf 
ietter Seite fenfred^t fiel^enbe ©urd^meffer besfelben ÄreifeS trifft. 


§. 6^ 55 

Sluä beut aSorl^ergel^enbcn folgt, ba§, wenn man Lm vtäan^ntf 
bis pe OP in X trifft, OX = p unb XP = h.- p iji. 
gu bead^ten ifi nod^ in meisteren Aufgaben, bafe PL = Va(p — q) 
unbLO= VaCu-v) ifi. 

1. a + b, c, he 2, a — b, c, hc 

(ainbere Sluflöfungen biefcr aufgaben finben pd^ §. 66, 1, 2 unb 
§. 138, 3, 4; l^ier fmb fie mit ^ülfe ber unter a) aufgefteOten ^xo-^ 
Portionen gu löfen; eine t)ierte Äonftrultion ergiebt fid^ aus ber 
fjigur ju §. 53, 7 unb 8, 2. 3lnal.) 

3. a + b 4- c, h„ p 20. a— b, u— v, p« 36. a-+-b,hc,pi»,(§. 44, 1) 

4. a + b — c, h<y Po 21. a-b, n— v, h, 37. a-b,he,p.(§.45,29) 

5. c, he, p 22. a— b, u— v, pe— p 38. h«, t«, p 

6. c, he, pe 23. a— b,n--v,he— p 39. h«, p— q,p 

7. c, A, p 24. a-f-b, p-q, p. 40. t«, p-q, p 

8. c, A, Pe 25. a+b, p— q, he 4L.he, te,p« 

9. K A, p (§.66, 3 u. §. 138, 5) 42. he, p-q, p« 

10. he, A, Pe 26. a-hb,p— q,p.+pto 43. te, p— q, p« 

11. a-h b, c, We 27. c, he, p. 44. p— q, p, p« 

12. a— b, p— q, w. 28. c, A, p. 45. t«, p, pe 

13. a-b, p-q, p 29. he, A, p. 46. h«, te, p. 

14. a— b, p— q, p« 30. w«, p, pe 47. h«, p— q, p. 

15. a-b, p— q, he 31. w«, p., pb 48. t«, p— q, p. 
(§.66, 4 u. §. 138, 6) 32. a+b,he,p(§.44,9) 49. p-q, p., p, 

16. a-b, p— q, pe— p 33. a — b, h,^ p 50. te, p., pb 

17. a-b,p-q,he-p (§. 45, 1) 51. K r, P 

18. a— b, u— V, We 34. a+b, he, po 52. he, r, pe 

19. a— b, n— V, p 35. a — b, h«, pe 53. h«, r, p. 

54. p, pa, pb. 1. 2luf l. ^kf)t burd^ m', m", m"' 5ßaraffeten ju 
AB, weld^e GH refp. in N', N", N'" treffen unb bie burd& ju AB 
gejogene gSaraffele treffe GH in C; bann finb L, N, N", H, N', bc:: 
lannt S)a N', 0', N", L l^armonif d^e gSunfte finb, lann man C finben ; 
unb ebenfo N'", ba 0', N, L, N'" ^armonifd^e gJunIte Ttnb. SHfo G 
belannt, ba ed auf ber 3Kitte Don NN'" Hegt. 2. 3lufl. LH = 
VaCp^-^pb); eint)onH mit 'ACp.— pb) gefd^lagener Äreiö berül^rt AO 
unb BC; unb ein Äreiö Don L mit Vaha, baö aud p unb p. ju finben 
iji, berührt BO; bal^er BC gemeinfd^aftlid^e innere 2;angente beiber 
Äreife. 3. Slufl. 2luö p unb p. ift h.; aus p unb pb ifi hb; unb 
aus p. unb pb ifi h« ju lonftruieren; bal^er A ABO nad^ §. 53, 1. 
4. SCnal ®S Derl^ält fid^ Bm : Bm" = p : pb, unb xomn man CV 
fenfred&t mm" faß, BV : V'm" - m'O : Cm" = p. : pb. Unter »e^ 
rüdEpd^tigung biefer aSerl^dltniffe unb beß ümflanbeö, bafe OV fent 
red^t mm" ift, läfet fid^ A mm'm" mttl^n aud^ ABC ber ©efialt nad^ 


56 §• 64. ^a- 

lonfiruieten; jur »ejHmntuttg ber Oröfee bient bann elnd bet ge^^ 
gebenen ©tüde. älnbete fiöfungen äl^nlid^ n)ie bie in 55. 

55. pi^ pb/ pc 1. anal, ^arattelen burd^ m' unb m" treffen 
m"T'" tefp. in O' unb O". S)ann ijl m'"CO'm' ein ©e^nenmerecf, 
alfo m"'0'0 = in'"m'C^R- Vaa; femer m"'0"Oin" ein ©e^nem 
üiered, bal^er Z m"'00" = m"'m"0" « R - %ti. aWit^in A m'"O"0 
eom'"OOV alfo m"'O":m'"0 = m'"0:in'"O'. fiiemad^ift OE'"m'"D'" 
leidet }U fonftruieren, ferner m" unb enblid^ B, toeld^e« auf einem 
^albfreife über m"m"' liegt. 2. anal. in'"0 wirb wie üorl^er be^ 
fiimmt m'"E'" unb 00' fd^neiben rt(§ in X, m'"D'" unb 00" in Z, 
fo ift E"'X = p. unb D'"Z = p^, A iji ^ö^enburd^fd^nittspunlt im 
Am"'OX, B ber im Am"'OZ. 3. SKnal. 6« iji p. (s-a) = 
Pb (s — b) = Po (s — c). ^txi^nA man bal^er einen beliebigen Äreiö 
unb jiel^t t)on einem beliebigen fünfte augerl^alb bedfetben nad^ bem 
Äreife ©tredten, weld^e = p., pb, po ftnb, fo finb bie anberen Slbf^nitte 
biefer ©elanten (natürlid^ oom 5punft aus gered^net) proportional mit 
refp. s— a, s— b, s— c, woburd^ baö SJreiedf ber ©eflalt nad^ bdannt 
toirb. SKnbereSöfungen al^nlid^ wie in 54; au^erbem f. §. 141, 19. 

S)ie folgenben aiufgaben finb unter SerildEfid^tigung ber Semer^ 
lung ju §. 53, aufgäbe 7 bis 10 ju löfen. 

56. a + b, p. — Pb, Bo (11, 223) 60. a + b, p^ + p, h, (II, 221) 

57. a — b, p. — Pb, he (II, 224) 61. a — b, p» H- p, h» (II, 222) 

58. p. - Pb, ho, T (n, 240) 62. p« 4- p, he, Y (11/ 226) 

59. p. — Pb, ho, a— ß (H, 241) 63. po + p, K « — P (II, 227) 

64.-76 (f. Sln^. IV, ©. 206.) 
§. 64a. ftonflrultion bed S)reied(d aud befonberen fünften. 

©ie SBejeid^nungen finb wie in §. 46, a unb Fig. 4. 

Sei ben erpten brei Sluf gaben ift ju bead^ten, ba§ ein oberer 
$5l^enabfd^nitt boppelt fo grofe ift, wie baö 00m SRittelpunft bed 
umgefd^ridbenen Äreifefi auf bie entfpred^enbe ©eite gefällte Sot. 

1. 0, O", X 2. 0, X, M 3. 0, X, L 

4. 0, F, W\ »ei ber Sluflöfung ift ju bead^ten, bafe O"' 
oierter l^iarmonifd^er 5punft ju F, F"', P ifl. 

5. 0, F', F". Sfflenn fid^ m'm" unb F'F" oerlängert in T treffen, 
fo ifl JU bead^ten, bajs AY, Am", AO, Am' l^armonifd^e Strahlen 
finb; alfo ift m'm" in Y unb l^armonifd^ geteilt; folglid^ aud^ 
F'F" in Y unb P. 

6. 0, m, L. 3lnal. @S iji 00'" • 0'"ö = AO"' • 0'"B = 
m0'".m"'0"'; folglid^ CO"':mO"' « m'"0'":0"'G = F"'0"':LO"'; 
mtt^in OF'" U mL. @rrid^tet man auf AB in L bie ©enfeed^te LN, 
weld^e OF'" in N trifft, fo iji A FLm^LF"N, mitl^in NL - mP =p. 

7. 0, m, Z. Sinai, wie 6, ba L ju finben. 


§. 64 a, 65. 57 

8. m, L, Z. 2lnal. me 6. 

9. C,M,Z. anal. XM wirb burd&Z im »erl^ältni« 2:1 geteift. 
10. 0, X, Z (9). 

anntetlung. SJ^nUii^e aufgaben ftcl^e §.46a, §. 139, 55 u. 56 unb 
im jtoeiten älnl^ange. 

§. 65. 
älufgaben über bad ^öl^enbreied. 

Fig. 4. SBir t)enoeifen auf bie Semerlungen in ben §§. 40—46 
unb §. 64. aJlan fel^e m' m" m'" afe baö Urbreied, ABO aU beffen 
i^öl^enbreied an. hinzugefügt n)erbe nur nod^ folgenbed, inbem 
A m' m" m'" afe ttrbreied angefel^en wirb (ftel^e §. 40, 4, änm. 2), 
ba für bie brei anberen Urbreiede mra'm" mm"m'" unb inm'"m' 
bie Semerlungen biefetten ober ganj äl^nlid^e pnb. 

a) 3Wit a, p, 7 mögen jefet bie SBinlel bei refp. m',m",m"' im Am'm"m'" 
bejeid^net werben; mit «', ß', f bie im ^öl^enbreied ABO refp. bei 
A, B, liegenben SBinlel. Sluö §. 40, 3 folgt bann: a = 

R-Va«', P = R-V2p', t = R-V2t'; «-p- VaCß'-«'). 

fiierauö unb aud §. 40, 13 folgt, bafe ^ (heWo) = V2 (hc'wo') ifl. 

b) S)a ber um bad ^öl^enbreied befd^riebene Äreiö ant!^ burd^ bie SRitten 
ber Seiten beö ttrbreied« gel^t (§. 40, 4, ßel^rf.) unb alle Sinien in 
bem burd^ bie SWitten ber Seiten afe ®dpunfte befümmten SDreied 
l^alb fo gro§ afe bie l^omologen ßinien in bem ttrbreied finb, fo 
ifi ber 9%abiud bed um bad ^5l^enbreied befd^riebenen jtreifed l^alb 
f gro§ wie ber SRabiuö bes um baö ttrbreid befd^riebenen Äreifed. 

c) ®a A OE'"m'" 00 HAG, weil bie SBinfel gleid^, fo t)er^alt fid^ 
HG : HA « Om'" : OB'" ober r : V2C = h. : V2 (a' -h b' + c') b. i. 
ber S^l^alt bed ttrbreiedd ift gleid^ bem l^alben ^robult aud bem 
Umfang bed ^öl^enbreiedd unb bem Slabiud bed um bad ttrbreied 
befd^riebenen Äreifeö. 

aSergleid^en wir ^mnxt (§. 64a), fo erl^ialten wir: 
ah. == bhb = che = (a 4- b 4- c) p = (a-+-b— c) p^ = (a + c— b) pb = 
(b + c — a) p. == (a' + b' + c') r. 

1. a; b', c' 12. a', r, a- ß 22. h'e, p'^ h. 

2. a', b', a 13. c', r, a - ß 23. w'e, h^ t« (§. 64, b) 

3. a', b', T 14. a'+b'+c',w'o, h, 24. w'«, p', h, (§.64,b) 

4. a'4-c'-b', a, a 15. w'«, h«, t 25. w'^ h«, r (§.64, b) 
. 5. a'+c'-V, a, h. 16. w'^ h«, a 26. w'„h'e,he(§.64,b) 

6. a'H-c'-V, «, he 17. a'+b'-hc', h., h^ 27. w'«, w«, h, (§.64,b) 

7. c', r, h. 18. a'+b'+c', b, h. 28. w'o, h'c, w« 

8. c', c, h. 19. a'4-b'+c',ha-f-hb,a 29. c', r, h, 

9. a' -+- b' c', h. 20. a'+b'+c', K r 30. c', c, h« 

10. a', c, a-ß- 21. a'+b'-c', w'c,ho 

11. c', -c, a-ß (§.64, b) 


58 . §. 66. 

§. 66. (f. oud^ Sln^. IV, ©. 206.) 

SÄufgaben übet baö ©reied unb SBieted, bei betten bas 
2lpolloTtif(]^eSetül^rutt9S5$problettt(§.100)jur2ltttDenbungfotttntt. 
a) 3tt bett fotgenbeti aiufgabeti letittt tttatt von eitiettt ©reied eitie ©eite, 
eine ©erabe ate Drt für bie gegenüberliegenbe ©cfe unb bie ©unttne ober 
3)ifferenj ber beiben anbeten ©eiten. SP i- 85. c unb a+b gegeben unb 
f oH auf bet gegebenen L liegen, f o fälle man AP ± L unb t)etlängetc 
e« übet P nm fid^ felbji bi« A'; fetnet tjetlängete man BO übet O l^inaud 
um AC bis E; bann betül^tt bet mit AO um gefd^logene Äteis ben mit 
a-hb um B gefd&lagenen in E unb gel^t butd^ A unb A', alfo §. 100^ 3. 

ein S)teie<! ju jei(§nen, wenn gegeben 

1. a -f- b, c, h, (§. 64, 1 u.§. 138, 3) 13. a H- b, t«, Z (ci) (§. 19) 

2. a-b, c, he (§. 64, 2 u. §. 138, 4) 14. a-^b, t«, Z (cte) (§. 19) 

3. a-f-b, p-q, h, (§. 64, 25 unb 15. c, K t.4-t|, (§. 52) 

§. 138, 5) 16. c, he, t. - tb (§. 52) 

4. a — b, p — q, h« (§. 64, 15 unb 17. p, q, t.4-tb 

§.138,6) 18. p, q,t.-t, 

5. a-f-b, p, q (§. 50, 1) 19. K K t.4-tb 

6. a-b, p, q (§. 50, 2) 20. K K t.-tb 

7. a + b, p-q, te (§.27 u. 28) 21. p — q, h«, ta+tb 

8. a — b, p-q, t« (§. 27 u. 28) 22. p-q, he,t.~tb 

9. a-f-b, he, te (§. 27 u. 28) 23. p-q, t«, t+tb 

10. a-b, he, te (§. 27 u. 28) 24. p-q, t«, t — tb 

11. a + b, c, Z(ctc) 25. a— b, u— v, h^ (§.50,b) 

12. a — b, c, Z(cte) 

gut bie aufgaben 21 bi« 24 ifi folgenbes ju bead^ten: AE = t., 
BP = tb, CD = te fd^neiben fid^ in 8; fetnet fei CG = he, unb 8H 
fenfted^t AB; bann ift HD = % DG == Vg (p - q). getnet ifi nod^ 
in ben Slufgaben 19 bis 24 §. 19 auf A ASB anjutoenben. 

@in SSietedC ju jeid^nen aus 

26. a+b, c, d, e, e 29. a — c, e, f, Z (be), Z (bf) 

27. a-b, c, d, e, e ,30. e + f, a, c, ß, y 

28. a 4- c, e, f, Z (be), Z (bf) 31. e - f, a, c, ß, 7 
SBei ben 2lufgaben 28 bis 31 iji §. 23 ju bead^ten. 
©in 2ltapej ju jeid^nen, wenn gegeben 

32. a, c, b + d, h 40. a— c,b+d,h,Z(ae) 46. a, c, e + f, ß 

33. a, c, b — d, h 41. a— c,b— d,h,Z(ae) 47. a, c, e — f, ß 

34. a,c,b+d, Z(ae) 42. a— c,b+d, h, e 48. a-f-c, e-+-f, h, b 

35. a, c,b— d, Z(ae) (§. 12, d) 49. a + c, e — f, h, b 

36. a — c, b + d, h, e 43. a— c, b— d, h, e 50. a+c, e-+-f,h,Z(bf) 

37. a— c, b— d, h, e (§. 12, d) 51. a+c, e-f,h,Z(bf) 

38. a-c,b+d,h,Z(be) 44. a, c, e+f, h 52. a+c, e + f, h, a 

39. a— c,b— d,h,Z(be) 45. a, c, e— f, h 53. a-+-c, e — f, h, a 
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54. ®in Xxapei, in toeld^eö fid^ ein Ätciö bef (abreiben läfet, ju 
jeid^uen, vomn gegeben a, c, p. 

55. ©n aSiered, in unb um weld^ed ftd& ein Äteiö befd^reiben lägt, 
JU jei(§nen, wenn gegeben a, c, p. Sinai, wie §. 37a. H liegt auf 
einem über AP errichteten ^albfreife. S)er Ärei« um MHGB it^ 
tü^tt biefen ^albfreiö, gel^t burd^ B unb einen 5punlt L, ber entfielet, 
wenn man BL = 2 p fenfred^t auf AF errid^tet. 

56. ©in SreiedE }u jeii^ncn, wenn gegeben a 4- b + c, Wc, a : b. 
3lnal. AB fei über A unb B um AO unb BO bis refp. B unb F 
verlängert, fo iji EP == a + b + c, OD = w«, unb DP:DE = a:b, 
alfo 5punlt D befiimmt. ©er um A EPO befd^riebene Ärei« M 
werbe von OD in G getroffen, ^ann ift Z POG = y^p H- VaT; 
Z PGC = Vaa; alfo POG + PGO « R; CPG = R unb OG 
3)urd^meffer. g^olglid^ werben fid^ ftreiö um M unb ber mit OD um 
D gefd^lagene Rreiö in berül^jren. ®ä fommt alfo barauf an, 
Äreiö M ju lonfiruieren, ber burd^ bie 5ßunlte E unb P gel^t, unb 
ben mit w« um D gefd^lagenen ftreid einfd^liefeenb berül^rt. 

b) 3n ben folgenben Slufgaben ifi jur sinalpfid junäd^fi bie §. 23 
angegebene Äonftruftion ju mad^en, nämlid^ BP II AO, OP II AB, 
DG II AO unb OG 11 AD ju jie^en; bann lönnen fie auf §. 100, 6 
(einen Äreiö ju jeid^nen, weld^er jwei gegebene Äreife berül^rt unb 
burd^ einen gegebenen 5punlt gel^t) jurüdEgefül^rt werben. 

©in aSiered ju jeid^nen au« 

57. e, f, e, a + c, bn-c. 3lnaL SBenn man mit a+cumP 
unb b + c um B ftreife fd^lägt, fo werben biefe von einem mit 
CD um gefd^lagenen Äreife, weld^er aufeerbem burd^ ben 5punft D 
gelten mu^, t)on innen berül^rt; alfo §. 100, 6. 

58. e, f, 8, a + c, b — c. Sinai, äl^nlid^ ber Don 57. 

59. e, f, e, a — c, b — c. Sinai, äl^nlid^ ber oon 57. 

c) 3n ben folgenben SJrapejaufgaben bead^te man jur SlnalpftS 
bie gigur Don §. 12, d). SBie Dort finbet man OH unb burc^ bie 
Sage von AG ober PB einen Drt für B ober A. g^erner lennt 
man BO =t HB ober AH =±= AO. 

3n ben folgenben Slufgaben ifi e + f ober e — f gegeben unb 
ou^erbem 

60. b, d, a + p 65. a — c, b, a + ß 70. b, h, a 

61. a — c, b, d 66. a — c, a, ß 71. a — c, b, h 

62. a — c, b, ß 67. b, a, ß 72. a — c, h, a 

63. b, d, a 68. h, a, ß 73. b, h, a H- ß 

64. a — c, b, a 69. b, d, h 74. a — c, h, a + ß 
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Stt ben folgcttben STufgaben ifl b + d ober b — d gegeben unb 
außerbem 

75. e, f, e 80. a 4- c, e, e 85. h, e, Z (af) 

76. a + c, e, f 81. a+c, Z(ae), Z(af) 86. a + c, h, e 

77. a + c, e, Z (ae) 82. e, Z(ae), Z(af) 87. a + c, h, Z (ae) 

78. e, f, Z (ae) 83. h, Z(ae), Z(af) 88. e, h, e 

79. a + c, e, Z(af) 84. h/ e, f 89. a4-c^ h, e 

90—93. f. 2ln]^. IV, ©. 206. 




A. Huf gaben r tiie(il|e ol^tte Sdtioeitbttitg noit SJevl^äliitiffeit 

}tt ISfeu {{itb* 

§. 67. 

a) 3n ben folgenben Slufgaben wirb ein?ßunlt gefu(]^t; man ftnbet 
benfelben als S)urd^fd^nittöpunft jroeier geometrifd^et ortet. 

1. ©egeben L unb L'; auf L einen gSunft X ju befümmen, 
bet von L' bie ©ntfemung a |at. 

2. ©egeben L unb L'; einen ?punft X ju finben, ber vonh 
unb L' bejüglid^ bie ©ntfemungen a unb a' l^at. 

3. ©egeben L unb P; einen 5ßunlt X ju finben, ber von L bie 
Entfernung a, t)on P bie ©ntfernung a' l^at. 

4. ©egeben P, P^ unb L; einen 5ßunft X ju finben, ber t)on 
P unb F gleid^e, von L bie ©ntfernung a l^at. 

5 ©egeben L unb L'; einen ?ßunlt X ju finben, fö ba§ bie 
Sinien, xod^t von il^m na^ L unb L' unter ben SBinfeln a refp. ß 
gejogen, = a refp. b finb. 

6. 2luf einer ©eite eines ©reiedä einen 5ßunft ju Bejlimmen, 
weld^er von ben beiben anberen ©eiten gleid^ weit entfernt ifl. 

b) Sei ben folgenben Slufgaben falle von P auf bie gegebenen 
^parallelen ein ßot unb jiel^e burd^ einen 5ßunft besfelben ober 
feiner SSerlängerung eine 5ßaraIIele ju ben gegebenen ßinien. 

©egeben L II L' unb P; burd^ P eine Sinie ju jiel^en, voAdf^ 
bie ^parallelen in X unb Y trifft, fo ba§, wenn 


§. 67, 68. 61 

a) P jttJifd^en L unb L' Hegt 

7. PX4-PY = s 8. PX-PT = d 

ß) P augerl^alb L unb L' ließt, 

9. PX4-PT = s 10. PX-PY = d 

c) 11. ©cgeben bie ^nmme peier Sinien = s unb il^re S)ifferenj = d; 
bie Sinicn finb ju lonftruiercn. 

12. ©cgebcn bie ©untme jtoeiet SBinlel = a unb il^re S)ifferenj =8; 
bie SBinlel finb ju fonflruieren. 

13. (Sinen redeten SBinlel in brei ßleid^e 2;ette ju teilen. 

§.68. 

3wtfd^en ben ©d^enfeln eines gegebenen SBinleU foll 
eine Sinie gejogen werben. 

a) S)ie ßinie gel^t burd^ leinen befümmten 5ßunft. 

1. ®ie Sinie foH = a unb II L fein. 

2. 3)ie Sinie foll = a fein unb von ben ©d^enleln gleid^e ©tüde 
abfd^neiben. 

3. S)ur(]ö ben ©(ä^eitel eines SQäinfete außerl^alb beäfelben eine 
Sittie fo ju gießen, baß fie mit beiben ©d^enfeln gleiiä^e SBinfel bilbet. 

b) ©ie Sinie foE burd^ einen gegebenen 5ßunft P gelten, weither 
nid^t <^wf ^in^wt ©d^enlel liegt. (Die Sluf gaben finb babutd^ ju 
löfen, ba§ man burd^ P ju ben ©d^enfeln ober ju Sinien, bie 
leidet lonflruiert werben fönnen, 5ßaraIIelen jiel^t.) 

4. ®er jwifd^en ben ©c^enleln liegenbe S^eil foll gleid^ einem 
©(§enlel werben. 

5. S)ie Sinie foH t)on ben ©d^enleln gleid^e ©tüdte abfd^neiben. 

6. S)urd^ P innerl^alb beö SBinleld eine Sinie XY fo ju jiel^en, 
baß PX = PY. 

7. 3wif<l«ti bie Äatl^eten eines red^twinlligen S)reiedEö eine ßinie 
= a fo JU legen, baß fie burd^ bie ißppotenufe l^albiert wirb. 

8. ®urd^ P außeri^alb beö SBinfelö eine ßinie, weld^e ben einen 
©d^enJel in X, ben anberen in Y trifft, f o ju jiei^en, baß PX = XY. 

9. a)urd^ P innerl&alb beö SBinfete eine Sinie XY fo ju jiel^en, 
baß PX = 2PY. 

10. SDurd^ P außerl^alb bes aBinfelö eine Sinie, weld^e bie 
©d^enfel inX unb Y fd^neibet, fo ju äiel^en,'baß PX = 2XY. 

c) Sluf einem ber ©d^enfel bes aÖBinlefe ifl ein 5ßunft gegeben, burd^ 
weld^en eine Sinie ju jiel^en ijl. 

11. Sluf bem einen ©d^enlel eines SQBinlete ijl P gegeben. 3Ran 
foff jwif d^en ben ©d^enleln eine Sinie XY II L fo jiei^en, baß PX = XY. 

Sluf bem einen ©d^enlel eines SBinlelS A ifl P gegeben; man 
foll auf bem anberen ©d^enfel einen Jßunft X fo beftimmen, baß 
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12. PX = AX 14. PX - AX = d 

13. PX + AX = s 15. AX-PX = d 

2luf bcm einen ©d^enfel eine« SBinfcte ijl P, auf bem anbeten F 
gegeben. Man foQ auf bem ©d^enfel, auf n)el($em F liegt, einen 
^untt X fo befUmnten, ba^ 
16. PX+PX = 8 17. PX - P'X = d 18. P'X - PX = d 

19. ©egebcn ein SBinfel unb 5ßunft P; burd^ P eine Sinie fo 
}u stellen, ba^ fie ein Sreied mit Umfang s abfd^neibet. 9(nal. §. 41. 

§. 69. 

3n einem SJrcied ober SJieted follen Sinien gejogen 
ober 5ßunlte beftimmt werben. 

a) 3fn bcm SJreied ABO fott mit AB eine ^ßarattele XY fo g^ogen 
werben (X liegt auf AC, T auf BC unb BC ?> AO), ba§ 

1. XY = BY 9. BY- AX = d (§. 16, c) 

2. XY = AX + BY 10. AB 4- XY = AX + BY 

3. XY = B Y - AX (§. 37, b) 

4. XY = CX+BY (AO<AB) 11. OX + OY+XY = s (§.24, 2 

5. XY == CY-AX (BO>AB) ober §. 41) 

6. XY = BY-OX 12. AX + BY + AB + XY = 8 

7. OX = BY (§. 24, 2 ober §. 41) 

8. AX + BY = s (§. 15, c) 

b) S)te mit AB fßarattcle XY fott nid^t im ©reied, fonbern oufeer» 
l^alb besfelben jn)if(]^en ben SScrtängerungen ber ©eiten AO unb BC 
über A unb B l|inaud fo gebogen werben, ba| 

13. XY = BY 18. AX + BY = s (8) 

14. XY = AX + BY 19. BY- AX = d (9) 

15. XY = OX+BY (OA<:AB) 20. AB + XY = AX + BY (10) 

16. XY = OY-AX(BO:^AB) 21. CX + OY + XY = s (11) 

17. CX = BY 22. AX+BY+AB+XY=s(12) 

c) 5Die mit AB ^parallele XY foH au^erl^alD beä Sreiedä jwifd^e« 
ben SSerlängerungen ber ©eiten AO unb BO über l^inau« 

fo gejogen werben, bafe 

23. XY = BY (a < R - '/jp) 27. BY - AX == d (9) 

24. XY = BY - AX 28. AB+XY=BY4- AX(§.42,6) 

25. XY = BY-OX 29. OX + OY + XY = s (11) 

26. AX + BY = s (8) 30. AX4-BY+AB+XY=s(12) 

d) 3n bem A ABO ift jwif(]^en jwei ©eiten eine beliebige Sinie ju jiel^en. 

31. äCuf ©eite AO bes S)reie(Iä ABO einen 5ßunlt X fo ju be= 
ftimmen, bai baä non X auf AB gefaßte Sot = OX wirb. 

e) 3n ben folgenben Slufgaben finben brei geometrifd^e ortet Stn» 
wenbung, bie fid^ aus ben »orangefieHten fiel^rfäfeen ergeben. 

1. Sel^rfafe. 2|n einem gleic^fd;enKigen ©reied ift bie ©umme ber 
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©cnlrc^tcn, bic man t)on einem 5ßunlte ber ©runblinie auf bie ©(^enlel 
fällt, flteid^ ber ißöl^e jum ©d^enlel. SBeweiö. Sias gleid^fd^enHige 
3)reie(f fei ABC, auf ber ©runbUnie AB ber ^ßunft P, PD ± AO, 
PE ± BO, AP ± BO. 3ie§t man PG II ßC bis jum S)urd^fd&nitt mtt 
AP, fo ifi A APD ^ PAG, mithin PD = AG, folgUd^ PD 4- PE = 
AG + GF = AP. 

2. Sel^rfafe. 3n einem gleid^fd^enlligen SDreied ift bie 3)ifferenj 
ber ©enfrei^ten, bie man von einem 5ßunft ber SSerlängerung ber 
©runbUnie auf bie ©d^enlel fättt, 0lei(§ ber Q'ö^t ^nm ©d^enfel 
SBeweiö wie uorl^er. 

3. Sel^rfafe. SBenn man von einem beliebigen 5ßunlte eines 
RreiöbogenS ©enfred^te auf bie nad^ feinen ®nbpunlten gezogenen 
SRabien fällt, fo ijl ber Slbfianb ber beiben g^ußpunfte biefer ©enlred^ten 
unt)eranberU(|, nämli(^ gleid^ ber von bem ©nbpunlte bes einen Siabiuö 
auf ben anberen gefällten ©enfred^ten. 33 e weis. S)er Äreismittelpunit 
fei K, auf bem a3ogen AB ber 5ßunft 0, OD_LKA, CE±KB, 
AP ± KB, G bie 3Ritte von CK, H bie SWitte t)on AK. SKun ift 
DG = GE = AH = HP = V^r, unb weil DOEK ein ©e^nenoiered 
ifi, Z DGE = 2 AKB, mithin A DGE ^ AHP, alfo DB = AP. 

©egeben A ABC; auf AB ben 5punft X fo ju beftimmen, bag, 
xotnn auf AC unb BO bie £ote XY unb XZ gefäfft werben, 
32. XY4-XZ = s 33. XY-XZ = d 34. YZ = a'. 

©egeben AABC; innerl^alb beöfelben ben ^ßunftWfo ju beftimmen, 
ba&, romn man auf BC, CA, AB refp. bie Sote WX, WY, WZ fäfft 

35. WX4- WZ = s, WY + WZ == s' 

36. WX-WZ = d, WY-WZ = d' 

37. WZ - WX = d, WZ - WY = d' 

38. WX- WZ = d, WZ - WY = d' 

39. WX + WZ = s, WY - WZ = d 

40. WX + WZ = s, WZ-WY = d 

41. YZ =- a', XZ = b' 

42. YZ = a', WX4- WZ = s 

43. YZ = a', WX - WZ = d 

44. YZ = a', WZ - WX = d 

©egeben SSiered ABCD; innerhalb beäfelben ben 5ßunft W fo ju 
beflimmen, ba§, romn auf AB, BO, OD, DA refp. bie Sote WX, 
WY, WZ, WV gefällt werben, 

45. WV + WX = s, WY4-WZ = s' 

46. WV-i-WY = s, WX + WZ=:s' 

47. WV - WX == d, WZ ~ W Y = d' * 

48. WV - WY = d, WZ - WX == d' 

49. WV-+-WX = s, WZ-WY = d 
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50. WV + WT = s, WZ - WX = d 
51 VX = a', TZ = b' 

52. XZ = a', VT=*b' 

53. VX=^a', WZ4-WT = 8 

54. VX = a', WZ - WY = d 

55. XZ = a', WV + WY = s 

56. XZ = a', WV-WY = d 

©egeben L, L'. @tnen ^unlt X fo ;u befUmmen, ba|, toenn 
man auf L unb L' bie ßote XY unb XZ fäOt, 

57. YZ = a, XY + XZ == 8 (3lu(| nad^ §. 15, 25) 

58. YZ = a, XY - XZ = d (3Cu(i^ nad^ §. 16, 18) 

59. 3«)if(|ett bcn ©eiten AO unb BO be« ©reieds ABO eine 
Sinie XY = a fo ju jiel^en, ba§ OX = BY wirb. 

60. Swifd^en ben ©citen AO unb BO bcä S)rcie(J8 ABO eine 
Sinie XY fo ju jiel^en, bafe XY - OX = BY wirb. 

§. 70. 
SRel^tcrc 5ßunlte finb gegeben; ea foll eine Sinie fo ge« 
jogen »erben, ba| bie von ben fünften auf biefelbe ge« 
fällten ßote gwiffe Sebingungen erfüllen. 

a) 3wei 5punfte P unb F flnb gegeben. 

1. ©urd^ P eine Sinie ju jicl^en, n)el(^e »on P' bie @nts 
femung a l^at. 

2. (Sine Sinie ju jiel^en, meldte PP' nid^t fd^neibet, unb oon P 
unb P' b^figlid^ bie Entfernungen a unb a' l^at. 

3. eine Sinie ju jiel&en, meldte PP' fd^neibet, unb oon P unb P 
bejfiglid^ bie Entfernungen a unb a' l^ot. 

b) (Begeben brci 5ßunfte P, P', P"; man foH burd^ P eine Sinie fo 
jiel^en, ba|, wenn man barauf bie Sote P'X unb P"Y fättt unb 

o) bie burd^ P gezogene Sinie FP" nid^t fd^neibet, 

4. FX = P" Y 7. P'X - P"Y = d 

5. P'X = 2P'T 8. PX + PY = s 

6. P'X+P"Y= s (oerlängerc 9. PX-PY = d (wie 6) 
PP" über P um ftd^ felbjl) 

ß) bie burd^ P gezogene Sinie FP" fd^eibet, 

10. P'X = P"Y 14. PX + PY = s 

11. P'X = 2P"Y 15. PX - PY = d (wie 6) 

12. P'X + P"Y = s 16. PX = PY (wie 6) 

13. FX - P"Y = d (wie 6) 

17. FX = PY. (errid^te auf PP' in P ein Sot = PF, fo 
liegt ber ®nbpunft besfclben auf P"Y). 

älnmerl ^l|nlid^e älufgaben fiel^e §. 75. 
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§. 71. 

begeben meistere Sinien unb ^un!te; man foll butij^ 
bie $ßunltc Sinien jiel^en, toeliä^e ju ben gegebenen Sinien 
in ootgefd^riebenen Sejiel^ungen fiel^en. 

a) (Segeben L, P unb P' ; auf L einen 5punft X f o ju bejHmmen, ba% 

1. PX = P'X. 

2. PX unb FX mit L gleid^e 2BinIel bitten, unb P unb F 
auf berfelben ©eite t)on L liegen. 'Sinai. SBetlängere PX über X 
um PX bi« A; PA treffe L in B, fo ift APXB^AXB; bal^er 
PA±L unb PB = AB. 

2 a. P unb P' auf tjerfd^iebenen ©eiten von L liegen unb L 
ben SBinlel PXP' l^albiert. 3lnal. wie bei 2. 

b) ©egeben L, L', P unb P'; man foll ben $ßunlt X auf L unb 
X' auf L' fo bejHmmen, ba§ PX unb XX' mit L, PX unb 
XX' mit L' gleiiä^e Sffiinlel bitten, unb 

3. P unb P' innerl^alb beö von L unb L' gebilbeten SQäinlelö 
liegen (dl^nlid^ toie 2). 

4. P innerl^alb unb P' aufeerl^alb beö von L unb L' gebitteten 
SBinleld liegt. 

5. P unb P' aufeerl^alb bed von L unb L' gebilbeten SBinlefe liegen. 

c) P unb P' liegen innerl^alb einer gegebenen tJigur. 

6. Snnerl^alb beö ©reiedd ABO finb bie ^nnUt P unb F 
gegeben; man foll X auf AO, X' auf BO unb X" auf AB fo be* 
fiimmen, bafe PX unb XX' mit AC, XX unb X'X" mit BO, unb 
X'X" unb P'X" mit AB gleid^e SBinlel bitten. 

7. ©egeben A ABO, unb in bem von AB unb ben SSer* 
längerungen ber ©eiten AO unb BO gebitteten Sftaum bie 5punfte P 
unb P'; man foH wie in 3lufgabe 6 bie 5ßunlte X, X', X" lonjlruieren. 

8. ®ie äl^nlid^e Aufgabe wie 6, nur foHen P unb P' innerl^alb 
eined Slec^tedd liegen. 

9. 3)ie ä]^nli(|e Slufgabe toie 6, nur follen P unb F innerl^ialb 
eines beliebigen SSieredö liegen. 

§. 72. 
©egeben bie beiben ^parallelen L unb L'; auf L bet 
5ßunlt P, auf L' ber gSunIt F unb au^erbem nod^ P"; man 
foll hnx^ P" eine Sinie, weld^e bie ^parallelen in X unb 
Y f(^neibet, fo jiel^en, bafe 

1. XY + PF = s 2. XT^PF = d 

a) bie bur<i^ P" gejogene Sinie PP' nx^t f(|neibet unb 

3. PX = FT 5. PX + P'T = s 

4. PX = 2FT 6. PX-PT -= d 

Oeometrifd^e Aonfiruft{«n8«ä(ufga6en. 5 
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b) bie butiä^ F' gcjogenc ßinic PP' f(3^ncibet unb 

7. PX = FT 9 PX + P'Y = s 

8. PY « 2FY 10. PX-PT = d 


B. Sdtfgabeit, tntU^t mit 99eittt<rttitg ber ®5#e nott bett Serl^ali« 

ttiffett jtt Idfeit {{üb« 

§'. 73. 
©egcben ZBAO unb ein $unlt P; man f oU burd^ P eine 
Sinie, n)el(3^e AB in X unb AC in Y fd^neibet, fo jiel^en, ba§ 

1. PX : PY = m : n; P liegt innerl^alb beö SBinfete. 

2. PX : PY = m : n; P liegt au^erl^alb bes SBinlete. 

3. XY : PX = m : n; P liegt innerl^alb be§ SBinlete. 

4. XY : PX = m : n; P liegt ouBerl^alb beö SSBinlete. 

5. AX :XY == m : n 6. AX : AY = m : n 

7. AX4-AY = s. 1. SÄnal. (Fig. 4). 2)ie Slufgabe ifl ibentifd^ 
ntit ber folgenben: A ABO ju fonftruieren, n)cnn gegeben a4- b, y unb 
«ßunft Z auf AB. 3taä^ §. 44 ifl CSG ju lonftruieren; von A GZB 
ober GZA lennt man nun Q-Z unb ben gegenüberliegenben SBinlel. 
2. SlnaL mie 1. Sinai. Sielet man GU±CB, fo liegt L auf SU, 
aufeerbem ijl ZZLG ein red^ter* 3. Sinai. S^tf)^ ^^^^ ^ parallelen 
ju ben ©d^enfeln, n)el(|e AB in B unb AC in C treffen, fo ifl 
BX 4- OY belannt; unb ha A BPXcoCYP, aud^ BX - OY = 
BP . OP (f. §. 114, 3). 4. Sinai. Verlängere AX nm XE = AY 
unb lonjlruiere AXEQ^YAP unb in entfpred^enber Sage. Q ifi 
beftimmt, ferner Z PXQ = EAO. ©ii^neiben fid^ AP unb EQ in 
D, fo gel^t ber burd^ P, D, Q gelegte Äreiö aud^ burd^ X. 

8. AX-AY = d. 1. Sinai (Fig. 4). S)ie Slufgabe ift ibenttfd^ 
mit ber folgenben: A ABO ju lonftruieren, wenn gegeben a— b, 7 unb 
5ßunft Z auf AB. SRad^ §. 45 ift HOW ju lonftruieren; von AHZA 
ober HZB lennt man nun HZ unb ben gegenüberliegenben SBinfel, 
2. Sinai, wie 1. Sinai. 3ie§t man HV±CB, fo liegt L auf WV, 
aulserbem ZZLH ein re(^ter. 3. Sinai. aS)nix^ xok 7; trage auf ber 
aSerlängerung t)on AB Don B aus ein ©tüdE BD==AO— AB-i-d ab, 
fo ift BD ©ifferenj ber ^öl^enabfd^nitte eines red^twinfligen S)reie(f §, 
beffen ^öl^e = q, toenn q^ = BP • OP. 4. Sinai. Verlängere AX 
über A bi§ P, fo baß XP = YA rairb, unb lonftruiere A XPO lon^ 
gruent unb in entfpre(^enber Sage mit YAP. "^nn wie 7, 4. Sinai. 

9. PX.PY = q2. 1. Sinai. Äonftruiere um AXY einen Äreiö 
unb oerlängere AP, bis e§ ben Ärei§ trifft. 2. Sinai. 3. Slnl^. 28. 

10. AX- AY«pq. 1. Sinai, a) P liege innerl^alb be§ gegebenen 
aßinlels. S^rage ZPAY an AX in A nad^ innen an, ber freie ©d^entel 
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treffe ben um AXT bef(j^riebeti^n Äreiö in Q, fo ift A AXQ co APT, 
alfo AX . AY = AP . AQ. ^tägt man ferner p = AD auf AB unb 
q = AE auf AO ab, fo ift aud^ AD • AE = AP - AQ, mithin A ADQ 
CO APE, bal^er 5ßunlt Q ju finben. 9lun fennt man Don A PQY ober 
PQX eine ©cite PQ unb ben gegenüberCiegenben SBinfel. b) P liege 
ixu^erl^alb beö gegebenen SBinfete unb jroar auf ber SSerlängerung pon 
XT über T. 3;rage Z PAY an AX in A na^ au^en an, ber freie 
©d^enlel treffe ben um AXY befd^riebenen Ärei« in Q, fo ift 5ßunft Q 
wie in a) ju finben; unb man lennt bann t)on A PQY ober PQX 
eine ©eite PQ unb ben gegenüberliegenben SBinlel; im erfteren gall 
ZPYQ = 2R-QAD, im iweiten ZPXQ = 2R~QÄE. 2. anal, 
^r AX. AY=q^ au^ auf folgenbe SBeife: 3ie]&e PD II AO, XZ II DY 
unb befümme iuni^^ AZ, unb bann, ba ADPT^oZYX, ben ^ßunltY. 

11. 3nnerl^alb beö SSJinfete BAC ben 5ßunlt X fo ju bestimmen, 
ba§, xomn man »on il^m auf AB unb AO bie ßote XY unb XZ 
fäat, XY : XZ = m ; n unb XY 4- XZ = s. Sinai, »erlängere 
XY um XZ, unb jiel^e burd^ ben ©nbpunft eine ^parallele ju AB; 
bann §. 114, l ober §. 69, 1. Sel^rf. 

12. äu^erl^alb bes aBinlete BAO ben 5ßunft X fo ju bejHmmen, 
ba§, wenn von i^m auf AB unb AO bie ßote XY unb XZ gefällt 
loerben, XY : XZ == m : n unb XY-XZ = d. Sinai. ä]^nli(| wie 11. 

13. ®egeben bie begrenjte Sinie AB, außerl^alb berfelben ^unlt P, 
unb von B ift nad& ber Seite, auf weld^er P nic^t liegt, eine Sinie L 
unter Z ß gebogen. aSon P aM foll eine Sinie, meldte AB in X unb 
li in Y fd^neibet, fo gejogen werben, baß AX = BY i^. 1. 2. 3. Sinai. 
BX + BY = AB, bal^er §. 73, 7. 4. Sinai. Äonftruiert man A AXQ 
longruent unb in entfpred^enber Sage mit BYP, fo ift Z BAQ unb 
AQ = BP belannt unb baburd^ Q beflimmt. g^emer Z PXQ = PXA 
-h AXQ == BXY 4- BYP = 2R - ß (§. 11). 5. Sinai, ©d^neiben 
fid^ QA unb BP in C, fo ift QAB Slu6enn)mlel ju ABO, alfo 
Z Q AX = 4- ABO. gerner PB Y = ß + ABO, mithin + ABO 
= YBX4- ABO, ober = ß = 2R-PXQ ; bal^er QOPX ein ©e^nen^ 
t)ieredE, von n)eld^em brei ©dEpunIte Q, unb P belannt finb. 

(gegeben L unb L', A auf L, B auf L' unb ^unlt P. ©urd^ 
P eine ©erabe ju jiel^en, weld^e L in X unb L' in Y fo fd^neibet, ba^ 

14. AX : BY = m : n (sectio rationis be§ SlpoHoniuö). Sinai. 
3Wan mad^t A BYQ oo AXP unb in entfpred^enber Sage, fo ift Q be^ 
ftimmt, ba AP : BQ = m : n. gerner Z QYP belannt, alfo §. 11. 
iSine einfad^re Äonftruftion mirb fo erl^alten: QB fd[)neibe AP in R, 
fo ifi PRQY ein ©el&nenoieredE. 

15. AX-BY = inn (sectio spatii beö SlpoConiuö). Sinai. 3Jian 
ma^e A BYQoo APX unb in entfpred^enber Sage. S)ann iftQ beftimmt, 
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ba AX:AP«BQ:BY, alfo AP-BQ-AX-BT^mn ifl. maäft 
man auf AX AA'=m unb auf BT BB' « n, fo iji A AA'PeoBQB' 
unb l^ierburd^ Q ju lonflruicren. A'P treffe B'Q in R, unb PA 
treffe L' In H; bann Ifl Z PHY, unter welc^öem fid^ bie l^omologen 
(Seiten AP unb BT fiä^neiben, gleid^ Z PRQ, unter weld^em fld^ bie 
l^omologen ©eiten A'P unb QB' fd^neiben, unb auiä^ fllei<^ z PTQ, 
unter weld^em fid^ bie l^omologen ©eiten PX unb TQ fd^neiben. 
aWitl^in PQRT auf einem ftreife. 

§. 74. 

a) ©egeben ^toei parallelen unb ein giunit. 

1. ©egeben L II L', P auf h, F auf L' unb P" nid^t auf ben 
ßinien; ntan foH burd^ P" eine Sinie, toetd^e L in X unb L' in T 
fd^neibet, fo jiei^en, bajs PX:PT = m:n. 

2. Oegeben L II U, h", weld^e beibe fd^neibet, unb P auf leiner 
ber ßinien; burd^ P eine ßinie, weld^e L in X^ L' in T unb L" in Z 
fd^neibet, fo ju jiel^en, ba^ ZX:ZT = m:n. 

3. auf L", toeld^e bie gJarattelen L unb L' in A unb B fd^neibet, 
ifl P gegeben; man fott burd^ P eine Sinie, wejd^e L unb L' in X unb 
T fd^neibet, fo jie^en, bafe AX-BT = q\ 1. Sinai. 3ie^e PO II L bi$ 
jum ©urd^fd^nitt mit BX, fo ifl AX:PO = AB:BP; unb BT:PC 
= AB:AP; au« beiben ^Proportionen folgt q^rPC^« AB^iAP-BP, 
woraus PO }u beflimmen. 2. SlnaL ®ö fei AX^BT = pq gegeben. 
Äonflruiert man A TBQcoPAX unb in entfpred^enber Sage, fo ifl 
PA.QB = AX-BT = pq. ^ragt man p = AD unb q = BE auf 
L unb L' ab, fo ifl PA-QB = AD-BE, bal^er A PADcoEBQ unb 
Q leidet JU finben. ferner Z PTQ = PTB 4- BTQ = PXA 4- APX 
«=2R — PAX, alfo befannt, unb fomitT ju beftimmen. ©d^neiben 
fid^ DP unb QB in F, fo ifl Z PPQ = PTQ, bal^er T auf bem 
Äreife um A PQP. 

b) ©egeben P, P' unb L ; auf L einen Jßunit X f o ju beftimmen, ba^ 

4.PX:P'X«m:n (§.59.) 

5. PX + FX « s. Sinai, ©daläge einen Äreiö mit s um P, 
fötte oon P' tin Sot auf L unb verlängere eö um fid^ felbfl biß Q', fo 
JEommt eö barauf an, einen Äreis ju jeid^nen, weld^er burd^ P' unb 
Q' gel^t, unb Äreiö P berührt (§. 100, 3). 

6. PX-FX = d. Sinai, ä^nlid^ wie 5. 

7. ©egeben P auf L, unb P' auf L'; man foH oon P nad^ JJ 
bie ßinie PX, unb oon P' nad^ L bie Sinie P'T, meldte ftd& beibe 
in Z fd^neiben, fo jie^en, bag PZ:ZX « P'Z:ZT = m:n. 

8. ©egeben P auf L, unb P' auf L'; man foH oon P nad^ L' 
bie Sinie PX, unb oon F nad& L bie ßinie PT, weld^e fid^ beibe in 
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Z unter Za fd^neibcn, fo jiel^en, ba§ PZ.ZX = P'Z.ZT. anal. 
@ö fei Z (PP', L) = ß, uttb Z (PPV L') = T, f ifl Z XPP' = R 

©egeben P auf L, unb L'; man foH jwlfiä^en L unb L' bie 
ißtnie XY, weld^e L' in Y unter Z a f(ä^neibet, fo jiel^en, ba| 
9. PX = PY 11. PX = XY 

10. PX:PY = m:n 12. PX:XY = mm 

13. ©efleben bie ßinie AB, unb jwifd^en A unb B bie 5ßunfte 
unb D; man foH aufeerl^alb AB ben 5punR X fo beftimmen, bafe 
Z AXO = OXD = DXB (§. 59). 

©egeben P auf L, F auf L', unb P" pifd^en beiben Sinien; 
man foll burd^ P" eine Sinie, weld^e L in X unb L' in Y fd^neibet, 
fo jie^en, ba§ 

14. .PX + FY = s (§.73, 7). »ud^ ol^ne »enufeung beö 
©urd^fd^nittöpunlteö von L unb L' ftl^nlid^ wie §. 73, 7 ju löfen. 

15. PX-PT = d (§. 73, 8). »ead^te aud^ 14. 

c) ©egeben P, P' unb L. a)ie Sinien PX unb P'X, weld^e L refp. 
in Y unb Y' fd^neiben, fo ju jiel^en, bafe 

16. PX:PY = in:n unb P'X : FY' =; m' : n'. 

17. PXPY = q2 unb P'X-FY' «= q ^ 

18. PX.PY = q2 unb FX : FY' « m : n. 

d) ©egeben brei fid^ in einem 5ßunft O fi^neibenbe Sinien L, L', L" 
unb 

19. P auf L; man fott jwifd^en L' unb L" eine ßinie XY, 
weld^e L" in Y unter Z a fd^neibet, fo jiel^en, bag PX:XY = m:n. 

20. P auf leiner ber brei ßinien; man foII burd^ P eine Sinie, 
toeld^e L in X, L" in Y unb L' in Z fd^netbet, fo jiel^en, ba| 
XZ:YZ=iin:n. Sinai. Qk^e \>vix^ txmn hdkhiqen ^nnit Z' von 
L' eine ^parallele X'T m XY, unb X'ü II L" (U auf L'), fo ijl 
UZ':OZ' = m:n. 

21. P auf leiner ber brei Sinien; burd^ P eine Sinie, weld^e L 
in X, L" in Y unb L' in Z fd^neibet, fo ju sieben, bafe XZ = p 
unb YZ = q. 2lnal. öl^nlid^ wie 20. 

e) »ei Söfung ber folgenben Aufgaben ifl ju bead^ten, baß pd^ in 
gleid^en SJreiedEen bie ©runblinien umgelel^rt wie bie auf fie ge^ 
fdttten ^öl^en Derl^alten. 

22. ©egeben bie Sinie AB unb aujjerl^alb berfelben bie 5ßunlte P 
unb P'; man fott X auf AB fo beftimmen, bafe A APX - BP'X 
(2 Slufl.) 

23. ©egeben bie Sinien AB unb CD ber ©rj5§e unb Sage nad^, 
unb bie Sinie L; man foH X auf L fo befümmen, bag A ABX 
= CDX: 
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24. begeben bie Sinien AB unb CD bet @röge unb Sage na^ ^ man 
fott ben 5ßunItX fo bejiijnmen, ba$ Z AXB = a, unb A ABX = ODX. 

25. ©egeben bie Sinien AB, CD unb BF ber ©röfee unb Sage 
nad^; ben ^punft X fo ju befümmen, bafe A ABX = CDX = EFX. 

26. ©egeben P, F, P"; man fott ben «punlt X fo bejUmmen^ 
bo§ z PXP' = a unb A PXP" = P'XP". 

§• 75. 

@egeben meistere ^untte; man foll but(| einen ^unft 
eine Sinie jiel^en, toel^e gewiffen 93ebingungen genagt. 

©egeben bie gJunIte P, P', P"; man fofl bur(i^ P eineSinie fo 
jiel^en, ba^, toenn mon barouf »on P' unb P" bie Sote P'X unb 
P"T fäat, 

1. PX : PY = m : n 2. P'X : P "Y = m : n 

3. P'X : PY = m : n. S^nal. @rrid^te auf PP' in P* ein Sot, 
wel(|e8 P'Y in Z trifft, fo ifl PP' : PZ = m : n. 

4 PX . PY = q^; jwei gätte, je na#em P'P" »on bet ge» 
fud^ten Sinie gefd^nitten wirb ober nid^t. ^nal. ^^Qe von X auf 
PP" ein Sot XA, fo ijl AP • PP" = q». 

5. P'X-P"Y = qa; jwei %m, wie bei 4. anal, ©rrid^te 
auf XY in P ein Sot unb fätte auf biefeä ton P' unb P" Sote, fo 
ifl bie ätufgobe auf 4 )uräägefül^rt. 

6. PX . P"Y = q«. SCnal. mit 4. 

Stnme rf. äl^nlid^e Stufgaben fiel^e §. 70, b. 

7. ©egeben P, F P" F"; man fott burd^ P eine Sinie fo gieJ^cn, 
ba|, wenn oon ben brei anberen 5punlten barauf Sote P'Q', P"Q", 
P"'Q"' gefättt werben, P'Q' + P"Q" = P"'Q"' ifl. Stnal. o) S)ic 
brei Sote follen auf berfelben @eite ber gefud^ten ©eraben liegen. 3fi 
B bie SWitte »on P'P" unb BS fenlred^t jur gefud^ten ©eraben, fo 
iH BS = '/2F"Q'"; ba^r ifl ber SDurd^fd^nittspunft twn F"R unb 
ber gefud^ten ©eraben betannt ß) 3>ie Sote Hegen nid^t auf berfelben 
©eite ber gefud^ten ©eraben; alfo F"Q"' auf ber einen ©ette, FQ' 
unb P"Q" auf ber anberen. R fei bie 3mtte oon P'P" unb RS 
fenlred^t jur gefud^ten ©eraben; F"R unb PS fd^neiben fid^ in T; 
bann ifl F"T = 2RS; baburc^ ifl T Mannt, t) ^ liegen F unb 
P'" auf ber einen, P" auf ber anberen ©eite ber gefud^ten ©eraben. 
3fl R bie aWitte oon P"F" unb RS fettfred^t jur gefud^en ©eraben, 
fo ijl R8= VjP'Q'; bal^er ber SDurd^fd^nittäpunlt T oon P'R unb 
Q'S beftimmt. 

8. ©egeben P, F, P" unb L; eine Sinie parallel L fo ju jieJ^cn, 
baB, roenn man barauf bie Sote PQ, FQ', F'Q" fättt, boa eine 
gleid^ ber ©umme ber beiben onberen ijl. Sinai, äl^nlld^ wie 7. 
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9. OegeBctt P, P', P", P'"; man fott burd^ P eine Sinie fo 
jiel^en, bafe, wenn von ben brei anbeten $ßunlten barawf bie Sotc FQ', 
P"Q" unb P"'Q"' gefättt werben, bie ©umme bicfer brei ßote = s ifi. 
3lnal. S fei ber ©(i^werpunft »on AP'P'T'" unb SA fenlre($t auf 
bcr gefüllten Sinie, fo ijl SA = '/s (P'Q' + P"Q" + P"'Q"'.) 

§. 76. 

3n einem ^reied ifl ein $unlt {u beflimmen ober eine 
Sinie ju jiel^en. 
a) 3n einem ©rcicd ABO einen 5ßunft X fo }u beftimmen, bajj • 

1. AX : BX : CX = m : n : p (§. 59). 

2. bie t)on X auf bie ©eiten gefällten ßote = m : n : p. 

3. bie Entfernungen oon ben @äen fid^ wie bie Entfernungen 
oon ben ©eiten oerl^alten. 9luft. ©daläge über AB als ©el^ne 
einen Rxix&, weld^er AC berill^rt, unb über AG ald ©el^ne einen 
Rxei&, weld^er BC berfil^rt, fo f($neiben fiti^ beibe in X. 

4. AX + OX = s unb BX + CX = s' ift. Sinai. SBenn man 
mit s um A unb mit s' um B Jtreife fö^lägt, fo werben biefe oon einem 
mit CX um X gefd^lagenen jtreife oon innen berttl^rt; alfo §. 100, 6. 

5. AX 4- OX = 8 unb BX - OX = d. Sinai, dl^nlid^ ber oon 4. 

6. AX-OX = d unb BX-OX = d'. Sinai. (l§nli<i& ber oon 4. 
Sluf ber ©eite AB beö JDreied« ABO ben gJunlt X fo ju be* 

^men, ba|, wenn oon X auf AO unb BO bie Sote XY unb XZ 
geföQt werben, 

7. XY : XZ = m : B. 

8. XY . XZ = pq. Sinai, »efiimmt man D fo, ba| bie auf 
AC unb BO gefällten ©enfre(ä^ten DE = p unb DP = q werben, unb 
trifft eine ^ßarattele ju AB burd^ D, AO in G, BO in H, fo ift 
XY : XA = p : DG unb XZ : XB = q : DH. S)urd^ 3ufammen= 
fefeung ergicbt ftd^ XA • XB = DG • DH, alfo §. 114, 2 . 3. 

9. 3m A ABO ijl DE II AB; auf DE ben gJunlt X fo ju 
beflimmen, bafe, wenn XP ± AB, XY ± BO, XZ ± AO, XY : XF 
= XP : XZ. (S)a XP be!annt, fo Slufl. wie 8.) 

10. ©egeben AABO; man foH auf ber burd^ ju AB ge« 
jogenen gJaraOelen ben ?punlt X fo beflimmen, ba|, wenn OD ± AB, 
XY ± BO, XZ ± AO, XY : OD = OD : XZ. Sinai. S>a A AOD 
CO OXZ unb BOD «. OXY, fo iji OX ju fonftruieren nad^ ber 
Proportion AO : OX = OX : BO. 

11. 3m A ABO ift oon nad^ AB beliebig bie S^ranoerfale 
OD g^ogen ; man f oQ auf OD ben ^untt X f o beftimmen, ba^, wenn 
XY ±AB,XZ± BO unb XU ± AO, XZ : XY- XY : XU. Sinai. 
DE -L BO, DP ± AO; unb DE ■ DP = q«. ©efet man bie beiben 
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^roijortlonen XZ : OX = DE : CD unb XU : OX = DP : CD ju* 

fantmen unb jiel^t bann aus allen @ttebetit bie Ouabratoui^, fo 
et^ätt man XY: CX = q: CD. 

b) 3|m A ABC foa mit AB eine giataUele, wet($e AC in X unb 
BC in Y fi^neibet, fo gejogen wetben, ba§ 

12. AB:XY = m:n. 

13. CX:XY=XY: AO (XY befUmmt but(i^ AB: AO=AC:XY). 

14. CX : XY = XY : AB (XY = AC). 

15. CX:XY=XY:BC (XY befUmmt burd^ AB: AC=BO:XY). 
• 16. CX:XY=AY:BC (AY befiimmt burd^ AB:AC=BC:AY). 

17. XY:AY=.AY:AB. «nai. Z XAY = B, ba A XAY 
oo ABY. 

18. XY:AX = CY:AB (AX ju befümmen but(ä^BC:AB = 
AB:AX). 

19. AX:AB = BY:XY (XY ju bcüimmcn burd^ AO:BC = 
AB:XY). 

20. AY:XY-= AX:OX. 3lttal. Sielte burd^ C eine parallele 
JU AB, welö^e AY in D fd^neibet, fo ift AD = AB. 

21. AX:AY = AY:BY. äCnaL mie 20; AD ju bejHmmen 
butd^ AC:AD = AD:BC. 

22. AX:XY = XY:BY. 2(nal. wie 20; CD ju bejHmmen 
burd^ AC!:OD = CD:BC. 

23. CX:XY = XY:BY. Stnat wie 20; CD ju bcjKmmen 
burd^ AC:AB = CD:BC. 

24. CX:XY = XY:AX. Stnal. roie 20; CD gu befHmmen 
burd^ AC:AB==CD:AC. 

25. CY:BY = AB:XY. 2lnat. BC ifi in Y ftetig getcUt 

ainmerlung. ^I^nlid^e Aufgaben fiel^e §. 139, 5, 6, 7. 

3m A ABC mit AC eine 5ßoraacle XY (X liegt auf BC, Y 
auf AB) fo }u giel^en, ba| 

26. AX + AY = s. SfCnal. giei^e burd^ X eine gJarattele ju 
AB, meldte AC in D trifft, oertängere DX über X bis E, fo bafe 
EX <= AX; jiel^e butd^ E eine ^ataKete ju AC, wetd^e BC in G- 
unb eine burd^ C ju AB gezogene parallele in F trifft; giel^e \>nvä) 
C eine parallele ;u AX, toetd^e AG verlängert in H trifft. 

27. AX — AY = d. StnaL ffl^nlid^ mie 26, nur ba| oon X 
nad^ AC }u eine parallele }u EX =» AX gejogen mirb. 

©egeben A ABC unb auf AC ber gJunIt P; man foE XY H AB 
fo jiel^en, ba|, menn XY »on BP in Z getroffen wirb, 

28. XZ:YZ = m:n. (2 Sluflöfungen, j[e nad^bem XY bie 
@eiten AC unb BC felber ober il^re Verlängerung aber C trifft). 
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29. XZ. YZ « pq. anal. Bicl^t man ju XY «ßaraaden, 
ttämlid^ EP = p jroif^en PA unb PB, unb GH = q jtüifd^en BP 
ünb BC, fo ift XZ:p ^ PZ:PF unb ZY:q « BZ:BG. SDutd^ 
Sufammenfcfeunß etgieBt ftiä^ PZ-BZ = PF-BG, alfo §.114^ 
2 unb 3. 

30. XY .XZ « q^ Sinai, wie 29. ©S ift Z ju bcftimmen 
aud ?ZBZ = PP.BG. 

31. 3m A ABO ift nad^ AB bie beliebige 2;tandt)erfale OD ge^ 
jogen; man foO XY (X liegt auf AO, Y auf BO) II AB, n)el(|e OD 
in Z fd^neibet, fo jiel^en, bafe XZ = BY. anal. Biel^e burd^ X 
eine 5ßataIIele ju BO, weld^e AB in F fiä^neibet, unb burd^ A eine 
5ßataaele ju BO, weld^e OP in E fd^neibet, fo ifl AE « AD. 

32. Über bet gemeinfd^aftlid^en ©runblinie AB finb pei S)reiedfe 
ABO unb ABO' gejeid^net (ABC l^at bie Heinere Jßöl^e); man fott 
eine gSarattele mit AB, weld^e AO unb BO in X unb Y, AO' unb BO' 
in Z unb U fd^neibet, fo jiel^en, bafe XY:ZTI == m : n. anal. Sx^^^ 
burdö 0' eine ^parallele ju AB, weld^e BO in D trifft, fo wirb, ba 
EY = ZU ifl, XY von AD in E fo geteilt, bafe XYrBY « m:ii; 
t^rlängert man OE bis ed AB in F fd^neibet, fo ifi aud^ AB: BP 
= m:n. 

c) 3« ri«^wi gegebenen S)reiedE ifl eine beliebige Sinie ju jiel^en. 

33. 3m A ABO fott II L eine Sinie, welche AO in X, BO in Y 
unb AB in Z f(^neibet, fo gejogen werben, ba§ XY:YZ==m:n 
anal. 3ie]^e burd^ B ju L eine ^parattele, bis fie AO unb AY trifft. 

34. 3m ^ ABO fott nad^ AB bie ^ransoerfale OD fo gejogen 
werben, bafe AD: OD = OD: DB. anal, ©daläge um ABO einen 
Äreii^ unb t)erldngere OD, bis eö ben Äreis trifft. 

35. (Segeben A ABO; von nad^ ber SSerlängerung toon AB 
eineSinieODfojujiel&en,baJ3AD:OD = OD:DB. anal, ©d&lage 
nm ABO einen Äreiö. 

36. ©egeben A ABC; jwifd^en ben Seiten AO unb BO eine Sinie 
XY = a fo JU legen, bafe OY: AX = m : n. anal. Sielte DX H BO 
unb OD II XY; toerbinbe A mit D, unb tjerlängere eö, bis es BO trifft. 

37. ©egeben A ABO; jwifd^en ben ©eiten AO unb BO eine Sinie 
XY fo JU sieben, ba^ AX = XY = BY (§. 141, 3). anal, gie^e 
XP II BO unb BP II XY; AP trifft BO in D; jiel^e burd^ D eine 
^ßarattele ju FB, toeld^e bie SBerlängerung von AB in E trifft, fo ift 
AO - OD = DE unb BX II EO. (S)a OX+XY = AO unb OY + YX 
=0B, fo ifl aud^ AXYO ebenfo ju lonftruieren wie AABO in §.62,1). 

38. ©egeben A ABO; jwifd^en ben aSerlängerungen ber ©eiten 
AO unb BO über A unb B l^inau« eine Sinie XY fo ju jiel^en, 
ia% AX = XY = BX (141, 7), anal, wie 37. 
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39. ©egeben A ABO; jtoifiä^cn ben ©eitcu AO unb BC eine Sinie 
XY fo ju jiel^en, bafe AX+BY = XY unb AX:BY = m:n (§. 141, 4.) 
«nal. 3ie^e XG II BO, unb BO II XY; AG ftj^neibct BO in D; 
butd^ D eine ^parallele ju XY, toeU^e AÖ t^eriängert in F fcj^neibet; 
bann ifl OD beftimmt burd^ AC:CD = m:ii unb DP = AC 4- CD. 

40. ©egeben A ABO; jwifc^en ben SSerldngerungen ber ©eiten 
AO unb BO über A unb B l^inaus eine Sinie XY fo ju jiel^en, 
ba§AX + BY«XYunbAX:BY«m:n (§.141,8). anal, al^n^- 
n(]& xok 39. 

41. ®eQeben A ABO; ixox^^tn ben ©eiten AO unb BO eine Sinie 
XY fo JU gießen, bafe AX:XY:BY = m:n:p (§. 141,6.) «nal. 
BG II YX unb XG II OB f(§neiben \x6) in G; trägt man auf OA 
unb OB refp. m = OD unb p = OE ab, fo ift DE II AG. gie^t 
man DE II AB unb EF II GB, fo ift EF = n. 

42. ©cgeben A ABO; pifc^en ben SBerlängerungen ber ©eiten 
AO unb BO über A unb B l^inauö eine fiinie XY fo ju jiel^ien, ba^ 
AX:XY:BY = m:n:p (§. 141, 10). Stnal. äi^ulid^ roit 41. 

43. ©egeben A ABO ; jroif (§en ben SBerlängerungen ber ©eiten AO 
unb BO über l^inaud eine Sinie XY fo ju jiel^en, bafe AX:XY:BY 
= m:n:p. (§. 141, 14.) Sinai, äl^nlid^ wie 41. 





A Slttfgaiett, tuel^e ol^tte aittioenbttng tiott Süttlf&lM^tn 

)u löfen finb* 

§.77. 

©egeben K unb P; man foll burd^ P eineßinie jiel^en, 
weld^e geroiffen SBebingungen genügt. 

a) P liegt auf K. gur Söfung f daläge über ben t)on P au§ ge? 
jogenen Siabius einen ^alblreiö. 

3in einem gegebenen Äreife 

1. burd^ P eine ©el^ne ju jie^en, weld^e vom aWittelpunIt ben 
Slbftanb a l^at 

2. einen SJurd^meffer ju jiel^en, weld^er ton P ben äbfianb a l^at. 

3. eine ©el^ne = b ju jiel^en, weld^e t)on P ben Slbftanb a ^ot 

b) P liegt innerl^alb K. 
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3n K bur(§ P eine ©el^ne XY fo ju jtel^en, ba§ 

4. fie inP l^albiert mtb. Ober but(%P bie Heinfte ©el^ne ju jiel^en. 

5. XY == a. 1. %nal PXY ift SCangente an bem Äteife, beffen 
SRabius bie vom 3RitteIpun!t K auf a gefällte ©enftred^te ift 2. Sinai. 
3ie]^e in K beliebig eine ©el&ne AB = a, unb f daläge mit KP um 
K einen Äreis, weld&er AB in C trifft, f o ift K AO ^ KXP. 

6. auf il^r bet ^ßeripl^eriewinlel a ftel^t. 

7. bie ©ifferenj il^ret Segmente = d ift. 

8. il^te ©nbpunlte oon P' gleiiä^ weit entfernt finb. 

9. ^ K eine Seltne = a ju jiel^en, weld^e parallel L iji. 
c) P liegt augerl^alb K. 

10. aSon P an K eine 2;angente ju legen. 1. 31 na l. ©in über 
PK als ©urd^meffer gefd^lagener ^albfreiä gel^t burd^ ben Serül^rungös 
punft ber 2;angente. 2. Sinai. PA fei bie gefud^te S:angente, unb 
KP treffe ben Äreis in B; errid^tet man auf KP in B eine ©enfred^te, 
weld^e bie Verlängerung von KA in trifft, fo ifl A KBO^KAP. 
3. Sinai. PA fei bie 2:angente. aSerldngert man KA über A um 
fld& felbfl bis D, fo ift PD = PK unb KD = 2r. 

aSon P eine ©efante, weld^e K juerft in X unb bann in Y 
fi^neibet, fo ju jiel^en, ba§ 

11. XY = a (5) 

12. PX = XY. 1. Sinai. Sßerlängere KX nm fld^ felberüber 
X l^inauö bis A, fo ifl A beftimmt. 2. Sinai, ©rrid^tet man auf PY 
in X eine ©enlred^te, meiere ben Äreis in B trifft, fo ifl BY = BP 
unb BY ©urd^meffer, bal^er B beftimmt. 3. Sinai. Qk^ man 
YO II XK bis jum Surd^fd^nitt mit PK, fo ift KC = PK, bxil^er 
C Beftimmt unb Y burd^ OY == 2KX. Dber man jie^t XD II YK 
bis i\im SDurd^fd^nitt mit PK, fo ift PD = DK, ba^er D beflimmt 
unb X burd^ DX == V^KY. 

13. PX + PY = a. 

14. aSon P aufeerl^alb K pnb nad^ K jroei ©efanten PAB unb 
POD gejogen; man foll von P eine britte ©elante PXY fo jiel^en, bafe 
fie auf ben a3ogen AO unb BD gteid^e ©tüdEe AX unb DY nad& ent^ 

gegengefefeter Md^tung abfd^neibet. Sinai. AÖ = :f^, alfo AD = XY. 

15. aSon P aufeerl^alb K ift eine ©efante PAB gebogen, man foH 
von P aus eine jtoeite PXY fo jiel^en, ba§ ber eine jmifd^en Beiben 
©efanten entl^altene a3ogen boppelt fo gro§ mirb, als ber anbere. 
Sinai. AY = AP. 

16. aSon P au^erl^alb K ift nad^ biefem eine ©elante gejogen; 
man foII t)on P.aus eine jweite ©efante fo jiel^en, bafe bie ©umme 
ber jmifd^en beiben ©efanten entl^altenen a3ogen = s ift (fiel^e 14.) 
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17. Jßott P ifl burd^ K ein 2)utd^meffet PAB gejogen; man 
fott T)on P auö eine ©efante PXY fo jiel^en, bafe von ben beiben 
)n)if($en bem S)ut($meffer unb ber Sefante Hegenben Sogen ber eine 
bteimal fo groJ5 n)irb n)ie ber anbete. Sinai. PX = KX. 

2>urd^ P innerl^alb E ifl ein S)ur($meffer AB gebogen; man foK 
burd^ P eine ©el^ne XY fo stellen, bafe 

18. Sogen ß^ = 2^. «nal. ©n mit PK um P gefd^lagener 
Äreiö trifft KX in Q, bann ifl KP « PQ « QX. 

19. Sogen 0^ = 3-0:. Sinai. PX«PK. 
d) Srinerl^alb K pnb P unb P' gegeben. 

20. a)urd^ P unb P' innerl^alb K pnb gleid^e unb parattele 
©eignen ju jiel^en. 

21. 2)ur(^ P unb P' innerl^alb K jroei gleid^e ©eignen ju jiel^en, 
loeld^e fi(S) unter Z a fd^neiben. Sinai. S)urd^fd^mttdpunft Z. @d 
ift Z PZK = FZK = Va a, bal^er §. 11. 

c) Slu^erl^alb K finb P unb P' gegeben. 

22. Son P unb F augerl^alb K jtoei ©elanten PYX unb FYT 
ju jiel^en, rotlü^t fid^ gegenfeitig in Z l^albieren. Sinai. PX'XP' ifl 
ein ^Parallelogramm; bal^er X'X gleid^ unb parallel PP'. 

23. Son P unb P' au^erl^alb K an biefen jroei ©elanten PYX 
unb PT'X JU jiel^en, t)on bencn bie erftere burd^ bie lefctere unter 
red^tem SSUnfel l^albiert wirb. Sinai. APXF gleid^fd^enflig. 

§. 78. 

begeben K unb L; man foll entioeber auf L einen 
5ßunft beftimmen, ober jwifd^enK unb L eine Sinie jiel^en, 
weld^e gewiffen Sebingungen genügt. 

a) @ntn)eber ifl L ä^angente ober bie gefud^te £inie foQ ä^angente merben. 

an K ifl eine S^angente gelegt, man foU auf biefer einen ^ßunft 
fo beftimmen, bag 

1. bie nad^ bem anberen ©nbpunft beö Serül^rungöburd^mefferÄ 
gezogene ©efante in ber 5ßeripl^erie l^albiert wirb. 

2. bie Don il^m an K gelegte unb bis jum S)urd^fd^nitt mit bem 
Serßl^rungöburd^meffer t)erldngerte 2:angente im Serül^rungßpunlt 
l^albiert wirb. Sinai. S)ie gefud^te S^angente fd^neibet bie gegebene 
unter einem SBinlel von 60°. 

3. Sin K eine 2^angente ju legen, meldje L parattel ifl. 

4. Sin K eine 2^angente ju legen, meldte mit L Z a bilbet. 

b) K unb L gegeben; jwifd^en biefen eine Sinie = a fo ju jiel^en, bafe fte 

5. H L' mirb. 6. K berül^rt. 7. K unter Z o fd^neibet. 
8. il^r innerl^alb K gelegener äbfd^nitt = b ifl. 
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9. aSon L mtS) K eine ©efante fo ju jiel^en, baJ5 fte auf L 
fenlre(]^t fielet unb in bet gJeripl^erie l^albiert wirb. 

10. 3^if^^^ K ^^^ ^ ^i^^ ßi^^^ ä^ iiel^en, bie in P l^olbiert toitb. 

c) Sei Söfung bet folgenben aufgaben bead^te §. 77, 5, 

3n K eine ©el^ne = a fo ju jiel^en, ba§ fte 

11. II L wirb. 12. auf L fenlrei^t fielet 13. L unter Z a 
fi^neibet. 

3n K eine ©el^ne, ju weld^er ber 5perip]^erien)infel a geprt, fo 
JU jiel^en, bafe fie 

14. II L wirb. 15. auf L fenfre<]^t {tel^t. 16. L unter Z ß 
fiä^neibet. 

d) ©egeben K unb L; auf L foH bie Sinie a fo abgetragen werben, 
ba§ bie von il^ren ©nbpunften 

17. burd^ ben aWittelpunft K gezogenen ©efanten jwifd^en il^ren 
©nbpuniten eine L parallele ©el^ne entl^alten. 

18. an K gelegten S^angenten glei(^ finb. 

19. auf einen gegebenen SDurd^meffer gefällten Äote in K gleid^e 
©eignen bilben. 

20. an K gelegten SJangenten parallel finb. 

21. burd^ ben 3Kittelpunft gejogenen ©efanten jwifd^en il^ren 
©nbpunften eine ©el^ne = b entl^alten. (§. 11, 4.) 

e) 22. ©egeben L, K unb P; auf L einen ^unlt X fo ju be^ 
jHmmen, baJ5 PX unb bie oon X an K gelegte S^angente mit 
L gleid^e SSBinfel bilben. (§. 71, 2.) 

23. ©egeben L, K unb K'; auf L einen 5punlt X fo ju be^ 
fiimmen, baß bie oon il^nt an K unb K' gelegten SJangenten mit L 
gleid^e SBinfel bilben. (3ur Äonftruftion hmnli^ §. 79, 1.) 

§. 79. 

©egeben K unb K'; jwifd^en biefen einefiinie ju jiel^en. 

1. 3ln K unb K' (K:>K') bie gemeinfd^iaftlid^en SJangetiten ju legen. 
1. Sinai. a)ie gefud^ten äußeren 2;angentett feien AA' unb BB'. 
Sielet man burd^ K' ^parallelen ju AA' unb BB', weld^e KA unb KB 
refp. in E unb F treffen, fo finb bie 5punlte E unb P ju finben, ba 
fte fowol^l auf einem mit ber 35ifferenj ber SRabien um K befd^riebenen 
Äreife, als aud^ auf bem über KK' als ©urd^meffer gefd^lagenen Äreife 
liegen. S)ie gefud^ten inneren S^angenten feien CO' unb DD'. Sielet 
man burd^ K' ^parallelen ju CO' unb DD', weld^e bie Verlängerung 
von KC unb KD refp. in G unb H treffen, fo finb KG unb KH 
bie ©ummen ber Siabien, unb bal^er bie 5punfte G unb H dl^nlid^ ju 
finben, wie t)or§er. 2. Sinai. aSerldngert man KA tmbK'A' über 
A unb A' hinaus um fid^ felbfi biß P unb P', fo ifl PP' = KK' unb 
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a:rape§ KK'PT mi) §. 8, 27 ju lonjlrutcten. %üx bte inneren 
2:angenten ifl ein 2:rapej nad^- §. 8, 37 ju lonfhruieren. 
3n)ifd^en K nnb K' eine fiinie ju jiel^en, n)eld^e 

2. K unter ber ©el^ne a f(^neibet unb K' berül^rt. 2lnal. ©daläge 
na(^ §. 77, 5 einen mit K loncentrifd^en Ärei«. 

3. K unter ber ©el^ne a, K' unter ber ©el^ne a' fd^neibet (§. 77, 5). 

4. Runter Zafc^neibet, K' berül^rt. 3lnal 5Die Äinie f d^neibct 
K unter einer ©el^ne, ju weld^er ber ßentriwinfel 2a gel^ört. 

5. K unter Z a, K' unter ber ©el^ne a fc^neibet. 

6. K unter Z a, K' unter Z a' fd^neibet. 

7. parallel L unb beren jroifd^en ben gjeripl^erieen liegenbe« ©tüdf 
= a. Sinai. 3^^^^ ^on K ober K' eine Sinie gleid^ unb parattel a. 

8. jroifd^en ben ^ßeripl^erieen liegt unb in P l^albiert wirb. anal. 
SSerbinbe P mit K ober K' unb t)erlängere biefe Äinie um Tx^ felber. 

§. 80. 
Sei Äöfung ber folgenben Aufgaben ifl junäd^fl §. 41, §. 42, 
§. 43, 1 unb bann §. 79, 1 anjuroenben. 

1. SBon P finb an K jroei SJangenten gejogen; man fott an K 
eine britte S:an8ente fo legen, baß ba« jn)ifc|en ben beiben erfleren 
liegenbe Btüd == a ifl. 

2. aSon P na(^ bem gegebenen SBinfel a eine Sinie fo ju jiel^en, 
ba§ ber Umfang be§ entjlanbenen S)reie(ls = s ift. 

3. SSon P nad^ bem gegebenen SBinfel a eine fiinie fo ju jiel^en, 
ba§ in bem entftanbenen 3)reiedf ber Überfd^u^ ber beiben ©eiten, 
TOeld^e auf ben ©d^enfeln beö SBinlel« liegen, über bie britte = d wirb. 

4. ®ine gerabe fiinie ju jiel^en, roeld^e K berül^rt unb mit ben 
©d^enleln be§ gegebenen SBinfel« a ein 3)reiedf bilbet, beffen Umfang = s. 

5. (Sine gerabe fiinie ju jiel^en, meldte K bertil^rt unb mit ben 
©d^enfeln beö gegebenen SBinlelö a ein 2)reied bilbet, in meld^em ber 
Überfd^ufe ber beiben ©eiten, roeld^e auf ben ©d^enfeln liegen, über 
bie britte = d iji. 

6. Sin ben SBogen eine« Jlreisfeftor« eine S^angente = a ju legen, 
fo ba^ il^re ©nbpunfte auf bie SSerlängerungen ber 3labien fatten 

(§. 11, 4). 

§. 81. 

Sluf ober in einem Äreife finb jwei fünfte P unb F 
gegeben; man foll burd^ biefe 5ßunfte jroei ©eignen jiel^en, 
weld^e fid^ auf ber ^ßeripl^erie f(^neiben. 
a) P unb P' liegen auf ber gJeripl^erie t)on K. 

SSon P unb P' jwei ©eignen, roeld^e fid^ auf ber ^eripl^erie 
fd^neiben, fo ju jiel^en, baß 

1. fie mit L ein gleid^fd^enlligeö ©reiedf bilben. Sinai. SHe 

ißö^e jur SBafis l;albiert fP\ 
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2. ftc mit L aBinlel • bilben, oon benen ber eine 3mal fo grofe 
ift, als ber anbete. Sinai. SBered^ne bie SBinlel. 

3. baö jmf(^en benfelben auf L entl^altene ©tfid = a ijl. Sinai. 
3iel^e hnxH^ P eine ^parallele PA = a ju L, unb tjerbinbe ben ®nbpunlt 
mit bem 5punlt, in weld^em bie von F gejogene ©el^ne L fd^neibet. 

4. bie ©umme ber ©eignen = s ift. (§. 15, 25). 

5. bie ©ifferenj ber ©eignen = d ift. (§. 16, 18.) 

6. bie ^albierunflölinie beä entftel^enben 5ßerip]^erien)infete burd^ 
ben gegebenen 5ßunft Q gel^t. 

b) P unb P' liegen innerl^alb K. ©ie Slufgaben flnb baburd^ ju 
löfen, ba§ man über PP' als ©el^ne einen Äreiö fd^lägt, weld^er 
einen befannten SBinfel al« 5ßerip^erien)inlel fa^t. 

S)urd^ P unb P' jroei ©eignen, roeld^e fid& auf ber 5ßerip]^erie 
fd^neiben, fo ju jiel^en, ba§ 

7. bie il^re beiben anberen ©ubpunfte t)erbinbenbe ©el^ne S)urd^* 
meffer wirb. 

8. fie ftd^ unter Z a fd^neiben. 

9. bie jn)ifd^en il^ren anberen ©nbpunften cntl^altene ©el^ne = a ijl. 

c) 3n K ift bie ©el^ne AB gegeben; man foff über AB als ©d^enfel 
ein gleid^f(%enllige§ SreiedE fo jeid^nen, bafe 

10. ber 9Kittelpun!t M be§ umgefd^riebenen Ärelfeß auf ber 
^ßeripl^erie von K liegt. Sinai. KM mu§ fenlred^t AB fein. 

11. ber SPiittelpunlt m beö eingefd^riebenen Äreifes auf ber 
^ßeripl^erie t)on K liegt. Sebingung: ©entriroinlel AKB>-R. 3[nal. 
SDer Äreiö um ABO (BC Sapö) mn^ burd^ K gelten. (§. 40, 5). SRun 
ijl Z AKC = ABC = AGB = 2R - AKB. 

12. ber SDiittelpunft m' beö jur ©runblinie gel^örenben äußeren 
SBerül^rungäfreifeö auf ber gJeripl^erie t)on K liegt. Sebingung: 
(Sentriwinfel AKB<:R. »nal. SDer Äreiö um ABO (BO Safts) 
gel^t burd^ K (§. 40, 5); bal^er Z AKO = 2R- ABO = 2R-B0A 
= 2R-BKA. 

13. ber ©urd^fd^nittöpunft ber $ö^en auf ber $ßerip]^e von K 
liegt. Sinai, »ejeid^nen wir z AKB mit 2«, ba§ S)reied mit ABC 
unb ben 5Durd^fd&nitt§punft ber Jßöl^en mit H, fo ift Z AHB = 2R — a, 
alfo Z ACB = ABO — a; bal^er muß BC 2:angente fein. 

§.82. 

3n K ift eine ©el^ne gegeben; man foll eine jweite 
©el^ne jiel^en, loeld^e getoiffc Sebingungen erfüllt, 
a) ^n K eine ©el^ne ju jiel^en, weld^e oon ber gegebenen ©el^ne AB 
l^albiert wirb unb 
1. = a ift. 2. mit AB Z a bilbet. 3. burd^ P ge^t. 
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b) SBei Sdfung ber folgenben 9(ufga6en ifl }u 6ea($ten, bag in einem 

ä^rape} bie SRittellinie gleid^ bet l^alben Summe ber beiben parallelen 

Seiten ift; unb bafe bie Stnie, n)eW^e bie 3Ritten ber diagonalen 

t)erbinbet, gleid^ ber l^alben SHfferen) ber parallelen Seiten ifl 

3n K ifi bie Seltne AB gegeben, unb auf il^rer SBerldngerunj 

P; man fott bur(5 P eine Seltne fo jiel^en, ba§ 

4. bie Summe ber von i^xm @nbpunlten auf AB gefällten £ote 
= 8 ifl. 

5. bie Summe ber von A unb B auf fie gefällten Sote == s ifi. 
3n K 'ifl bie Seltne AB gegeben unb auf biefer P; man fott 

bur(^ P eine Seltne fo jiel^en, ba^ 

6. bie ©ifferenj ber von il^ren (Snbpunften auf AB gefällten ßote 
= d ifl. 

7. bie SJifferenj ber t>on A unb B auf fie gefällten Sote = d ifl. 

§. 83. 
Äonflruftion von Sinien an jwei gegebene Äreife. 

a) a)ur(3^ ben S)urd^f(%nütöpunft P jweier ftd^ fd^neibenben Äreife K 
unb K' follen in beiben Seltnen gQogen werben, n)el(%e eine gerobe 
Äinie bilben unb 

1. gleid^ ftnb. 1, SnaL JBerbinbe bie SRitte von KK' mit P. 
2. anal, n)ie 3. 

2. beren Summe = s ifl, fo baJ5 P jwifd^en ben ©nbpunften ber 
Seltnen liegt. Sinai. g^äHe von K unb K' auf s Sote. 

3. beren Summe = s ift, fo ba& bie ©nbpunite ber Seltnen auf 
berfelben Seite von P liegen. Sinai. SBerlängere KT über P um 
fid^ f eiber bis C, f daläge mit OP um einen Äreid, unb t)erfal^re 
mit ben Äreifen K unb wie in 2. 

4. beren ©ifferenj = d ifl, fo ba^ bie @nbpunlte ber Seltnen auf 
berfelben Seite tjon P liegen. Sinai, äl^nlid^ mie 2. 

5. beren SDifferenj = d ifl, fo ba§ P jroifd^en ben Gubpunften 
ber Seltnen liegt. SlnaL äl^nlid^ wie 3. 

6. auf ben Seltnen fotten gleid^e 5ßerip]^erien)infel flel^en. Sinai. 
3ieJ&e oon K' ju KP einen parallelen SRabiuö unb t)erbinbe ben 6nb^ 
punit mit P. 

b) SJurd^ ben ©urd^fd^nittöpunft P jweier fid^ fd^neibenben Äreife K 
unb K' fotten in beiben Seltnen PX unb PY (X liegt auf K, T 
auf K;) gejogen werben, meldte pd^ unter bem SBinfel a fd^neiben. 
3)iefe aufgaben laffen eine jweifad^e änalpfiß ju. 

a) aSerlängert man PX fiber P l^inauö nm PY bi« Y', fon== 
ftruiert APOY' fongruent unb in gleid^er ßage mit PK'Y 
unb f dalägt mit r' um einen Äreiö, fo ift z KP'O = 2R— a. 
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p) Xx&Qt man PT auf PX t)on P am biö T' ab, fonftruiert 
APOT" fongruent unb in gleid^er ßagc mit PET, unb 
f d&Iägt mit r' um C einen Äreiö, fo ifl Z KTO' = a. 
3n beiben g^ftHen finb bie Aufgaben für bie Äreife K unb 0, ober 
K unb C auf bie entfprei^enben unter a) flel^enben jurüdjufül^ren. 
3tt ben fid& in P f(^neibenben Greifen K unb K' jwei ©eignen, 
weld^e fid^ unter bem SBinfel a fd^neiben, fo ju jiel^en, ba§ 

7. beibe ©eignen glei(^ finb. 

8. bie ©umme beiber ©eignen = s ift. 

9. bie S)ifferenj beiber ©eignen = d ift. 
Slnmerfung. Sl^nlid&e Slufgaben fiel^e §. 92, 17—20. 

c) ©egeben K unb K'; man foff auf einer gemeinf(^aftUd^en S^angente 
AB berfelben einen 5ßunlt X fo beflimmen, ba§, xoznn man von 
X an beibe Äreife S^angenten XC unb XD legt, welche mit ber 
gemeinfci^aft(i(^en S^angente refp. bie SBinfel a unb ß bitben, unb 
totnn 

a) AB gemeinfd^aftlid^e dunere SJangente ifi unb ferner 

a) X jwifd^en ben beiben SBerül^rungöpunlten A unb B liegt, 

10. a == ß (§. 71, 2). 

11. a + ß = a. SlnaL Z KXK' = 2R - Va <J* 

12. a — ß = 8. Sinai. JBerlangere K'B über B l^inauö um 
fi($ felber bis K", fo ift KXK" = 2R- V^S. 

13. a = 2ß. Sinai. Äonfiruierc K" toie in 3) unb lege von 
K an biefen eine SJangente. 

b) X auf ber aSerlcingerung ber S^angente liegt. 
U. a = ß. 

15. a4-ß = a. Sinai, äl^nlid^ toie 3. 

16. a — ß = 8. Sinai, äl^nltd^ toie 2. 

17. a = 2ß. Sinai. a)ie oon K' an K ober umge!el^rt gelegte 
2^angente trifft AB in X. 

ß) AB gemeinfd^aftli(^e innere SCangente ift. 

a) X jroifd^en beiben Serül^rungspunlten A unb B liegt. 

18. a = ß. 

19. a 4- ß = a. Sinai, äl^nliiä^ mie 3. 

20. a- ß « 8. Sinai, äl^nlid^ wie 2. 

21. a = 2ß. Sinai, ftl^nlid^ toie 8. 

b) X auf ber SSerlangerung ber Stangente liegt. 

22. a = ß. Sinai, äl^nlid^ mie 1. 

23. a-*-ß=:a. Sinai, äl^nlid^ toie 2. 

24. a-ß = 8. Sinai, ä^nlid^ wie 3. 

25. a = 2ß. Sinai, äl^nlid^ wie 4. 
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d) (Segeben jtoei fiteife E ttnb E'; man foK auf einer gemeinfd^aft? 
lid^en SCangente AB }n)ei fünfte X unb Y^ toeld^e Die @ntfemung a 
l^oben^ fo befttmmen^ ba^^ toenn man Don X an E eine S^angente 
legt, n)€l(3^e mit AB Z a bilbet^ unb oon Y eine S^angente an K\ 
n)el^e mit AB Z ß Mlbet^ stoifd^en a unb ß getoiffe Sietationen 
ftatt^nben. S)ie folgenben aufgaben finb auf bie unter c) jurü* 
juffil^ren^ toenn man burd^ X eine parallele ;u ber an E' gelegten 
2:angente jiel^t, unb einen E' gleid^en Kreiö E" lonftruiert, wüü^ct 
biefe gJarattele unb AB berül^rt; E" ijt leidet ju fonftruieren, 
ba E'E" II AB unb = a ifl. 
a) AB fei gemeinf(|aftli(|e äußere S^angente. 

26. a«ß. 27. a-hß=:a. 28. a-ß = 8. 29. a = 2ß. 

ß) AB fei gemeinfd^aftlid^e innere Stangente. 

30. a = ß. 31. a4-ß = a. 32. a-ß = 8. 33. a = 2ß. 

SCnmerf ung. X unb Y fönnen t)erfd^iebene Sagen l^aben; nämlid^ 
1) jwifd^en A unb B; 2) auf berfelben SSerlängerung von AB; 
3) auf t)erf(§iebenen JBerlängerungen von AB; 4) ber eine auf AB, 
ber anbere auf ber SSerldngerung. 

§.84. 

3u)ei foncentrifd^e Äreife unb P finb gegeben; hnt^ P 
eine ßinie ju jiel^en, weld&e burd^ bie Äreife in einem vox^ 
gefd^riebenen aSerl^dttnid geteilt wirb. 

a) P liegt auf ber 5ßeripl^erie beß größeren Äreifeö; man fott butd^ 
P eine ©el^ne fo jiel^en, ba§ fie 

1. boppelt fo gro^ ift, als bie im Heineren entflanbene ©el^ne. 
Sinai, ißalbiere PE in A. a)er Drt für einen ©nbpunft ber Seltne 
nad^ §. 10 JU finben. 

2. nmal fo groJ5 ifi, als bie im Heineren entftanbene ©el^ne. 

b) P liegt nid^t auf ber gJeripl^erie eines ber beiben Äreife. 

3) Snnerbalb beö Heineren oon jroel loncentrifd^en Äreifen ijl P 
gegeben; man fotl burd^ P eine ßinie jiel^en, roeld^e in ben 5ßeripl^erieen 
beiber Äreife enbigt unb in P l^albiert wirb. Sinai. EP ifi l^albe 
SDiagonale eineß 5parattelogrammd. 

3toei foncentrifd&e Äreife pnb gegeben unb ein 5punlt P, meld^er 
nid^t auf ber ^eripl^erie eines ber beiben Äreife liegt; man foH burd^ 
P eine ©el^ne fo jiel^en, ba^ bie im größeren Äreife entftanbene ©el^ne 

4. boppelt fo gro^ ift, als bie im Heineren Äreife entfianbene. 
anal. S^^^ü man na6) 1 von einem beliebigen 5penp]^eriepunfte 
eine ©el^ne ber ©erlangten Slrt, fo "^ahm biefe unb bie gefud^te gleid^e 
©ntfemung t)om SUHttelpunft. 

5. nmal fo grojs ift, als bie im Ileineren Äreife entftanbene. (2u.4.) 
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§. 85. 

a) 1. 3^^ parallele Sinlen L unb L' ftnb gegeben unb K; man fott 
an E eine Tangente fo legen ^ bag bad )n)if(i^en L unb L' mU 
Rattern ©tfid == a ifl. 

Stod potattele Sinien L unb L' ftnb gegeben unb K, ferner P 
auf L unb F auf L'; man foS an K eine S^angente AB fo tegen^ 
\>a% A auf It, unb B auf L' ju liegen !ommt^ unb 

2. AP + BP = a (§. 82, b). 3. AP - BF = a (§. 82, b). 

b) 3n ben folgenben aufgaben flnben bie brei Se§rfft|e von §. 69, e 
9[nn)enbung. 

©egeben ©eltor KAB. Sluf AB ben 5ßunft X fo ju befttmmen, 
baJ5/ wenn auf KA unb KB refp. bie ßote XY unb XZ gef&Ilt werben, 
4. XTh-XZ«s 5. XY-XZ = d. 

®egeben K, L, L'. SCuf ber gJeripl^erie »on K ifl X fo ju be^ 
fümmen, bajs, wenn man auf L unb L' bie Sote XY unb XZ fällt, 

6. XY + XZ = 8. 7. XY-XZ « d. 8. YZ = a. 
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a) Fig. 5. Oegeben K, P unb F ju t)erfd^iebenen (Seiten wn K; 
man foQ an E eine Tangente AB, n)el($e E in C berül^rt, fo 
legen, bajs, wenn man t)on P unb P' barauf 6e;ttgli$ bie Sote 
PA unb P'B fallt, 

1. PA - FB 3. PA-FB = d 

2. PAh-FB = s 4. AC-i-BC = 8 

5. BO - AO = d. «naL »erlSngere PE fiber E l^inau« 

um fi^ felbjt bid D unb fätte t)on D auf AB ein Äot. 

6. AO = BO. 

b) Fig. 6. ©egeben E, P unb F; burd^ P eine Sinie AB fo ju 
jiel^en, bafe, wenn man barauf jwei fiote fällt, von benen ba« 
eine FB burd^ P' gel^t, baö anbere AO Äreid E in berül^rt, 

7. AC = BP' 11. PA - PB = d (al^nlid& wie 5) 

8. CA + P'B = 8 12. PA = PB (ä^nlid^ wie 11) 

9. CA - FB = d 13. CA = PB (§. 70, 17) 
10. PA-+-PB = s 

c) 3[n ben folgenben aufgaben fälle man E'A' ± AB, unb bead^te 
E'A' unb A'C. 

Fig. 7. ©egeben E, E' unb P; man fott an E eine S^angente 
AB, weld^e E in C berül^rt, fo legen, ba§ wenn man barauf jwei 
Sote fättt, von benen baß eine BP burd^ P gel^t, bas anbere AD 
JlreiÄ K' in D berül^rt, 

6* 
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U. DA = PB 17. AC-hBO = s 

15. DA 4- PB = s 18. AO - BC = d 

16. DA-PB = d 19. AO = BC (ä^nlid^ n)ie 12.) 

d) 3n bcn folgenbcn Aufgaben fättc man KA' unb K'B' ± AB, unb 
bead^tc btefc ©cnlred^tcn, foroie PA' unb PB'. 

Fig. 8. ©egcben K, K' unb P; burd^ P eine fiinie AB fo 
ju jiel^en, ba§, wenn man barauf jroei ßote CA unb DB fällt, roeld^e 
jugteii^ K in unb K' in D berühren, 

20. AO = BD 24. AP - BP = d 

21. AO + BD = s 25. AP = BP 

22. AO-BD = d 26. AO = BP 

23. AP + BP = s 

e) ^n ben folgenben 3lufgaben jiel^e man bur(| K eine ^parallele }u 
AB, unb fäffe barauf bie ©enlreti^ten K'A' unb K"ß'. Stufeer^ 
bem bea(%te man KA' unb KB'. 

Fig. 9. ©egeben K, K' K"; man foH an K eine 2:angente 
AB, rottet K in berül^rt, fo legen, ba§, wenn man barauf jtoei 
ßote DA unb BB fdHt, von benen baö eine K' in D, bas anbete 
K" in E berührt, 

27. AD = BE 30. AO -+• BC « s 

28. AD + BE = s 31. AO-BO = d 

29. AD - BE = d 32. AO == BO. 

§. 87. 
®inen Äreis ju jeid^nen, wenn ber 3fiabius = r gegeben. 

3)amit ein bejlimmter Äreiö gejeid^net werben fann, muffen noä) 
jroei Sebingungen erfüllt werben. aWan fann nnn bur(% jebe ber beiben 
33ebingungen einen Drt für ben SKittelpunIt beö Äreife§ finben; ber 
S)urd^f(^nittspunft beiber Örter ift ber 3Kittetpunft bes gefu(3^ten ftreifes. 

3im folgenben finb jtoölf Sebingungen gegeben, unter benen ein 
Drt für ben 3Wittelpun!t ju fud^en ift; inbem man jebe Sebingung mit 

fid^ felber unb aUm anberen lombiniert, erl^ätt man ' = 78 oer* 

fd^iebene Slufgaben. 

2)en Drt für ben 3Rittelpunft eines mit bem SRabius r gef d&lagenen 
Äreifeö ju beftimmen, wenn berfelbe 

1. burd^ P ge§t. 4. K oon innen, rep. einfd^liefeenb 

2. L berül^rt. berül^rt. 

3. K oon außen berül^rt. 5. L unter ber ©el^ne a fd^neibet 
6. L unter einer ©e§ne mit bem 5ßerip]^erien)inlet a fd^neibet, 

ober L unter bem 9Binfel a fd^neibet, b. 1^. baß bie im 2)urd^fd^nittä5 
punft an ben Äreiö gelegte Slangente mit L ben SBinlel a bilbet 
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7. K unter bem S)ur(|meffet fd^neibct/ 

8. K unter ber ©el^ne a fd^neibet. 

9. K unter einer ©el^ne mit bem ^ßerip^ertewinfel a fd^neibet 

10. von K unter bem S)urd^meffer gefd^nitten n)irb. 

11. K red^twinflig f(^neibet. 

12. K unter bem SBinlel a f^neibet, b. 1^. ba§ bie im S)urd^5 
fd^nittöpunft an beibe Äreife gelegten SCangenten ben SBinfel a bitben. 

§. 88. 
6inen Äreiö ju jei(3^nen, wenn ber Sftabiuö nid^t gegeben. 

a) Sei Äöfung ber folgenben Slufgaben ifl ju bead^ten, ba§ ber 
3KitteIpunft eines Äreifeö, weld^er burd^ jroei ^ßunfte gel^t, auf 
bem ßote liegt, toelc^eä auf ber Sßerbinbung$Iinie jener 5ßunlte in 
i^rer SBHtte errid^tet ift; unb bag ber SBHttelpunlt eines Äreifeö, 
wetd^er jroei gegebene fiinien berül^rt, auf ber Halbierungslinie 
beö SBinfefe liegt, weld^en jene Sinien bilben. 

einen Äreis ju jeid^nen, weld^er burd^ P unb P' gel^t, unb 
beffen aWittelpunft 

I. auf L Hegt. 2. auf K liegt. 

®inen Äreis ju jeid^nen, ber L' unb L" berül^rt unb beffen 
gWittelpunIt 

3. auf L liegt. 4. auf K liegt. 

@inen Äreis ju jeid^nen, ber L' berül^rt, oon L" bie Entfernung 
a l^at, unb beffen SDlittelpnnft 

5. auf L liegt. 6. auf K liegt. 

®inen Äreiö ju jeid^nen, ber von L' bie ©ntfernung a' von L" 
bie ©ntfemung a" l^at, unb beffen aWittelpunft 

7. auf L liegt. 8. auf K liegt. 

9. ®inen Äreis ju jeid^nen, ber bie fiinien L unb L' berül^rt 
unb in weld^em bie Serül^rungsfel^ne = a ift. 

10. ®inen Äreiß ju jeid^nen, ber burd^ P unb F gel^t, unb ber 
eine burd^ P" auf PP' in gegebener Sftid^tung gejogene Sinie fo 
fd^neibet, baJ5 fie m P" l^albiert wirb. 

II. ©egeben A ABC unb auf AB gJunft P; man fott um P 
einen ÄreiS, weld^er AO in X unb BO in Y fd^neibet, fo fd^lagen, 
bafe XY II AB. anal, ©rrid^te auf AB in P ein fiot. 

b) 3n ben folgenben 3 • 14 = 42 Aufgaben, in benen ein Rreis ge^ 
fud^t wirb, bienen bie unter a, ß unb y öufgefteUten Sebingungen 
jur SBeftimmung bes Siabius beß gefud^ten Äreifeö unb einer 
©eraben als Ort für ben SWittelpunft; jur tJoHfiänbigen Se^ 
fHmmung feiner fiage bienen nod^ bie in §. 87 unter 1 bis 12, 
unb bie weiter unten unter 13 unb 14 aufgeftetlten ä3ebingungen. 


86 §• öö' ^' 

Sitten Jtreid )u )eid^nen^ ber 
a) bic Sßaraaelcn L' unb L" berül^tt, 
ß) L' unter ber Seltne a fd^neibet unb bie il^r paxaüdt L" berül^tt, 
i) bie giaraSelen L' unb It" be)figli($ unter ben ©eignen a unb 
a' fd^neibet^ 
unb au^erbent 

1 biö 12 ftel^e §. 87. 

13. beffen SJÜttelpunlt auf L liegt 

14. beffen SBittelpunft auf K liegt. 


§. 89. 

a) äSon fünften ^ ©eraben unb streifen in einer (Sbene ftnb je brei 
Stfide gegeben^ fo ba^ |ebedmal toenigflend ein ^untt gegeben^ 
n)eld^er auf einer ©eraben ober im Umfange eined 5treifed Hegen 
foK; einen ^reid )u jeid^nen^ n)eld^er bie gegebenen Stflde berül^rt 

$iema($ finb folgenbe 6 ä(uf gaben )u bilben: 
@inen itreid }u )ei(|nen^ toeld^er 

1. burd& P ge^t unb L in P' berührt. 

2. burd^ P gel^t unb K in F berührt. 

3. L unb L' berül^rt unb par L in P. 

3ur Söfung ber folgenben Aufgaben ifl ein gleid^fd^enfUge« 
5Dreied( ju fonfiruieren^ beffen ©pifie ber aRittelpunlt be« gefud^ten 
Äreife« ijt; unb jwar ifi von bemfelben bie Safid unb ein SBittfel 
an ber ©runblinie befannt; auf ben ©d^enfeln entfiel^en jwei untere 
9(bfd^nttte^ n)eld^e gleid^ bem Stabiud bed gegebenen jtreifed flnb. 

4. L unb K, unb jwar L in P berührt. 

5. L unb K, unb jwar K in P berührt. 2. anal. Sege an 
K in P eine S^angente. 

6. K unb K', unb jwar K in P berül^rt. 

b) 7. @inen itreid }u jeid^nen^ beffen 9RittelpunIt M auf L liegte ber 
burd^ P auf L gel^t unb 1/ berül^rt. Sinai. L' berül^re ben Jlrei« 
in A; jie^t man PB fenlred^t L', fo l^albiert PA ben SBinlel BPM. 

8. einen Äreid ju jeid^nen, beffen SDWttelpunft M auf L liegt, 
ber burd^ P auf L gel^t unb K (SRabiuö r) berül^rt. anal, ©er 
»erül^rungöpunft fei B; trägt man auf ber Sßerlängerung von MP 
t)on P aud r = PA ab, fo ifi MK = MA. 

9. 6inen Äreiö ju jeid^nen, ber K in P berül^rt unb L unter 
einer Seltne mit bem Jßeripl^eriewinfel o fd^neibet. Sinai. ®in Drt 
für M iil KP; L fd^neibe jtreid M in A unb B; bann ifl burd^ 
Za unb ben SBinlel, loeld^en PE mit L bilbet, bie ©eflalt bed 
J)reiedf3 AMP unb feine ßage gegen L, alfo aud& PA befiimmt. 


§. 89, 90. 87 

10. (Ss finb brei gleid^e fttelfe gegeben, bereu SWittelpunfte in 
gleid^en Slbflänben x>on einanber auf einer geraben Sinie liegen; einen 
Äreis }u fonjiruieren, weld^er ben mittelflen einfd^Hefeenb, bie belben 
anberen ^eife von aujsen berül^rt. 

§. 90. 
Äreife, toeld^e einen gegebenen Äreiö red^troinlUg ober 
unter bent S5urd&meffer fd^neiben, ober von i^m unter bew 
S)urd&meffer gefd^nitten werben. 

a) 2)ie SJMttelpunfte aKer itreife^ rotld^e burd^ P gelten unb E red^ts 
n)inl(ig fd^neiben, liegen auf einer geraben Sinie, bie man auf 
folgenbe SBeife fonfiruieren lann: SBenn M ber SDWttelpunft beö 
gefud^ten jtreifed iß^ n)eld^er E in A fd^neibet^ unb n)enn ber 
Slabiuä biefeä Äreifeö MA = MP = x gefefet wirb, fo ifl ME» = 
r^ + x^; MP2 = x^; mithin ME^-MP^^r^ golgUd^ ijt nad^ 
§. 47 ber Drt für bie ©pi^e eines 3)reiedd ju fud^en, beffen ©runin^ 
Knie = PE, unb in roeld^em bie SJifferenj ber Duabrate ber 
Seiten = r^ ift. SDa nun MP < ME fein mn^, fo ift auf PE 
in P ein Sot = r ju errid^ten. 

@inen ^reid ju }eid^nen, xod^tx 

1. burd^ P unb P' gel^t unb E red^twinflig fd^neibet. 

2. L in P berül^rt unb E red^ttoinfttg fd^neibet. 

3. E' in P berttl^rt unb E re$tn)infiig fd^neibet. 

4. bur(^ P gel^t unb E unb E' red^troinflig fd^neibet. 

b) SHe SRittelpunlte aller Äreife, weld^e burd^ P gelten unb E unter 
bem ©urd^meffer f(^neiben, liegen auf einer geraben Sinie. 

aSBenn M ber 3Wittelpunft bes gefud^ten Äreifed ifi, AB ber SJurd^^ 
meffer, unter toeli^em E von bem gefu(%ten Äreife gefd^nitten wirb, 
unb wenn man MA = MB « MP = x fefet, fo ijl ME^ = x^ - r^; 
MP2 = x2; mithin MP^-ME^^r^. g^olglid^ ijl nad& §. 47 ein 
Drt für bie ©pi^e eines ©reiedfö ju fonfiruieren. S)a MP > ME, 
f ifl auf PE in E ein Äot = r ju errid^ten. 

(Sinen jtreid ju seidenen, weld^er 

5. burd^ P unb P' gel^t unb E unter bem S)urd^meffer fd^neibet. 

6. L in P berül^rt unb E unter bem JDurd^meffer fd^neibet. 

7. E' in P berül^rt unb E unter bem ©urd^meffer fd^neibet 

8. burd^ P gel^t, unb E unb E' unter bem ©urd^meffer f d^neibet. 

c) a)en geometrifd^en Drt für bie aWittelpunfte atter ftreife, weld^e 
burd^ P gelten unb von E unter bem S)urd^meffer gefd^nitten werben,, 
finbet man nad^ §. 48, v)mn man bead^tet (M fei ber SKittelpunft 
beö gefud^ten Äreifeö, AB = 2x ber a)urd^meffer, unter weld^em et 
üon E gefd^nitten wirb), ba§ ME^^r^-x^, MP2 = x^ alf^ 
ME^ + MP^ = r^ 
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Sinen jtteid ju jeid^nen^ H)el<i^er 

9. S)ur($ P unb F gel^t unb oon E unter bem 2)ur(|me{fet 
gefi^^nitten wirb. 

10. L in P berül^tt unb von K unter bem 3)ur<j^mejfer ge« 
fii^nitten wirb. 

11. K' in P berßl^rt unb von K unter bem 3)urd^meffer ge* 
.f d^nitten wirb. 

12. burd^ P gel^t unb von K unb K' unter SDur(%meffern ge^ 
fd&nitten nnrb. 

d) 3n ben folgenben aufgaben wirb ber aWittelpunft bed Äreifeö 
burd^ ben 3)urd^fd^nitt je jweier ber unter a, b, c gefunbenen 

^ Örter bejHmmt. 

©inen Äreis ju jeid^nen, welcher burd^ P gel^t unb 

13. K red^twinßig unb K' unter bem 3>urd^meffer fd^neibet. 

14. K red^troinflig fd^neibet unb von K' unter bem ©urdpmeffer 
gefd^nitten wirb. 

15. K unter bem SDurd^meffer fd^neibet unb von K' unter bem 
©urd^meffer gefd^nitten wirb. 

e) 3n ben folgenben Aufgaben fud^e man, wenn M ber SJKttelpunft 
be§ gefud^ten Äreifed ifl, bie SDifferenj ober Qnmmt t)on MK^ unb 
MK'2 burd^ bie ©ifferenj ober ©umme oon r^ unb t'^ auö^ 
jubrttdfen. aWan l^at bann ben Ort für bie ©pi|e eineö S)reiedf8 
JU fud^en, in welchem bie ©runblinie = KK', unb in weld^em bie 
SDifferenj ober Summe ber Duabrate ber (Seiten befannt ifl. ^n 
bemerlen ift nod^, ba§ xotnn jwei gegebene Äreife ben gefud^ten ftreiö 
unter bem Surd^meffer fd^neiben, jene beiben fid^ fi^neiben müjfen. 

©inen ftreiö ju jeid^uen, weld^er 

16. K, K' unb K" red^twinWig fd^neibet. 

17. K unb K' red^twinHig unb K" unter bem S)urd^meffer fd^neibet. 

18. K red^twinflig, K' unb K" unter bem SDurd^meffer fd^neibet. 

19. K, K', K" unter bem 2)urd^meffer fd^neibet. 

20. K unb K' red^twinftig fd^neibet, oon K" unter bem SJurd^- 
meffer gefd^nitten wirb. 

21. E unb E' unter bem 3)urd^meffer fd^neibet, üon K" unter 
bem 3)ur(%meffer gefd^nitten wirb. 

22. E red^twinJEtig, E' unter bem S)ur(^meffer fd^neibet unb t)on 
K'[ unter bem SDurd^meffer gefd^nitten wirb. 

23. E red^twinfUg fd^neibet unb t)on E' unb E" unter bem 
SDurd^meffer gefd^nitten wirb. 

24. E unter bem 2)urd^mejfer fd^neibet unb von K' unb E" 
unter bem S)urd^meffer gefd^nitten wirb. 
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25. Don K, K'y K" unter bem S)ur(3^mefTer gefd^nitten toitb. 
(alle btei ftreife muffen ^x^ i^Qtn^dtxQ fd^neiben; bie brei gemetn^^ 
fd^aftlid^en ©eignen f(|neiben \i^ in einem 5ßunlt, bem MMpmtt 
bed gefud^ten ^reifed.) 

Slnmetlung. %üx einige biefet ortet erl^ält man eine fel^r 
einfädle unb elegante itonftrultion mit $ülfe ber 5treidpoten}fä^e 
<a3ergleid^e §. 100.) 


B. SCttfgaleit, toeld^e mit Sentt^ttitg bev ^S^e Hott htn Sitt^SlU 

itiffett ju lofett fiitb. 

§.91. 

Sluf ber 5ßerip]^erie eines gegebenen Äreifeft einen 5ßunft 
JU beftimmen. 

1. 2luf bem jur ©el^ne AB geprenben SBogen eined Äreifeß 
einen 5ßunlt X fo ju beftimmen, ba§ AX:BX = m in. (§. 59.) 

2. 3luf bem jur ©el^ne AB gel^örenben Sogen eined Äreifeö 
einen $ßunlt X fo ju beftimmen, bafe AX • BX = q^. anal. S^^^^ 
Surd^meffer DX, tjerbinbe A mit D, CX ± AB unb beftimme CX. 

3. auf ber ©e^ne AB eine« Äreifes K ein Sot XT (X liegt auf 
AB) fo JU errid^en, bafe AB : AY = AY : XY. anal. A0± AY 
bis jum 5Durd^fd^nitt mit XY. es üerl^dlt ftd^ OY : AY = AY : XY, 
ba^er OY « AB. ferner D bie 3Kitte oon OY. 3ie^t man DL II YK 
unb Kli II YD, fo ijt L beftimmt, LD = r, AD =- »A AB. 

4. ©egeben K, L unb L'; auf E einen 5ßunft X fo ju beftimmen, 
baJ3 bie von X auf L unb L' gefällten Sote fid^ = m : n t)er]^alten. 

§. 92. 
3n Äreifen ©eignen ju jiel^en. 
a) ©egcben ein ftreis. 

1. (Segeben ftreis K unb innerl^alb besfelben 5ßunlt P; burd^ P 
eine ©el^ne XY fo ju jiel^en, ba§ PX;PY = in:ii. 1. anal. 
Sie^e ZY 11 KX bis jum 2)urd&fd&nitt mit KP, fo ift KP:PZ = 
m:n unb ZY ju beftimmen aus r:ZY = m:n. 2. anal. 3. anl^. 27. 

2. ©egeben ftreis K, bie ©el^ne AB unb auf ber 5ßeripl^erle 
5ßunlt P; man foll von P eine Seltne PX, meldte AB in Y 
fd^neibet, fo jie^en, bajs PY : XY = m : n. anal. Sielte CX H AB 
bis }um S)urd^fd^nitt mit PK. 

3. ©egeben ein ftreis, bie ©el^ne AB unb auf berfelben 5ßunft P; 
burd^ P eine ©el^ne XY fo ju giel^en, bafe AX : BY = m : n. 
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4. ©egeben ein Rxtü unb auf ber ^eripl^erie bie ^untte P unb 
P'; man foQ eine Seltne » a fo in ben ilreid legen, bag, nienn barauf 
bie ßote PI unb FT gefattt werben, fid^ PX : PT = m : n oerJ^fiK. 
änat. PP' unb XY ober il^re aSerlängerungen tn^m fid^ in Z 
f^neiben; bann wirb PF burd^ Z im SSerl^ältnid m:n geteilt. 

begeben Areift E unb auf einem S)urd^meffer bedfelben jioei 
gSunfte P unb P', jebod^ ju tjerfd^iebenen ©eiten bed aWittelpunfte«; 
man foff burd^ P unb F jwei gleid^e ©eignen fo jiel^en, ba§ fte ^ 

5. auf ber 5ßeripl^erie in X fd^neiben. «nal. Z KXP =- KXF 

(§. 59), 

6. auf einem jweiten gegebenen 3)urd&meffer in X fd^neiben. 
9lnal. äl^nlid^ wie bei 5. 

7. (Segeben Äreid K unb auf ber 5ßeripl^erie P; t)on P Rnb jtoei 
Seinen PX unb PT f o ju jiel^en, ba^ PX : PT = m : n unb XY 
Durd^meffer wirb. anal. @rrid^te auf PK in K ein £ot, biö e« 
PX trifft, fo ergeben fid^ jwei ftl^nlid^e SJreiedEe. 

8. ©egeben ein Jlreid unb innerl^alb bedfelben ^unft P; t)on F 
nadö ber gJertpl^erie jwei Sinien PX unb PT fo ju jiel^en, ba^ 
PX:PT = in:ii unb XT ©urd^meifer wirb (§. 59, b.) 

9. Oegeben Äreiö K unb in bemfelben bie ©el^ne AB^ man fott 
eine ©el^ne XT, weld^e AB in Z fd^neibet, fo jiel^en, bafe XZ :TZ 
= m:n unb ZXZA=:a. anal. KU±XT. 3)ann iji UZ: UX 
befannt (nämlid^ = n — m : m- m ober m — ii:nn-ii). ©arou» 
ergiebt fi(^ ein Drt für X. 

10. Oegeben ein Äreid unb in bemfelben bie ©el^ne AB; auf AB 
ben 5pun!t X fo ju bejlimmen, baß, wenn na^ ber 5perip]^erie bie 
Sinie XT gejogen wirb, Z AXT = a unb XT^ : AX • BX = mm. 
Sinai. SSerlängere XT bis jur $peripl^erie, fo ifl pe auf 9 jurfidfgefül^rt. 

11. Oegeben ein ÄreiS unb in bemfelben bie©el^neAB; in ben 
Äreid eine ©el^ne XT = a, weld^e AB in Z fd^neibet, fo einjutrogen, 
bafe XZ : TZ == m : n. 

12. Oegeben ein Äreis unb in bemfelben bie ©el^ne AB; man 
foH in bem Äreife eine ©el^ne XT = a, weld^e AB in Z fd^neibet, 
fo jiel^en, baß XZ • TZ =i q\ (§. 114, 3.) 

13. ©egeben ein ftreid unb in bemfelben bie ©el^ne AB; man fott 
auf AB einen $punft X fo beftimmen, baß, wenn man naif ber^ßeripl^erle 
bie Sinie XT jiel^t, XT = a unb XT^ : AX . BX = m : n (10.) 

14. ©egeben Äreiä K unb in bemfelben bie ©el^ne AB ; man fott 
in bemfelben eine jweite ©el^ne XT fo jiel^en, baß pe burd^ bie 
SRabien KA unb KB in brei gleid^e 2;eile geteilt wirb. 

15. ©egeben Äreiö K unb in bemfelben bie ©el^ne AB; man fott 
jwifd&en ben SBerlängerungen ber SRablen KA unb KB eine Sinie 
fo jiel^en, baß fie burd^ ben Äreiö in brei gleid^e SJeile geteilt wirb. 
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16. ®tiebm Jtreid E unb in bemfelben bie Seltne AB; man 
foB eine jtoeite Seltne XT II AB, toeM^e KA in Z, unb KB in V 
trifft, fo jiel^en, bafe XZ : ZV = m : n. 

b) ©egeben jwei Äreife. 

a) 3n ben ftd^ in P f d^neibenben Steifen K unb K' jwei ©eignen, 
md^e eine gerabe Sinie bilben, fo ju jiel^en, bag 

17. bie ©eignen fl($ = m : n vtt^alttn, 1. Sinai, ©rrid^tet man 
auf bet gefud^ten Sinie in P eine ©enlred^te, fo teilt biefe KK' im 
SSetl^dltniö mm. ©a e« nad^ §. 114, 1 jwei S^eilpunlte giebt, fo 
finb aud^ l^ier jwei Sinien üorl^anben. 2. Sinai. 3. Slni^. 27. 

18. ba« aied^tedt aus beiben ©eignen = q^ ifi (§. 75, 4). 2. Sinai. 
3. Slnl^. 29. 

ß) 3n ben fld^ in P fd^neibenben Äreifen K unb K' jwel ©eignen, 
n)eld^e fld^ unter bem äBinlel a fd^neiben, fo )u jiel^en, bag 

19. bie ©eignen ftd^ « m : n t)etl^alten. (®urd^ §. 83, b jurüdt 
jufü^ren auf 17). 2. Sinai. 3. Slnl^. 33. 

20. bad SRed^tedE aud beiben ©eignen = q^ ifi. (3)urd^ §. 83, b 
jurüd^ufü^ten auf 18). 3. Sinai. 3. Slnl^. 35. 

Slnmetf. Sl^nlid^e Slufgaben finben fld^ in §. 83. 

c) ©egeben jwei Äreife K unb K'; eine gerabe Sinie fd^neibe bie^ 
felben unter gteid^en ©eignen AB unb CD; ber aßittetpunlt B oon 
BC liegt auf ber ^ßotenjlinie (bem geometrifd^en Drt ber aWittet 
punfte ber Äreife, weld^e beibe red^twinflig fd^neiben); ein auf 
BO in E errid^teteä Sot trifft bie 3mtte H üon KK'. 

@ine Sinie ;u lonflruieren, n^eld^e E unb E' unter gleid^en 
©eignen fd^neibet, fo ba^ fte 

21. burd^ einen gegebenen Sßnntt ber ^otenjUnie gel^t. 

22. paraCel L ifi. 

23. burd^ P gel^t. 

d) ©oH burd^ jwei Äreife K unb K' eine gerabe Sinie fo gejogen 
werben, bag fid^ bie ©eignen in beiben ftreifen = m : n t)er]^alten, 
fo tritt an bie ©tede ber 5ßotenjlinie in ben Slufgaben unter c) 
ber §. 96, a lonftruierte Äreiö als geometrifd^er Drt 

Sine gerabe Sinie )u lonfiruieren, n)el4e E unb E' unter 
©eignen fd^neibet, bie fid^ = m : n oer^alten, f o ba§ fie 

24. paraCel L ift 

25. burd^ P gel^t. 

Slnmerlung. Siegt P auf bem eben enodl^nten Drt, fo wirb 
bie Slufgabe äl^nlid^ wie 21. 

e) ©egeben E unb E', unb P unb P'; burd^ P unb P' jwei 
parallele Sinien ju }iel^en, toeld^e E unb E' 
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26. unter gleid^cn ©eJ^nen fd&neiben, anal. 3^^^^ ^^^^ ? 
eine Slnie PK" gleid^ unb paxaM P'K', fd^Iage um K" einen K' 
gletd&en Ätei«, fo ip bte aufgäbe auf 23 jurüdgefül^tt. 

27. unter ©eignen fd&neiben, weld^e fid^ = m:ii üerl^alten. SlnaL 
Sl^nHd^ xoit 26 jurfid^fül^ren auf 25. 

f ) ©inb jwei Äreife K unb K' gegeben, unb foll man in il^nen jwei 
gleid^e ©eignen AB urib OD jiel^en^ bie fid^, nötigenfattö vexlaxi? 
gert, unter Z a in E fd^neiben, fo üerlängere AE über E l^inaus 
um ED bis D', lege an ED' in E Z K'ED an unb mad^e ben 
freien ©d^enlel EK" = EK'; fd^tage bann um K" mit r' einen 
Äreiä, weld^er burd^ D' gel^t unb ED' in 0' trifft; bann ifl 
ZK'EK" = DED' = 2R-a; atfo ifl gSunft unb Ärei« K" §u 
finben; bal^er bie 9(ufgaben auf 21 bid 23 )urüd}ufül^ren ftnb. 
3wei gerabe Sinien ju lonjiruieren, toeld^e K unb K' unter gleid^en 

©eignen unb ftd^ fetter unter Z a f d^neiben, f o ba§ il^r SJurd^f d^nittöpunft 

28. ein gegebener ^ßunlt ber $potenjlinie ijl. 

29. ein beliebiger 5punft P ift. 

30. 3^^i gerabe Sinien ju lonjiruieren, weld^e K unb K' unter 
©eignen im SBerl^altni« ro : n unb fid^ fetter unter Z a fd^neiben, bejfen 
©d^eitelpunft gegeben ijl. Sinai. Sl^nlid^ wie 28 unb 29 jurüdfjufül^ren 
auf 25. 

31. (Segeben K, K' unb P; um P einen Äreid ju befd^reiben, 
weld^er K unb K' unter gleid^en ©eignen AB unb CD fd^neibet. Sinai. 
E fei beraJurd^fd&nittäpunft oon AB unb CD, KP± AB unbK'GJ_CD; 
bann ifl PK^ = r^-AP^ unb K'G^ = r'^ - CGS folglid^ KF^- 
K'G2 = r2-^r'2; unb ba PP = PG, fo ijl KP-K'G = KP- 
K'P, alfo fmb KP unb K'G ju fonftruieren nad^ §. 16, 9. 

§. 93. 
©elanten unb 2;angenten an einen Äreid. 
a) ©elanten an einen Äreiä. 

1. ©egeben ein Ärei« unb aufeerl^att beäfelben P; Don P ift eine 
©elante PAB gejogen, man fott eine jujeite ©elante PXY fo jiel^en, 
baß AY : BX = m : n. 

2. ©egeben K, L unb P; man foll oon P nad^ L eine Sinie 
fo jiel^en, baß fle burd^ ben einen SJurd^fd^nittöpunlt mit K im SBer- 
l^ältnis m : n geteilt wirb. 

3. ©egeben ein Ärei« unb augerl^alb beäfelben P; von P nad^ 
K eine ©elante PXY fo jU jiel^en, ba§ PX:XY = XY:PY. 
Sinai. Sege oon P an ben Äreiä eine SCangente. 

4. ©egeben ein Areid unb augerl^alb bedfelben P; man foS von 
P eine (BttanU PXY fo jie^en, bafe PY:PX = PX:XY. Sinai. 
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Sege t)on P tim ^an^mte PA an ben Ärelß; jlel^e BX II AY, fo ijl 
PA in B fletig geteilt; femer folgt auÄ A PAI eo PBX, ba§ 
PX2 = PA . PB. 

5. (Segeben K unb in bemfelben ber 3)ur(§meffer AB; man foll 
auf ber an K In A gelegten 2;angente einen 5ßunlt X fo befümmen, 
baf , wenn man B mit X oerbinbet, weld^e Sinie ben Ärei« nod^ in T 
trifft, XY = a wirb. «naL BX - BY = a unb BX-BY = AB^. 
b) 2:angenten an einen Äreis. 

6. (begeben E unb in bemfelben bie 9iabien EA unb EB; man 
fott jwifd^en il^ren SSerldngerungen eine Sinie XY, roetd^e ben Äreiß in 
Z berül^rt, fo jie^en, bafe XZ : YZ = m : n. 1. «nal. 3iel^e AC II XY 
bis jum 3)urd^fd^nltt mit EZ, verlängere AC bis eö EY trifft unb 
OD II EBbidjum3)urd^fd^nittmit AE,fox)erptfi^ AD:DE = m:n. 
2. Sinai. Seidene AXEY junftd^ft ber ®e|lalt nad^ (§. 54, h, 2). 

©egeben E unb L II L'; man foll an E eine 2:angente bid §um 
2)urd^fd^nitt mit L unb L' fo legen, ba§ pe 

7. im aSerül^rungdpunft im JBerl^ältniö m : n geteilt wirb. 

8. burd^ L im SSerl^attnid m : n geteilt wirb. 

9. 3w^f<^^^ JW)ei ftd^ fd^neibenben 2:angenten eines Äreife« eine 
britte fo an ben Äreis ju legen, ba^ fie im SBerül^rungöpunft im aSer^ 
l^ältnld mm geteilt wirb. Sinai. Fig. 4. A Ain'"B beftimmt aud 
Z Am"'B, m"T unb AF":F"B = m:n (§. 54, h, 2.) 

10. 3wifd^en jwei fid^ fd^neibenben S^angenten eine« Äreifes eine 
britte fo an ben Äreiß ju legen, ba§ ba« SRed^tedf au« ii^ren Segmenten 
==q^ Sinai. Fig. 4. A AmPcoAm'"F"; bal^er AF:m'"F" = 
mP : AF" ober BF'" : in'"F'" = mP : AF'" ober in'"F'" . mP =. q^; 
l^iemad^ mP }u befUmmen. 

§. 94. 
©egeben ein Jtreid unb au^erl^alb bedfelben jn^ei 
5ßunlte; man foll unter gewiffen S3ebingungen eine Sinie 
jiel^en ober einen ?ßunlt beflimmen. 

a) Fig. 5. ©egeben E, P unb P'; man foll an E eine S^angente 
AB, weld^e E in berül^rt, fo legen, ba§, wenn man barauf 
x>on P unb F bejügUd^ bie Sote PA unb FB fäCt, 

1. PA:FB==m:n 3. OA-CB^q^. (§.75, 4.) 

2. CA:OB = m:n. 

b) Fig. 6. ©egeben E, P unb F; burd^ P eine ßinie AB fo ju 
giel^en, ba^, xoenn man barauf jn^ei £ote fäQt, von benen bad eine 
P'B burd^ P' gel^t, baS anbere AC Äreifi E in berül^rt, 

4. P'B : CA = m : n 5. PA : PB = m : n 

6. PA : FB = m : n. (§. 75, 3.) 

7. AC:PB=m:n. Sinai. g^äaeüonEaufABeinSot. (§.75,8-) 
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§.95. 
begeben finb Areife, Sinien unb fünfte; man foU eine 
Sinie jiel^en, bie ju benfelben in t)or8efd^tiebenen S3e)ie« 
l^ungen fle^t. 

a) 3n ben folgenben aufgaben lommen fünf geometrifdöe Örter in 
änwenbung, nämlid^ 3. änl^ang 28, 27, 28, 29, 31. Unter 
Teilung einer ©trede ijl l^ier flett niii^t nur bie innere, fonbem 
aud^ bie äußere t)erflanben (§. 114, 1). 

Oegeben L, K, P; bur^ P eine fiinle, weld^e L in X unb K 
in Y f<|neibet, fo ju jiel^en, baß 

I. PX:PT = m:n 2. PXPT^q» 

©egeben K, K' unb P auf ber 5ßeripl^erie x>on K; bur<| P 
jwifi^en beiben 5peripl^erieen eine Sinie XY fo ju jiel^en, bag 
3. PX = PY 4. PX:PY = in:n. 5. PXPY = q> 

©egeben K, K' unb P auf feiner ber beiben gjeri^lerieen; burd^ 
P jwifd^en beiben Äreifen eine Sinie fo ju jiel^en, bafe 

6. PX«PY 7. PX:PY = in:n 8. PX-PY = q« 
©egeben P, P', K; bie Sinien PX unb PX, weld^e K refp. in 
Y unb Y' fd^neiben, fo ju jiel(ien, bofe 
9. PY = YX unb P Y' = YX. 
10. PX : PY = m : n unb FX : PT' = m' : n'. 

II. PX.PY = q2 unb PX-FY' = q'^. 

12. PX.PY = q2 unb PX : PT' = m : n. 

b) Fig. 8. ©egeben K, K' unb P; man fott bur<ä^ P eine ißinie fo 
jiei^en, bafe, xomn man barauf bie Sote CA unb DB fällt, weld^e 
K unb K' b^ügli<$ in unb D berül^ren, 

13. CA : DB = m : n. Sinai, gfttte von K unb K' Sote auf 
AB. (§. 75, 2.) 

14. PA:PB = m:n. 1. Stnal. aSerlängere DP bi« eß A in 
E trifft, errid^te auf CA in E ein Sot, weld^eö KT in P trifft unb 
fd^lage mit FE um P rinen Äreis, fo mi^ält fid^ PP : PK' = 
PE:K'D=:m:n. 2. Sinai. Seile KK' burd^ G = in:ii, unb 

TIT 

CD burd^ H = m:n; GH trifft KD in I; bann ifl HI= , 

GI = -^5^; mithin GH==^ nr-mr' ^pHG = R. 

c) Fig. 7. ©egeben P, K unb K'; man fott an K eine 2:angente, 
weld^e il^n in C berül^rt, fo legen, ba§, votnn barauf bie Sote DA 
unb PB gefällt werben, üon benen DA ben Äreiö K' in D berfil^rt, 

15. DA : PB = m : n. (§. 75, 2.) 

16. CA : CB = m : n. Sinai. 3iel^e burd^ K eine JßaraOele 
JU AB unb ©erbinbe P mit K. 

d) Fig. 9. ©egeben K, K', K"; man fott an K eine S^angente, 


k. 
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wcld^e K in C berfil&rt, fo legen, ba§, xotm man barauf bießote 
DA unb EB fäfft, weld^e K' unb K" in D unb E berül^ten, 

17. DA:EB = m:n. 

18. CA : OB = m : n. «nal. S^nli^ xo\t bei U. 

§. 96. 

einen ^ßunlt ju beflimmen, f o baß bie t)on il^nt an Qt^tbent 

Äteife gejoflenen Tangenten in gegebenem SSeri^altni« [teilen. 

a) Sei ben folgenben Aufgaben lommt e« barauf an, einen 5ßunft ber^ 

art 3u befttmmen, bafe bie t)on il^m an jwei gegebene Äreif e gejogenen 

2;angenten in einem gegebenen SSer^ältnid m : n flel^en. 3m folgenben 

foH gejeigt werben, ba§ ber geometrifd^e Ort für biefen 5ßunft eine 

lonftruierbare ÄreiftKnie ifl. ©er »eweiö flüfit ftd^ auf einen ^ülfdfafe. 

^ülfdfa|. 3iel^t man t)on einem fünfte auf ber ^eripl^erie 

eint§ JtreifeiS an einen anberen jtreid eine 2:angente, fo ifl bad 

Duabrat berfelben gleid^ bem boppelten ^robult aud ber Centrale 

unb ber @nifemung bed ^unlted t)on ber ^otenjlinie. 

»eweid. S)ie aWittelpunfte ber Äreife feien K unb K', il^re SRabien 
refp. r unb r', O fei ber ©urd&fd^nittöpunft von ßentrale unb 5potenj« 
Knie, P ein ^ßunft auf ber 5peripl^erie Don K', PQ fenfreiä^t auf ber 
JßotenjUnle, PS f enfreii^t auf KK', enblid^ PL eine S:angente oon P an 
K. 3lun ift PL^ « PK^ — r^, aber naci^ bem Derattgemeinerten 
gj^tl^agoreifiä^en ße^a^e PK^ = OK^ n- OP^ =t 20K-0S (baä obere 
ober untere 3^<l^n ifl ju nel^men, je nad^bem E unb E' auf oerfd^iebenen 
ober berfelben ©eite ber ^potenjlinie liegen), folgUd^ ifl PL^ = OE^ -h 
OP^=fc20E.OS-r^ gemer ift na^ ber ©runbeigenfd^aft ber 
gSotenjlinie OE^ - r^ = OE'^ ^ r'^ mttl^in PL^ « OE'^ + OP^ =*= 
20E-0S — r'^ S)a enblid^ nad& bem oeraUgemeinerten 5ßptl^agoreifd^ 
ßel^rfa^e OE'^h- OP^-r'» = 20E'.0S ifl, fo ifl PL^ = 20E'.0S 
cfc20E.OS==20S(OE'd=OE) = 20SEE' = 2PQ.EE'. 

ßd feien nun E, E', unb M brei Äreife mit gemeinf$aftlid&er 
^otenjlinie, fo ba§ alfo bie brei 3RittelpunIte in geraber ßinie liegen 
mflffen. P fei ein ^ßunft auf M, PQ fenlred^t jur 5potenjlinie gejogen, 
PL unb PL' SJangenten refpeftioe an E unb E'. Sßun ifl nad^ bem 
obigen fiülfdfafte PL2«2PQ-ME unb PI/^« 2PQ.ME', alfo 
PL^ : PL'2 = ME : ME' ober PL : PL' = }/ME : \/MW. ©inb benu 
nadö E unb E' gegeben, unb fott ein ^ßunft P fo befUmmt werben, bafe 
bie von ifym an biefe Äreife gejogenen S:angenten fid^ wie m:n t)erl^alten, 
f liegt P auf ber 5peripl^erie eines Äreifeö, ber mit E unb E' biefelbe 
?ßotenjlinie l^at, unb beffen amttelpunft M bie Gentrale EE' äufeerlid^ 
im »erl^dltnid m^ : n^ teilt, b. ||. fo, bafe ME : ME' = m^ : n« ifl. 
gunäd^fl ifl M nad& §. 114, 13, b ju fonftruieren. ©d^neiben fid^ E 
unb E', fo gel^t ber gefud^te Äreid burd^ il^re ajurd^fd^nittspunfte l^inburd^. 
©d^nelben fld^ E unb E' nid^t, fo jiel^e man DOh bem SJurd^fd^nittöpunfte 


ii. 
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O ber Centrale unb ^otenjUnle bie SJangente OT, fd^Iage mit OT um 
O einen Älteid, ber einen über OM errid^teten ^albfreiö in U treffe, 
fd^Iage enbliiä^ um M mit Mü einen Äreiö, fo ifl beffen ?ßeripl^erie 
ber gefud^te Drt für P. 

Slnmerlung 1. Sei bem ^ülfftfafee lann an^ P innerl^att K 
liegen. 9ln bie Steile ber 2:angente tritt bann bad Duabrat ber l^alben 
fleinfien ©el^ne^ roeliä^e man burd^ P in K jiel^en lann. SKan gelangt 
auf biefe SBBeife ju bem affgemeineren ©afce: S)er geometrifd^e Drt für 
äffe 5punfte, beren ^ßotenjen in bejug auf jwei gegebene Älreife in einem 
gegebenen SSerl^ältniö m^rn^ [teilen, ift ein Äreld, ber mit ben gegebenen 
bie ^potenjlinie gemein l^at. ©ein SDWttelpunlt teilt bie ©entrale in 
entfpred^enber SBeife in bemfelben aSerl^oltniÄ, unb jmar äußerlid^, 
xomn bie ^otenjen gleid^artig^ innerlid^, roenn fie ungleid^artig flnb. 

3lnmer!ung 2. 3ft ber 3flabiuö be« einen Äreifeä = 0, fo fd^rumpft 
berÄreiö ju einem 5punft jufammen. 3)ie aufgäbe l^eifet bann: einen 5ßunft 
ju ftnben t)on ber Slrt, ba§, wenn man i^n mit einem gegebenen 5ßunft 
t)erbinbet unb vm i^m an mm gegebenen Äreid eine SCangente legt, fid^ 
biefeSinien = m:n uerl^alten. SJie aCuflöfung ift ber vorigen ganjäl^nlid^. 

3fl aud^ ber Sftabiuä beä jweiten Äreifeö = 0, fo l^eigt bie Slufgabe: 
einen 5punlt üon ber Slrt ju ftnben, ba§, wenn man il^n mit jmei 
gegebenen $punften uerbinbet, fid^ biefe aSerbinbungSlinien = m : n 
tjerl^alten, 3)ied ifi bann ber Slpoffonifd^e ßel^rfafe §. 59. 

3n ben folgenben aufgaben foff ein ?ßunlt X gefud^t werben; 
flnb Don X an gegebene ftreife K, K', K" 2:angenten ju jiel^en, fo 
werben biefe mit XA, XA', XA" bejeid^net. 

1. ©egeben P, P', K; auf K einen gJunft X fo ju beftlmmen, 
baß XP : XF = m : n. 

2. ©egeben P, L, K; auf L einen 5punft X fo ju beftimmen, 
ba§ XP : XA = m : n. 

3. ©egeben P, K, K'; auf K' einen gSunItX fo ju beflimmen, 
baß XP : XA = m : n. 

4. ©egeben L, K, K'; auf L einen 5ßunft X fo ju beftimmen, 
baß XA : XA' = m : n. 

5. ©egeben K, K', K"; auf K" einen 5punft X fo ju beftimmen, 
baß XA:XA'=:m:n. 

6. ©egeben P, F, P"; einen gJunIt X fo ju beftimmen, baß 
XP:XP':XF'«in:n:p. 

7. ©egeben P, P', K; einen «ßunft X fo ju bejiimmen, baß 
XP:XP':XA = in:n:p. 

8. ©egeben P, K, K'; einen $ßunft X fo ju beftimmen, baß 
XP:XA:XA'==m:n:p. 

9. ©egeben K, K', K"; einen gSunft X fo ju beftimmen, baß 
X A : X A' : XA" = m : n : p. 


§. 96, 97. 97 

b) 83ei ßöfung ber nä^fien Slufgaben ifl folgenbe Slufgabc ju Beamten: 

©inen $ßunlt X ju finbcn^ fo ba§, wenn man an ben gegebenen 

Areid E bie S^angenten XA unb XB legt unb an ben gegebenen 

Äreid K' bie Tangenten XA' unb XB', Z AXB = A'XB' ift. 

3)a AAXKooA'XK', fo ifi KX:K'X = r:r'. aRit^tn ifi 

ber Drt für ben ^ßunft X aud^ ber Ort für bie ©pifee eine« SJreiedä, 

beffen ©runblinie KK' unb beffen ©eiten fi(]^ = r : r' vtx^altm. (§. 59.) 

10. ©egeben K, K', L; auf L einen ?ßunft X fo ju beflimmen 
bag ber äBinlel, xotl^tn bie an E gezogenen S^angenten bilben, gleiij^ 
bem SBinlel ift, n)el$en bie an E' g^ogenen S^angenten bilben. 

11. ©egeben E, E', E"; auf E" einen ^untt X fo ju bejlimmen, 
bag ber 9BinIel, n^eld^en bie an E gezogenen S^angenten bilben, gleii^ 
bem SBinlel ift, meldten bie an E' gejogenen S^angenten bilben. 

12. Oegeben E, E', E"; einen gSunft X fo ju beftimmen, bafe 
ber äBinlel, toeld^en bie an E gejogenen Stangenten bilben, gleid^ ifi 
fomol^l bem SBinlel, n)eld^en bie an E' gezogenen, aU aud^ bem^ 
meldten bie an E" gejogenen S^angenten bilben. 

§. 97. 
@inen Areid ju jeid^nen, n)enn ber 9iabiud nid^t gegeben. 

a) 3n ben folgenben aufgaben finb ein ober jwei 5ßunlte gegeben, 
burd^ n)eld^e ber Jtreid gelten foO; bie anberen ^untte finbet man 
mit ä3enu6ung bed @a^ed, ba^, wmn oon einem $unft augerl^alb 
eines Äreifeö an biefen eine 2:angente unb eine ©elante gejogen, 
bie SJangente bie mittlere ^proportionale jwifd&en ber ganjen ©efante 
unb il^rem äußeren Slbfd^nitt ifl. 

1. ©inen Ärei«, ber burd^ P unb P' gel^t, fo ju jeid^nen, bafe 
bie t)on P" an ll^n gelegte 2:angente = a. (©dalägt man mit a um 
P" einen Äreid, fo ifi bie Aufgabe aud^ nad^ §. 90, 1 ju löfen.) 

2. ©inen Ärei«, ber burd^ P gel^t, fo ju jeii^nen^ bag bie t)on 
P' unb P" an il^n gelegten 2^angenten bejüglld^ = a unb b finb. 
(©d^ldgt man mit a unb b um F unb P" Äreife, fo ift bie Stufgabe 
aud^ )U löfen nad^ §. 90^ 4.) 

3. 3^if<ä^^« jwrt foncentrif(§en Äreifen ifi P gegeben; man foH 
um P einen Äreid^ meld^er bie gegebenen Äreife in A unb B f(§neibet, 
fo fd^lagen, ba^ EAB eine gerabe Sinie ifi. 

4. ©egeben E unb in bemfelben ein ^urd^meffer AB; man foH 
auf ber 5perip]^erie einen $punft X fo beflimmen, ba§ XB gleid^ ifi ber 
©ntfernung beö gJunfte« X oon bem auf AB in A errid^teten fiot. 
«nal. fJäCe t)on X auf AB ein Sot, fo ifi AB in C fietig geteilt. 

b) ©egeben P, P', P"; um P einen Äreiö ju lonftruieren, an meldten 
oon P' unb P" bie S^angenten P'A unb P"B fo gejogen werben, ba^ 
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5. FA -f P"ß =» 8. «nal. »erldnsete FA über A um F'B 
bid E, fo ifl PE « PP". 

6. FA - F'B « d. anal, ft^nlid^ tote 5. 

7. FA : F'B «mm. Sinai, wie 5, bann für A Drt 27 unb 
bet über PP' gefd^lagene i&albfrei«. 

8. pe pd^ unter Za fd^neiben. Sinai, ©d^netben fie fid^ in 0, 
fo ift ber Äreiö burd^ F, F' unb beflimmt; ferner ber mtttU 

punlt von fP. 

§.98. 

83ei ber Söfung ber näd^fien Sluf gaben Ifi folgenbe« ju bead^ten: 

3)er geometrifd^e Drt für ben aWittelpunft eined ftreife«, njeld^er L 
unter bent SBinlel a fd^neibet unb L' berül^rt, ift auf folgenbe SBeife 
JU flnben: L unb L' fd^nelben fid^ in E; ber gefud^te Äreiö, beffen 
SDWttelpunlt M, berül^re L' in D^ fd^neibe L in A unb B, unb von 
M fei auf L baö Sot MO gefallt. 2)a Z a belannt, fo lennt man 
baä SSerl^ältniö ber ßinien MA : MO, alfo aud^ MD : MC, nwburd^ 
bie 3Hd6tung ber Sinie EM gegeben. 

Sei mel^reren ber folgenben Slufgaben ift bie Sinie, wtl^e ber 
gefud^te Ärei« berül^rt, nid^t unmittelbar gegeben; fie ifl erft mittet 
bar aud ben S3ebingungen ber Slufgabe ju ftnben. 

(begeben L, L', L''; man foU einen ^reid jeid^nen, n)eld|er L 
unter bem SBinfel a fd^neibet unb 

1. L' unb L" berührt. 

2. L' berül^rt unb beffen a»ittelpunft auf L" liegt. 

3. L' berül^rt unb L" unter einer ©el^ne mit ber Sogenl^öl^e a" 
fd^neibet. 

4. L' berftl^rt unb beffen fleinfter Slbftanb t>on L" = a". 

5. L' unb L" unter ©eignen fd&neibet, beren Söogenl^öl^n be^ 
jöglid^ a' unb a" finb. 

6. L' unter einer ©efine mit ber »ogwl^öl^e a fd^neibet, unb 
beffen aßittelpunlt auf L" liegt. 

7. L' unter einer ©el^ne mit ber SSogenl^öl^e a' fd^neibet unb 
beffen Ileinfter Slbftanb oon L" « a" ift. 

8. beffen fleinfter ätbftanb von L' = a' ift unb beffen aWittet 
punit auf L" liegt. 

9. beffen Keinfter Slbftanb oon L' unb L" bejüglid^ = a' unb a" ift. 

10. L' unter bem SBinlel a' fd^neibet unb L" berül^rt. 

11. L' unter bem aSinlel a' unb L" unter einer ©el^ne mit ber 
SBogenl^öl^e a" fd^neibet. 

12. L' unter bem SBinlel a' fd^neibrt unb beffen fleinfter ^ 
ftanb oon L" = a" ift. 
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13. L' unb L" unter ben SBinfeln a' unb o" fd^neibet. 
U. L' in P berührt. 

§. 99. 
@inen Ateis ju jetd^nen, beffen Stabiud nx^t gegeben. 

a) 3n ben folgenben Siuf gaben, in weld^en ber gefud^te ftrei« eine 
gegebene Sinie unter ber ©el^ne a fd^neiben foH, lonfiruiere man 
einen ^ülfdfreis mit bem SDurd^mejfer a, »etiler ben anberen in 
ber Slufgabe geftettten Sebingungen genügt, t)erbinbe ben aRittelpunft 
besfelben mit bem SJurd^fd^nittöpunft A ber gegebenen Sinien, unb 
fd^Iage mit ben Entfernungen ber 3)urd^fd^nittdpunfte biefcr Sinie 
unb beö ^ülfölreife« von A Äreiäbogen, meldte bie erfte gegebene 
Sinie in jraei ^ßunften fd^neiben, burd^ weld^e ber gefud^te Äreid gel^t. 

©inen Ärei« ju jeid^nen, toeld^er 

1. L unter ber ©el^ne a fd^neibet unb L' in P beröl^rt. 

2. L unter ber ©el^ne a fd^neibet unb K in P berül^rt, 

3. L unter ber ©el^ne a f(^neibet unb burd^ P unb P' gel^t. 

a) PP' <: a. p) PP' :> a. Sege burd^ P unb P' einen beliebigen 
ÄreiÄ, jiel^e in bemfelben eine ©el^ne = a, fonftruiere einen f oncentrifd^en 
Äreiö, ujeld^er a berül^rt, lege x)on A an biefen eine 2:angente, fo ent^ 
fprid^t biefe Sinie ber x>on A burd^ ben aWittetpunlt be§ ^ülföfreifeß 
gejogenen ©elante. 

4. L unter ber ©el^ne a fd^neibet, burd& P gel^t, unb beffen 
SKittelpunft auf L' liegt. 

5. L unb L' jebe unter ber ©el^ne a fd^neibet, unb burd& P gel^t 

b) 3n ben folgenben aufgaben (6 — 8) ifl ein Äreiö ju jeid^nen, meld^er 
eine gegebene Sinie L unter bem SBinlel a fd^neibet, unb aufeerbem 
burd^ jroei gegebene ober bod^ lei(^t ju ftnbenbe Jßunite gel^t. ©ei 
ber aiuftöfung ijl folgenbeö ju bead^ten: Fig. 10. PP' unb Ij 
f d^neiben fid^ in A ; ber 5Dlittelpunft bed gef ud^ten Äreife« muß auf 
bem Sot liegen, n)el(^e« auf PP' in ber aKitte B errid^tet ifl, baö- 
f elbe treffe L in C ; auf BO nimm einen beliebigen 5punlt D an^ 
DE±L, ZFDE=pa; mit FD um D einen Äreiö; CP treffe 
benfelben in G; jiel^e PM II GD, fo ift M ber SWIttelpunlt, MP 
ber SRabiuö be« gefud^ten Äreife«. SBewei«. CM : OD « MP:DG 
= MK:DP, alfo MK 11 DF unb Z IMK = EDF = a. 

@inen Greift ju jeid^nen, n)eld^er L unter bem SBinlel a fd^neibetunb 

6. burd^ P unb P' ge|it. 

7. burd^ P gel^t unb beffen aWittetpunlt auf L' liegt. 

8. ber K beröl^rt unb beffen aWittelpunft auf L' liegt. Snal. 
3ft M ber 3Bittelpunft bed gefud^ten Äreifeö, r ber Slabiu« von K, fo 
fonjltuiere mit MK um M einen Äreifi, berfelbe gel^t bur(§ K unb ben auf 
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bcr anbeten ©eite t)on L' entfpred^enb liegenben ^unU K'; eine L 
parattele ßinie, beten Slbfianb üon L man butd^ r unb a flnbet, 
fd^neibet et untet bem SBBinlel a. 

9. Sinen Äteiä ju jeid^nen, xoä^ex L unb K betül^tt unb beffen 
Setill^tungSfel^ne jroifd^en L unb K « a. Enal. Fig. 11. 3)er 
ßefud^te Äteiö M betü^te K In B unb L in A. AB tteffe K in 
0, OK tteffe L in D unb K in E. 5ßun ifi OD J. L; fetnet ifl 
A OBE CO ODA, ballet OB • OA = OD-OE unb aufeetbem OA-CB 
= a (§. 139, b, 6. Sluflöfunß.) 

§. 100. 

3)aÄ Slpollonifd&e a3etü]^tun9äptoblem füt ben Äteiö. 

3ßznn ein Äteiö gejeid^net wetben foll, bet butd6 gegebene 5punfte 
i^¥f gegebene Sinien obet Äteife betü^itt, fo ifi bie Slnjal^t ber 
ntöglid^en älufgaben aM ber folgenben Tabelle }u erfel^en. 
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Sei Söfung ber Aufgaben flnben folgenbe fiel^rfäfee ainwenbung: 
1. Sel^rfafe. SBenn man x)on einem 5ßunfte ber Sßerlängerung 
ber gemeinfd^aftlid^en ©el^ne (ßl^orbale) peier ftd^ fd^neibenben 
Äreife an biefe 2:angenten jiel^t, fo ftnb jte gteid^ lang. Sllfo ifl ber 
geometrifd^e Ort für bie gSunfte, von benen an^ an jtoei fid^ fd^neibenbe 
Äreife gleid^e 2:angenten gejogen werben lönnen, eine gerabe ginie. 

2lud& ioenn fid^ bie Äreife nid^t fd^neiben, ifi baöfelbe ber gatt; 
inan flnbet bie gerabe Sitile, wenti tnatt einen brüten fttelö fonfituiett, 
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toeld^er beibe f^neibet^ unb von bem S)urcl^f(]^nitiisipunlt bet gemein^ 
fd^aftlii^en ©eignen auf bie Centrale ber gegebenen ilreife da Sot 
fäQt. @ine anbete Aonflrultion ergiebt [x^ na($ §. 90> xotnn man 
ben geometrifd&en Ort für ble aBittelpunfte ber Äreife lonflrutett, 
tt)eld^e bie gegebenen Äreife red^twinllig fd^nelben. 

2. Sel^rfal. Serbinbet man bie @nbpunfte. jweier in jwei ge* 
gebenen Äreifen parallet gejogenen SRabien burd^ eine gerabe ßinle, fo 
fd^neibet biefe bie ßentrale in einem 5punfte, unb jwar, n)enn bie 
Sftabien gleic^gerid^tet finb, im äußeren äl^nli^IeitÄpunlt, im 
entgegengefeiten gall im inneren Sl^nlid^Ieitöpunlt 2)iefelben 
teilen bie ©entrate äufeerlid^ unb inner lid^ im SSerl^ältniö ber Slabien 
unb i^aben femer bie ßigenf^aft, baß, mtnn man x>on il^nen bur^ 
beibe Äreife eine @elante jiel^t^ a) bie nad^ ben entfpred^enben ^urd^ 
fd^nittdpunften gejogenen Siabien paanoeife parallel ftnb; b) bie aSer? 
binbungölinien ber entfpred^enben SDur<^fd^nittöpunfte jweier ©elanten 
parattel finb; c) bie $ßrobufte ber @ntfemungen be« S^l^nlid^feitäpurifte« 
Don ben beiben nid^t entfpred^enben 3)urd^fd^nitt8punften ber Selante 
mit ben Äreifen einanber gleid^ unb gleid^ bem 5probuIt ber von bem 
ä^nlid^Ieitspunlt an bie beiben Äreife gelegten S^angenten finb. Slud^ 
gelten bie gemeinfd^aftlid^en 2:angenten beiber Äreife burd^ biefe 5ßunlte. 
3ft A ein Sl^nlid^feitöpunft unb jiel^t man von A jwei ©elanten, 
t)on benen bie eine Äreis K juerfl in X unb bann in Y, unb Ärei0 
K' juerft inX' unb bann in Y' fd^neibet; bie anbere Äreiö K/juerfl 
in Z unb bann in V, unb Äreiö K' juerft in Z' unb bann in V 
fd^neibet; fo ifi a) KX II KX', KY B KT, KZ II K'Z', KV II KT'; 
b) XZ II X'Z', YV II YT'; c) AX- AY' = AY-AX' = AZ • AV/ 
= AV . AZ'. 

3. ßel^rfa^. Serül^rt ein Äreis bie Äreife K unb K' gleid^? 
artig, b. 1^. beibe von außen ober beibe t)on innen, fo gel^t bie SSer? 
binbungdlinie ber beiben SBerfil^rungSpunfte burd^ ben äußeren 
ätl^nlid^leit&punft. Serül^rt bagegen ein Ärei« bie Äreif e K unb K' 
ungleid^artig, ^ gel^t bie SSerbinbungdlinie ber beiben SBerfil^rüngS? 
punite burd^ ben inneren Sl^nlid^feitSpunft. . . 

1, einen Äreid ju jeid^nen, loeld^er burd^ P, P', P" gel^t 

2. €inen Äreiö ju jeid^nen, weld^er burd^ P unb P' gel^t unb L 
Jberül^rt. 1. Sinai. Fig. 12. (Sine auf PP' in beren SWitte F tt^ 
rid^tete ©enlred^te treffe L in E. Um einen . beliebigen 5punft m auf 
FE merbe ein Äreiä befd^rieben, ber L. in ö berül^re unb PE in 
unb D f d^neibe. S>a E ein äü^nlid^Ieitöpunft ju M unb m ift^, fo ijl 
PM II Om. Sei ber Äonftruftion ift neben C aud^, nod^ D ju berödt 
ftd&tigen. .2. 2lnal. PP' trifft L in Q. SBirb burd^ PP' ein beliebiger 
Ärei0 gelegt, fo ijl bie t)on Q an il^n gejogene S^angente = QA = QB» 
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3. @inen Sttdfi )u jeid^nen, wü^ex burd^ P unb F gel^t unb E 
beräl^rt. älnat. Fig. 13. ^ie burci^ ben SSerfll^rungdpunft A gelegte 
gemeittfd^aftll^ JJangente beiber Äteife treffe PP' In C. S)ur<]^ 
werbe m(St K bie beliebige ©efante CDE gejogen. 3)attn ifl CP-CP' 
« CA2 unb CD.OE « CA^ alfo OP-OP' « OD-CE. SJa^r liegen 
P, PV E, D auf einem ftreife. Äonfirultion. 3Slan lege butd^ P 
unb P' einen beliebigen Äreid, loeld^ K in D unb E trifft; ED 
unb PP' fd^neiben pd^ in 0; eine t>on an K gejogene SJangente 
trifft K im SBerfil^rnngi^unlt beft gefudgten jtreifed. 

i. (Sinen itreid ju seidenen, n)eld^r burd^ P gel^t, unb L unb L' 
berfll^rt. 1. 9[nal. Fig. 12. m fei ein beliebiger L unb L' ber&i^^ 
renber Jtreid. 2)ann liegen M unb m auf ber j5a(bierung$linie von 
zCLL'); EP treffe m in unb D. SDa E ein t^nlid^Ieitöpunft 
jtt M unb m i% fo ift PM II Cm. 3n ber Äonftrultion ift mtd^ D 
|u berüdfftd&tigen. 2. anal. Fig, 12. PP ± EM, FF «= PP. 3lm 
rm% M aud^ bux^ F gelten, bal^er me 2, 2. 3lnal. 

5. ©inen Äreid ju jei(^nen, welker burd^ P gel^t, L unb K berül^rt 
anal. Fig. 14. S)ie SSerbinbungölinie ber aSerü^rungäpunfte treffe 
ben Äreid K in E, unb EK treffe ben Äreiä K in P unb L in G. 
S)ann ift KG±L. gerner ift AEPBcoEAQ-, bal^er EP:EB=- 
EA : EG ober EB-BA = EF-EG. ©d^neibet EP ben Äreiö M in J, 
fo iH EB . EA = E J.EP, bal^er EP • EG = EJ-EP. SDie 5ßunfte 
F, G, P, J liegen bal^er auf einem Äreife. Äonflr. 3Kan fätte auf 
L bie ©enfred^te KG, ujeld^e Äreiö K in E unb F treffe. S)ann lege 
man burd^ F, G, P einen Äreiö, ber EP in J treffe, unb enblid^ 
lonftruiere man na(§ 3) einen Äreiö, ber bur(§ P unb J gel^t unb K 
berül^rt; biefer ift ber t)erlangte. Seroeiö. ®ö ift nod^ ju geigen, ba§ 
ber gefud^te Äreiö M aud& L berül^rt; fein 83erül^rungöpunft mit K fei 
B, unb eö mögen fid^ EB unb li in A f(§neiben. SßJie in ber ^[nalppö 
Jbeweifi man, ba| EF-EG « EB-EA ifi. gerner ifi aud^ EP -EG 
=* EJ-EP. S)arauö folgt EJ-EP «» EB-EA. SDal^er liegen B, J, 
P, A auf einem Äreife; unb eö imx^ ber burd^ P, J, B gel^enbe Äreiö, 
ber lein anberer alö M fein ftxnn, aud^ burtj^ A gelten, gerner ijl 
Z BAM r= ABM = KBE = KEB, ba^er AM II KE, alfo AM 1 L. 
gufa^. SBie auö bem t)orl^ergel^enben ju erfel^en, läfet fid^ leidet nod^ 
ein Äreiö lonftruieren, toeld^er burd^ J unb P gel^t, L unb K Don 
aujsen berül^rt. ®ö giebt aber nod^ jroei anbere Äreife, xotlijit burd^ P 
gelten, L berül^ren, ben Äreiö K jebod^ einfd^licjjenb beröl^ren. S)er 
igülfölreiö tft bann burd^ E, P unb G ju legen; ber 3)ur(^fd^nittö5 
punft beö ^ülfstreifeö unb ber Sinie EP iji bann nod^ ber bem ^unft 
J entfpred^enbe jujeite ^ßunlt, burd^ weld^en ber gefud^te Äreiö gelten 
xm%. 3m ganjen genügen alfo oier Äreife ber 3lufgabe. 
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6. einen Ärei« ju jeid^nen, weld&cr burd^ P gei^t, K, unb K 
betü^xt. änal. Fig. 15. 3)er 5ßunft L, in »eld^em T^ä^ AB unb 
KjKa fii^neiben, ifi äußerer Sl^nlid^Icitdpunlt ju K, unb K^. S)al^er 
ifl LP.LE = LB.LA (2. Sei^rfaft, c). ©d^neibct ferner LP ben 
Äreid M nod^ in O, fo ift anä) LP.LO = LB.LA. SJal^er iji 
LF.LE = LP.LO unb E, P, P, O liegen auf einem «reife, 
^iemad^ fann O fonftruiert werben, unb mä) 3) ^at man Äreid M 
fo ju lonflruieren, ba§ er burd^ P unb O ge^t unb K, berül^rt. 
Snm SBeroeife nimmt man junäd^flB afe ©d^nittpunft von Kj unb 
liA m unb jeigt, baß er aud^ auf M liegt, g^erner jeigt man, bafe 
Z K,BM = K, AM = 2R ift. 3uf aft. Sttufeer ben beiben Äreifen, 
weld^e bie Äreife K, unb K^ gleichartig berül^ren, giebt ed nod; 
2 Äreife, weld^e K, unb K^ ungleid^artig berül^ren, b. 1^. ben einen von 
aufeen, ben anberen von innen. SJer ^ülfdftei« ifl bann burd^ P, P 
unb G ju legen; ferner ift P. mit bem inneren Sl^nlid^Ieitdpunlt ju 
t)erbinben. 

7. (ginen Äreid ju jeid^nen, weld^er L, L', L" berül^rt (§. 40 
bi« 46, §. 64.) 

8. 6inen Äreiß ju jeid^nen, roeld&er L, L' unb K berül^rt. 
1. Sinai. SBefd^reibt man um M, ben SWittelpunft bed gefud^ten Äreifeö, 
einen burd^ ben ^nnlt K gel^enben ^ülfdfreiö, meld^er bie von M auf 
L unb L' gefättten ©enfred^ten bejüglid^ in A unb B treffe, errid^tet 
man ferner auf MA unb MB in A unb B ©enlred^te, fo finb bief^ 
beiben ©enlred^ten belannt, ba pe parallel L unb L' in belannter 
©ntfernung (bem SRabiuS oon K) gejogen pnb. 2)er ipülfslreis M ift 
nun na<^ 4) ju fonftruieren. 2. Sinai. L unb L' fd^neiben fid^ in C, 
M unb K berül^ren ftd^ in D ; CD treffe bie burd^ K ju CM gezogene 
parallele in E. 2)ie oon E an K gezogenen 2^angenten ftnb L unb 
L' parallel, guf afe. 3)er Slufgabe genügen je nad^ ber Sage oon L, 
li' unb K 4 ober 8 Äreife. 

9. ®inen Äreiä ju jeid^nen, meld^er L, K, unb Kj berül^rt. 
1. Sinai. S)ie SRabien oon K, unb Ka feien bejüglid^ r, unb ra, unb 
jmar fei r, 7> ra. S)ie brei a3erül^rungdpunlte feien bejüglid^ A, A„ Aj. 
®in um M burd^ ben 5ßunft K^ befd^riebener Äreis treffe MA unb MAj 
bejüglid^ in B unb B, . Sluf MB werbe in B eine ©enlred^te L' errid^tet, 
um K, burd^ ben gJunft B, ein ^ülföhreiö befd^rieben. L' ifi parallel 
L in ber ®ntfernung Pa gejogen, alfo befannt. SJer ^ülfdfreiä K^ 
l^at ben SRabiuö r, — r^ ober r, -h Pa , ifi alfo aud^ belannt. S5er 
^ülfölreiö M ift nun na^ 5) ju lonfiruieren. 3^f ^6- S3ei geeigneter 
Sage ber gegebenen ©tüdfe, j. S3. menn fie ganj getrennt liegen, giebt 
ed 8 ber Stufgabe genägenbe Streife. 


104 


§. 100. 


SBejeid^nen mx ferner bie anbere in ber ©ntfemung Tj t)on L 
thtt biefer parallel gejogene ßinie mit L" unb bie mit r, — r^ refp. 
r, 4- Ta um K, gefd^Iagenen loncentrifc^en ^ülfdlreife mit f unb Ä, 
fo ifl au« ber folgenben S^abette ju erfel^en, in weld^er SBeife ber ge^ 
füd&te Äreiö bie gegebenen ftreife berül^rt, unb wie ber Äreis, beffen 
3Rittelpunft M mit bem beö gefud^ten Äreife« jufammenfäHt, ber atfo 
burd^ Ka gel^t, Ä ober f, unb L' ober L" berül^rt, ju jeid^nen ijl. 


fud^te 
Äretfe 

Setül^ntng ber gegei. 
Äreife 

»etfi^tung ber ^ül^-- 
(reife unb ^ütfeRnien 

9labiu9 beS 
mit Kl !on« 
centrifd^en 
^mfSfreifeft 

Ser 9%abiu3 beS 

mit bem gefud^tett 

foncentrifAen 

$ttlfSfreife9 t^ 
umrtsuoerfilrsen 
ober 3U verlftngem 

L 

K, 

K, 

$tt(fS(ime 
L' ob. L" 

§ärf8= 

frei« 
Ä 

frei« 
f 

1 

L 

a 

a 

L' 


a 

r, -Ta 

t)erfüt^t 

2 

L 

a 

a 

L' 

— 

a 

r, - r2 

Derfüi^t 

3 

L 

• 
1 

• 

1 

L" 


• 

1 

Ti-Ta 

t)erlängert 

4 

L 

• 
1 

• 

1 

L" 


• 

1 

r, rj 

• 

t)erlängert 

5 

L 

• 

1 

a 

L' 

• 

1 

■ 

r, + rj 

t)erlürjt 

6 

L 

• 

1 

3 

L' 

• 

1 

— 

r.+rj 

oerfürjt 

7 

L 

a 

• 
1 

L" 

a 


r, 4-r2 

üerlängert 

8 

L 

a 

• 

1 

L" 

a 


r, +r, 

oerldngert 


2. ainal. AA, treffe K, in C, C5, treffe K, in D unb L. 
in E. SBie in 5) beraeifi man, ba§ CE ± L unb CD . CE = 
CA, • CA ift. 3^^^^ ^^^ ^on C an Ärei§ M bie 2^angente CF unb 
an einen Beliebigen burd^ D unb E gelegten Äreiö bie 2:angente CG, 
fo ifl CP2 = CA, . CA unb CG^ = CD • CE, ba^er CF = CG, 
unb Äreid M mn% ben um C mit CG 6ef(^riebenen Äreiö red^fe 
minKig fd^neiben. SSerfäl^rt man ebenfo mit Kj^ fo ift Äreiö M nad^ 
§. 101^ 29 JU lonftruieren. 

10. Sinen ftreiö ju jeid^nen, meld^er K,, Kj, unb Kg berttl^rt. 
1. ainal. SJie SRabien von K,, Kg, Kg feien bejüglid^ r,, Fj, rg 
unb jnjar fei r, :> rg > Tg. Qin um M, ben SUiittelpunft beö ge== 
fud^ten Äreifeö, burd^ 5ßunlt Kg befd^riebener ^ülfdfreis treffe MK, 
in B,, MKg in B^. Sefd^reibt man um K, einen Jßülföfreiä burd^ 
B„ fo ijl berfelbe belannt, ba fein Siabiud r, — rg ober r, ^-rg ift. 
S)e«gleid^en ift ein um K^ burd^ Bj befc^riebener ^ülfölreiö befannt. 
SDal^er ijl ber ^ülfälreiä M nad^ 6) ju fonftruieren. 

Sufafe. S3ei geeigneter Sage von K,, Ka, Kg, j. S3. rotnn fie 
ganj getrennt von einanber unb aufeerl^alb einanber liegen, giebt ed 8 
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ber Slufga6e gcnügenbe Ärcifc. Qxoex betfelben berül^ren bic brci ge^ 
gebenen ftreife gleid^artig, b. 1^. atte brei äu^crtid^ ober alle brel innerli(|. 
SDrei Äreife berül^ren je einen bet gegebenen Äreife äufeertid^ unb bie 
beiben anbeten innerlid^. 3)ret Äreife berül^ren Je einen ber ge^ 
gebenen innerlid^ unb bie beiben anberen dufeerlid^. 

3n weld^er SBeife bie anberen ber aufgäbe genügenben Äreife 
erJ^alten werben, unb wie bie mit bem gefud^ten loncentrifd^en $ülf«= 
freife, beren Slabien bann um r^ ju t)erlüt^en ober ju t)erlängern 
jtttb, erl^atten werben, ifi aud folgenber SCabelle ju erfel^en. ipierbei 
itnb bie mit r, + r^ unb r, + r^ um refp. K, unb Kj gefd^Iagenen 
^ülfsfreife mit Ä, unb ^; bie mit r, — rg unb ra — rj um refp. 
K, unb Ka gefd^Iagenen ^ülfdfreife mit l, unb l^ bejeid^net. 


fttd^ 
«teife 

Serfi^ntng ber gegeb. 
Äteife 

Serül^tung ber ^ülfdfreife 

2)erStabiu3 beS 

mit bem gefud^ten 

foncentirifd^en 
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• 
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1 
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1 
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a 

verlürjt 

7 

a 

• 

1 

a 

— 

• 

1 

a 


verlürjt 

8 

a 

a 

• 

1 

a 

a 



verlängert 


2. ainal. 3)ie Seriil^rungdpunlte feien A,, Aj, Ag. ^er Sßunlt 
C, in meld^em fid^ A, Aa unb K, Kg f d^neiben, ip ein Sl^nli<i^feit§punft 
ber Äreife K, unb Kj. ©ine beliebige von aus gejogene ©e!ante 
(ivoju man aud^ bie ßentrale mälzten lönnte), fd^neibe Äreiö Ka juerjl 
in Da unb bann in Ba, ebenfo Äreiö K, erft in D, unb bann in B, . 
3tm tfl nad^ 2. fiel^rfafe c) CEa • CD, = OAa • CA,, gie^t man von C 
an ftreiö M bie S^angente CP unb an einen beliebigen burd^ D, unb 
Ea gelegten Äreis bie SCangente CG, fo ift OP» = CAa • CA, unb CG^ 
= CB2 • OD,, bal^er CP= CG. ®er Äreis M mu§ atfo einen um 
mit CG befd^riebenen Äreis red^twinlHg fd^neiben. g^ül^rt man basfelbe 
an K, unb Kg ober Ka unb Kg aus, fo ifi ber Äreis M nad^ §. 101, 
32 ju fonftruieren. Sluf §. 90, 16, wie es fd^einen möd^te, läfet fid^ 
bie Slufgabe nid^t jurü(!fül^ren, ba bie brei Äreife, weld^e ber gefud^te 
red^tminKig fd^neiben müfete, eine gemeinfd^aftttd^e Spotenjiinie l^aben* 
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. §. 101. 
älufgaben, rottet auf bad älpoUonifd^eS3erül^rungi»prob(em 

gurfldtufül^ren finb. 

a) aufgaben^ toeld^e iuxä) eine einfa<i^e ßonftruftion auf bie von 
§. 100 jurüd^ufül^ren finb. 

@inen Areid }u jeid^nen, toeld^er 

1. bm^ P unb P' gel^t, unb L unter einet Seltne mit bet 
SBogenl^ö^e a fd^neibet. 

2. burd^ P unb P' gel^t^ unb beffen Heinfler ä(b{ianb non 
L x= a ift. 

3. burd^ P unb P' gei^t unb mit K bie gemeinfd^aftlid^e ©el^ne 
a l^at. Slufl. ä^nli(^ wie in §. 100, 3 flnbet man ben S)ur(i^ 
fd^nittfipunft t)on PP' unb ber gemeinfd^aftlid^en ©el^ne. 

4. intä) P gel^t, L berül^rt unb beffen 5Wittetpunft auf L' liegt. 

5. burd^ P gel^t, L berfil^rt unb L' unter einer ©el^ne mit ber 
33ogen]^öl^e a fd^neibet. 

6. burd^ P gei^t, L berill^rt unb beffen üeinfler älbfianb t)on 
L' = a ifl. 

7. burd^ P gel^t, K berül^rt, unb beffen aWittelpunft auf L liegt. 

8. burd^ P gel^t, K berül^rt, unb L unter einer ©el^ne mit ber 
Sogenl^öl^e a f(^neibet. 

9. bur(§ P gel^t, K berül^rt, imb beffen Ileinfier Slbflanb t)on 
L = a ift. 

10. L berül^rt, K berührt unb beffen amttetpunit auf L' liegt. 

11. L berül^rt, K berührt unb L' unter einer ©el^ne mit ber 
8ogenl^5l^e a f($neibet. 

12. L berül^rt, K berül^rt unb beffen Ileinfter Sbflanb von 
L' = a ift. 

13. K unb K' berül^rt unb L unter einer ©el^ne mit ber Sogen^ 
l^51^e a fd^neibet 

14. K unb K' berül^rt unb beffen Heinfter äbfianb t)on L « a ifi. 

b) SBBenn ein Ärei« eine Sinie L berül^ren unb L' unter einer ©el^ne 
mit bem ©entriwinlel 2a fd^neiben foll, fo bead^te §. 98. 

©inen Äreiß ju jeid^nen, welcher 

15. burd^ P gel^t, L berül^rt unb L' unter bem SBinfel a fd^neibet. 

16. L beräl^rt, L' unter bem aBinlel a fd^neibet unb K berül^rt. 

c) ©egeben brei Sinien L, L', L", weld^e fid^ in einem gjunite 
fd^neiben; tinm Äreid ju jeid^nen, weld^er 

17. L unb L' berüi^rt, unb L" unter einer ©el&ne *= s fi^neibet 
Sinai, ©daläge einen beliebigen Äreiö, weld^er L unb L' berül^rt, fo 
ift burd^ aSergleid^ung biefeö Äreifeö mit bem gefud^ten ber 9tabiud 
bed lefeteren afe merte ^proportionale ju lonftruieren. 
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18. L berül^tt, bcffen aRlttelpunft auf L' liegt, unb ber L" unter 
einer Seltne =^ s fd^neibet 

d) 3ur ßöfung ber folgenben Aufgaben finb loncentrifd^e fiülffilreife 
ju jeid^nen, entweber mit bem gefud^ten ober ben gegebenen Äreifen, 

@inen jtreid ju jeid^nen, toelci^er 

19. K unb K' berfii^rt unb beffen SHittelpunft auf L liegt 

20. K unb K' jeben unter ber ©el^ne s fd&neibet, unb beffen 
äRittelpunft auf L liegt. 

21. K unter ber Seltne s f<i^neibet, L' unter ber ©el^ne s 
ff^neibet, unb beffen 9Rittelpun!t auf L liegt. 

22. L, U, L" iebe unter ber ©el^ne s fd^neibet. 

e) S)ie fotgenben Aufgaben finb baburi^ ju Wfen, ba§ man mit S3e* 
nu^ung ber @ä^e, baj3 bie ^robutte auft ben Slbfd^nitten )n)eier 
ftd^ innerl^alb eined jtreifed fd^neibenben Seltnen einanber gleid^ 
pnb; unb ba§ man, wenn eine S^angente unb eine ©elante fid^ 
au^erl^alb bed jtreifed fd^neiben, bie S^angente bie mittlere ^0{)ortio$ 
nale 2n)ifd^en ber ganjen ©elante unb il^rem äujserenSlbfd^nitt ifi, leidet 
nod^ einen jn^eiten ^unft ftnbet, burd^ weiden ber gefud^te jtreid gel^t. 

@inen Jtreid ju jeid^nen, n)eld^er 

23. burd^ P gel^t, L berül^rt unb K unter bem SJurd^meffer 
fiä^neibet. 

24. burd^ P gel^t, L berül^rt unb K red^troinflig fd^neibet. 

25. burdii P gel^t, K berül^rt unb K' unter bem 2)urd^meffer 
f^ä^neibet. 

. 26. burd^ P gel^t, K berül^rt unb K' red^troinKig fd^neibet. 

f ) 3)ie folgenben Slufgaben finb ju löfen mit SSenu^ung folgenber 
Sel^rfäfte: 

a) S)ie ^eripl^erieen affer Äreife, meldte jwei gegebene Äreife unter 
bem 9)urd^meffer fd^neiben, gelten burd^ jniei fefte fünfte ber 
©entrale beiber Äreife. Äonftrultion. Äonftruiere nad^ §. 90, e 
ben geometrifd^en Drt ber SRittelpunfte ber Äreife, meldte K unb 
K' unter bem 2)ur(^meffer f d^neiben ; ober lonfiruiere einen Äreiö 
burd^ bie tier @nbpunfte ber beiben auf ber ßentrale KK' fent 
redeten SJurd^meffer; ber 3Kittelpunft fei G; feine SJurd^fd^nitt«^ 
punfte mit ber ©entrale feien A unb B, fo ba§ A auf ber SSer^ 
längerung über K, B auf ber SBerlängerung über K.' liegt, 
(gnid^te auf KK' in G ein Sot, unb fd^lage um einen beliebigen 
5punft M bedfelben mit MA einen Äreiö, fo ift ju beweifen, baji 
biefer K unb K' unter bem SJurd^meffer fd&neibet. 33 e weiß. 
@Ä ift AK . BK ^ r^ iöejeid^net mon bie auf MK in K 
fenlred^te Seltne bed Äreifed M mit 2x, fo ifi AK-BK = x^^ 
alf r = X. 


108 §. 101. 

p) 3)ie 5perip]^erieen atter Äreife, »eld^c t)on jwei gegebenen Ärelfen 
ben einen unter bem 35ur<j^meffet, ben anbeten re^toinfltg 
fd^neiben, gelten burd^ jwei fefte fünfte ber Centrale. 83 e weis 
dl^nl^ wie a). 

7) 2)ie 5perip]^erieen atter Ärdfe, xoeü^t jwei gegebene ftd^ ni^i 
fd^neibenbe Äretfe red^twinKtg fd^neiben, gelten burd^ jwei fefle 
^ßunfte ber Centrale. a3en)eid äl^nlld^ wie o). 

8) 3eber Äreifi, weld^er jtoei gegebene ftd^ fd^neibenbe Ärcife red^t? 
TOinttig fd^neibet, fd^neibet aud^ jeben anberen Jlrelö red^tioinlltg, 
ber burd^ bie 2)urd^fd^nittdpunlte fener beiben Jtreife gelegt ifL 
ä3en)etd leidet. 

@inen Jtreid ju }eid^nen, n)eld^er 

27. L berül^rt, nnb K unb K' unter SJurd^meffem fd^neibet. 

28. L berül^rt, K unter bem 3)urd^meffer unb K' red^troinflig 
fd^neibet. 

29. L berttl^rt, K unb K' red^twinllig fd^neibet 3lnol. für 
pd^ f (^neibenbe * K unb K'. S3efd^reibe um ben SJurd^fd^nittöpunft 
von L unb t)er Centrale einen Äreiö burd^ bie SJurd^f^nittöpunlte 
von K unb K'. 

30. K berül^rt, K' unb K" unter bem S)urd^meffer fd^nribet. 

31. K berül^rt, K' unter bem S)urd^meffer unb K" red^tminllij 
fd^neibet. 

32. K berül^rt, K' unb K" red^twinHig fd^neibet. Sinai, für fidj 
fd^iieibenbe K' unb K". SJer gefud^te Äreiö berül^re K in 0, eine 
gemeinfd^aftlid^e ^^angente in treffe bie Centrale K'K" in D. ©in 
um D burd^ bie ©d^nittpunfte von K' unb K" gelegter Äreiö gel^ 
nad^ 8) burd^ unb fd^neibet fomit K red^troinllig. (§. 90, 1.) 

33. K berül^rt, beffen 5!WittelpunIt auf L liegt, unb ber K' unter 
bem 3)urd^meffer fd^neibet. Sinai. Äonfiruiere auf ber anberen ©eite 
t)on L einen K' gleid^en Äreiö, roeld^er gegen L biefelbe Sage l^at, fo 
ift bie Slufgabe auf 30 jurüdEgeföl^rt. 

34. K berül^rt, beffen 3RittelpunIt auf L liegt unb ber K' red^t^ 
winllig fd^neibet. Slnat. wie 33 unb baburd^ auf 32 jurüdfgefül^rt. 
g) 3"^ Söfung ber folgenben Slufgaben fonftruiere einen ^tm gegebenen 

gleid^en Ärei«, weld^er gegen bie Jßalbierungölinie be« SBinleld, beffen 
©d^en!el ber gefud^te Äreiö berül^ren mu§ , biefelbe Sage wie ber 
gegebene l^at unb wenbe bann bie unter f) angefül^rten Sel^rfäfee an. 
einen Äreiö ju jeid^nen, meldtet 

35. L unb L' berül^rt unb K unter bem S)urd^meffer fd^neibet 

36. L unb L' berül^rt unb K red^troinllig fd^neibet. 

37. L berül^rt, beffen SRittelpunft auf L' liegt, unb ber K unter 
bem SDurd^meffer f(^neibet. 
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38. L Berül^rt, beffen SJHttelpunft auf L' liegt, uub b^r K xtd^U 
toinHig fd^neibet. 

39. L berül^rt, L' unter einer ©el^ne mit bem ©entriroinlel 2a, 
unb K unter bem S)ur(]^mcffer fd^neibet. 

40. L berührt, L' unter einer ©el^ne mit bem ßentriroinfel 2a, 
unb K red^tn)intlig fd^neibet. 

h) ©inen Äreiö ju jeid^nen, weld^er 

41. L unb K berül^rt, K' unter bem 3)urd^meffer fd^neibet. 
anal. Fig. 14. M fd ber gefud^te ftreiö, fo ift (§. 100, 5) EP-EO- 
= EB-EA = EN^ fo bafe EN gefunben werben lann. ©dalägt man 
bal^er mit EN um E einen Ärei«, fo mu§ ber gefu(^te Äreid biefen 
rei^twinfiig fd^neiben, woburd^ bie Aufgabe auf 28 jurüdEgefül^rt ifi. 

42. L unb K berfll^rt unb K' red^troinlUg fd^neibet. Sinai. 
S)urd^ eine al^nlid^e Äonftruftion vok bei 4L auf 29 jurüdEjufül^ren. 

43. K unb K' berül^rt unb K" untÄ bem S)urd^meffer fd^neibet. 
anal: Fig. 15. 3)er gcfud^te ftreiö fei M, er berül^rt K unb K' in 
A unb B, L fei ber dunere Sl^nlid^feitäpunlt von K unb K\ fo 
liegen L, B, A in geraber fiinie (§. 100, 6 unb §. 100 fieW^^fe 2) ; 
bai^er LP-LB = LB-LA = LN^ fo ba§ LN gefunben werben lann. 
©dalägt mon nun mit LN um L einen ftrei«, fo wirb biefer ben 
gefud^ten red^twinltig fd^neiben, fo ba§ bie Slufgabe auf 31 jurüdE:= 
gefül^rt ift. ©Ott M bie Äreife K unb K' ungleid^artig berfll^ren, fo 
tritt an bie ©teSe von L ber innere ^l^nlid^Ieitdpunlt. 

44. K unb K' berfll^rt unb K" red^twinllig fd^neibet. änat. 
S)urd^ biefelbe Äonftruftion wie bei 43 auf 32 jurüdEjufül^ren. 

Slnmerlung. ©inb in ben Aufgaben 43 unb 44 bie beiben 
Äreife K unb K' gleid^, fo ift bie Äonftruftion oi^nlid^ wie bei 33. 

§. 102. 

Äonftruftion t)on brei Äreifen, weld^e fid^ gegenfeitig 
berfll^ren (SBalfattifd^eö ^Problem). 

Sei Söfung einiger Aufgaben finben folgenbe ßel^rfäfte am 
toenbung : 

1. Sel^rfaft. SBenn man von einem ^ßunft, weld^er auf ber 
SSerldngerung einer innerea S^angente jweier Äreife liegt, an biefe 
Äreife SJangenten jiel^t, fo iji bie 3)ifferenj berfelben gleid^ ber gemein^ 
fd^aftlid^eh inneren J^angente. 

2. Sel^rfa^. (ttmlel^rung bed vorigen.) SBenn bie 3)ifferen§ 
ber von einem gJunft A an jwei gegebene Äreife M unb M' gelegten 
ä^angenten gleid^ ber gemeinfd^aftlid^en inneren Stangente beiber Äreife 
ift, fo liegt ber 5ßunft A auf ber SBerldngerung einer ber inneren 2:an:s 
genten. »eweid. S)ie innere 3:angente fei CD (C auf M, D auf M*); 
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von A fei an M' bie S^angente AB^ an M' bie Sl^angente AB gelegt 
angenommen ed wäre AB — AE = CD, ol^ne ba§ A auf eine? inneren 
Sangente liegt; f dalagt man nun nm M einen Jtreidbogen mit MA, 
weld^er bie SBerlangetung von CD in F trifft^ fo müfete AB— AE = 
FC - FD fein; ober ba AB = FO, aud^ AE = FD, mitl^ln M'A = 
M'F, alf A MAM' ^ MFM' fein, roa« nid^t möglid^, fo lange ni^t 
A auf einer inneren S^angente liegt. 

3. Sei^rf a^. SBenn ;n)ei Greife M unb M' innerl^alb eines äBinlefo 
BAO bie ©d^enlel bedfetten refp. in ben ^ßunften B unb C fterül^ren, 
unb bie oon C an M gelegte Tangente CD gleid^ ber von B an M' 
gelegten Sangente BE ifi, fo ifi Z BAM = CAM'. Sera. BC treffe 
Jhreis M in F unb M' in Q; bie t)on M, M' unb A auf BO gefällten 
Sote feien refp. MH, M'J unb AL. SDann ift CD» = CF • OB; BE^ 
= BG . BC; mithin BG = OF ober BF = CG unb BH = CJ. 
SKun ifl A ABL oo MBH, atfo AL :BH = AB : BM; ferner A AOL 
ooM'CJ, alfo AL:CJ = AO:CM'; folglid^ AB:BM=» AO:CM'; 
mUl^in. A ABM oo ACM'; alfo Z BAM = CAM'. 

gufaft. 8lud 3 folgt, bafe ber SBinfel, weld^en bie pon A an M 
gelegten Sangenten Mlben, gleid^ bem ift, weld^en bie von A an M' 
gelegten bilben. 

A. 3n ben folgenben aufgaben f ollen brei fid^ t)on an^tn be^ 
rül^renbe Äreife lonfiruiert werben, wenn Serül^rungßpunlte ober 
gemeinfd^aftlid^e Sangenten ober Äreife gegeben finb, meldte je 2 von 
il^nen gteid^eitig berül^ren. 3)ie gefud^ten 3 Äreife feien M, M' M"; 
M unb M' berühren Ttd^ in P", M unb M" in P', M' unb M" in P. 
S)ieienige dunere Sangente an M unb M', weld^e M" nid^t fd^neibet, 
fei L"; ebenfo fei bie an M unb M", weld^e M' nid^t fc^neibet, L'; 
unb bie an M' unb M", weld^e M nxä)t fd^neibet, L. L' unb L" 
fd^neiben fid^ in A, L unb L" in B, L unb L' in C; M' berül^re 
AB unb BC refp. in U unb T. 3)ie gemeinfd^afttid^e innere Sangente 
von M' unb M" fei J, bie t)on M unb M" fei J', unb bie t>on M 
unb M' fei J"; natürlid^ gelten J, J', J" refp. burd^ P, P', P". 
J fd^neibe L in D, unb L" in H; J' fd^neibe L in E unb L" in 
G; J" fd^neibe L in F unb L" in Q. 

a) SBie leidet ju feigen, finb P, P', P" bie Serül^rungSpunlte bed bem 
A MM'M" eingefd^riebenen Äreifeö; bal^r muffen {id^ bie auf ben 
Seiten in ben 8erül^rung§punlten errid^teten Sote J, J', J" in 
einem «ßunite O fd^neiben; unb e« nnrb OP = OF « OP" fein. 

b) 35a M" ftufeerer »erft^rung«feei§ von A DBO, fo ifl nod^ §. 45 
PD - PO = EO -^ ED, unb auß bemf elben ©runbe PD — PO 
= FO-FD; folgUc^ EO-BD«FO-FD ober EO— FO 
«ED — FD. i^ierauö folgt nad^ §. 45, bag D berimige gSwnIt 
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ifl, in rotl^tm L t)on dm\n in A FOE bcfd^ricbcnen Ärclfe 
berfll^rt wirb. 3)cr ajiittclpunit bedfclben fei m, er Utäfyt^ J' in 
R unb J" in W. 
®benfo ift Q berjenige ^mft, in weld^em L" t)Ott einem in 

A HOG bef(ä^riebenen Äreife berül^rt wirb; ber 3}titttlpnntt beö* 

felben fei m", er berül^re J in X, J' in 8. 

c) @S ift BQ - BD (wenn BD > BQ, fo nt^m man BD - BQ) « 
ÜQ — TD. 3lm ifi, ba fowol^l bie äußeren gemeinfd^aftlid&en Sans 
genten jweier Äreife, wie aud^ bie inneren gteid^ finb, ÜQ = PX 
= P'S unb TD = F' W « P'R. SKfo BQ - BD «= P'S - FR 
= RS. S)al^er liegt m(l^ fielprfafe 2) B auf einer gemeinfd^aft« 
lid^en inneren SCangente t^en m unb m", wäl^renb bie anbere J' ifl. 

d) QW = QP" + P"W = QU4-TD; unb DX^DP + PX«DT 
-^ Qu; foIgUd^ QW = DX. 3)a^er tji nad^ SeHafe 3) Z DBm 
= QBm"; folglich wirb nad^ 3"f<^6 3) bie nad^ c) burd^ B gel^enbe 
gemeinfd^aftlii^e innere S^angente ber ftreife m unb m" mit L 
xmb L" gleid^e SQSinlel bilben ober Z ABO l^albieren. 3)ie Aretfe 
m, m" berül^ren alfo j[e eine (Seite twn A ABC unb bie 
^albierungößnien ber il^r anliegenben SBinlel. 

Unter ben oben angegebenen Söebingungen M, M', M" ju fem 
flruieren, wenn gegeben 

1. P, F, P" (O ju fud^en). 

2. P, P', J" (O nad^ a) ju finben). 

3. P, P', L". anal L" trifft bie »erlängerung Don FP 
in bem äußeren Sl^nKd^Ieitdpunlt T (§. 100, Sel^aft 2. gttf.) mn 
M unb M'; unb eö ift TP.TF^YF'^. ftonjlrulert man mn 
um T mit TP" einen Äreiö, fo wirb M gefunben nad^ §. 100, 5. 

4. P, P', unb ein Ärei«, weld^er M unb M' ungteid^artig berül^rt. 
Sinai. S)er mit OP um O gefd^lagene Äret» fd^neibet ben gegebenen 
red^twinßig; bal^er i|i bie Slufgabe jurüdEgefü|rrt auf §. 90, 1. 

5. P, P', unb ein Äreiö, weld^er M unb M' gleid^artig berül^rt. 
•anal. SDer gegebene Äreiö berül^re M in Z, unb M' in Z'; ZZ' unb 
PP' f(^neiben ftd^ oerlängert im äußeren äl^nlid^feitdpunft Y (§. 100, 
Sel^rf. 2, 3«fO t)on M unb M'. ©ine beliebige burd^ Y gejogene Sinie 
f d^eibe ben gegebenen Äreis in N unb N' ; bann ifl YN • YN' = 
YZ . YZ' = YP . YF (§. 100, Se^. 2). g^ötglid^ liegen P, P; N, N' 
auf einem Greife; bal^er finbet man ben äußeren Sl^nlic^Ieitspunlt Y 
äl^nlid^ wie in §. 100, 6. S)ann ifi bie Äonfiruftion äl^nlid^ wie in 3. 

6. P, J', J". (Seid&t auf 1 jurüdfjufü^ren.) 

7. J, J' unb dn Äreiß, weld^r M unb M' ungteid^rtlg berül^rt. 
(aWan finbet junäd^ft P", unb bann P unb P'.) 
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8. V, ein ÄrelÄ, tocld^er M unb M', unb einer, weld&er M unb 
M" itnglei(]^arti0 htxüfyd. (^^nlv^ n)ie in 4 jurüdgutül^ren auf 
§.90, 4.) 

; 9. ein Äreii^ toeld^et M unb M'; einet, weld^er M unb M"; unb 
einer, n)el(^er M' unb M" ungleid^artig berfll^rt (^l^nttd^ vm in 4 
Surüdjufül^ren auf §. 90, 16.) 

10. L, J', J", (SHan ^nbet Äreiö m unb foIßli(ä^ J mii b). 

11. L, L", jv (aRan finbet bie Äreife m unb m" m^ b), c) 
unb d); ntitl^in aud^ J unb J".) 

12. L, L', L" (SKalfattifc^e Slufgabe.) SJiefe Slufgafee tonn 
m^ fo auögefprod^en werben: ^ ein gegebeneö SJreied 3 Äreife ju 
befiä^reiben, x)on benen jeber bie beiben anberen unb jwei ©eiten bes 
S)reie(fd berül^rt (SRan finbet bie Äreife m, m" naS^ b) c) unb d); 
mitl^in auc^ J, J', J"). (Sluflöfung t)on ©teiner.) (3lnbere äuf^ 
Wfungen ftel^e §. 141, 18.) 

B. 3n ben folgenben aufgaben foKen 3 Äreife M, M', M" lom 
jlruiert werben unb %xocx fo, ba^ ft(ä^ M' unb M" t)on aufeen berül^ren, 
M bägegen bie beiben anberen einfii^Iie^enb berül^rt, vs^vxn SSerül^rungds 
punite ober gemeinfi^aftlid^e 2;angenten ober Äreife gegeben, weld^e je 
2 t)on il^nen gleid^jeittg berül^ren. M unb M' berül^ren pd^ in P", M 
unb M" in F, M' unb M" in P; bie gemeinfd&aftlid^e burcä^ P' gel^enbe 
S^angente t)on M unb M" fei L'; bie gemeinfii^aftlid^e bur(| P" gel^enbe 
2^angente t)on M unb M' fei L" ; bie gemeinf d^aftliiä^e innere burd^ P 
gel^enbe S^angente t)on M' unb M" fei J; enblid^ fei L eine ber beiben 
gemeinfd&aftlid^en äußeren S^angenten an M' unb M", unb jwar biejenige, 
xotli^t mit L' unb L" ein bie beiben Äreife M' unb M" einfd^Iiefeenbefi 
SJreiedE bilbet. ^mhtx ifi no(ä^ barauf ju aifi^tn, ba§ fid^ L', L" unb 
J in einem 5ßunlte fd^neiben, ba P, F, F' bie Serül^rungdpunfte 
eineö äußeren Serül^rungdlreifed t)on A MM'M" pnb. 

Unter ben angegebenen Sebingungen M, M', M" ju lonftruieren, 
wenn gegeben 

13. P, P', P". 15. P, P", L'. 

14. F, P", J. 16. P', P", L (oergl 3). 

17. P', P" unb ein Äreid, weld^er M' unb M" ungleid&artig 
berül^rt (t)ergL 4). 

18. F, P" unb ein Äreiö, weld^er M' unb M" gleid^artig be* 
rül^rt (t)ergl. 5). 

19. P, P' unb ein Ärciö, weld^er M unb M' gleid^artig berül^rt 
(t)ergl. 4). 

20. P, P' unb ein Äreis, weld^er M unb M' ungleid&artig be^ 
rül^rt (oergl. 5). 

21. P, L', L". 22. P', J, L". 
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23. JJ, li' unb ein Äreiö, toeld^ct M' unb M" gleid^artig be^ 
tül^tt (üergL 7). 

24. J, L' unb ein Äteiö, meldtet M unb M' gleid^artig berül^rt 
(t)ergL 7). 

25. L, L', L", (»ejHmme ben aJurd^fd^nittöpunft t)on J unb L 
al^nlid^ wie in 10). 


mttut m^^niü. 





§. 103. 
6infa(ä^e aSetwanblungösSluföaben über baö SJreied. 
®n 3)reic(f in ein anbereö ju üerwanbeln, wenn c bleibt, unb 
au^erbent gegeben ift 

1. a 2. a 3. h. 

4. c fott ©tunbtinie von einem gleid^fd^enll. SJreied werben. 

5. c foff ©d^enlel t)on einem gleid^fd^enfl. SDreiedE werben. 
®in SJreied ju jeid^nen, welii^e« 

6. gleid^ ifi berSumme jweier gegebenen S)reiedEe t)on gleiii^er^öl^e. 

7. gleid^ ifi ber S)ifferenj jweier gegebenen S>reie(Ie von gleid^er 

8. n mal fo grofe ifi, oI« ein gegebenes SJreied. 
(Sin ©reied ju t)eru)anbeln 

9. in ein Sßieredf, fo ba§ eine feftüegenbe 2;ran«t)erfale be» 
^reiedd eine diagonale bed SSieredft wirb unb bie anbere 
SHagonale in eine ber ßage nad^ gegebene fiinie fällt. 

10. in ein ^Parallelogramm, beffen 2)iagonalen gleid^ jwei ©eiten 
beö ajreiedö finb. 

11. in einen SÜ^ombuö, beffen eine diagonale glei^ einer 3)rei* 
edöfeite ifi. 

§. 104. 
SBenn ein 3)reied in ein anbered t)ern)anbelt werben 
foll> von weld^em bie @runblinie = c gegeben, fo trage, wenn 
c<: AB ifi, c = AD auf AB ab, jie^e BE II OD, fo ifi A ABO 

(Beometrifd^e AonftrufÜond^SKuffiai&en. "^ 8 
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» ADE. 3fl c > AB, fo ifi bie jtonfhitftion btefeCbe; ed f&Ot nur 
D auf bie Verlängerung von AB. 3u bead^ten ifi no^, bag/ toenn 
c gegeben, aud^ h, belannt i^, unb utngelel^it. 

@ine einfad^ere ftonfhultion, bie febod^ in il^rer Senoenbung be^ 
fd^ränft ifl, ifl folgenbe: Gin mit c um A gefd^Iogener fireid treffe 
BG in D. (Sin mit BO um D gefd^Iagener Jtreid treffe BO ob^ 
beren aSerldngerung in B. SRun ifl A ADE = ABO. 

Sin S)reied in ein anbered )u Denoanbeln, xotnn gegeben 

1. c, a bleibt (DergL 4. c, h. 7. ©leid^fd^. A c 

§. 135, 2) 5. c, t, 8. ©leid^fd^. A a 

2. c, a €• P/ q 9. R A c 

3. c, b 

10. 3n einen gegebenen jtreid ein Sled^tedE }u jeid^nen, toeld^eft 
gleid^ einem gegebenen Duabrat ift. 

11. c, T 15- c,a2-f-b2(§.48) 19. t,, t 

12. r, T 16. c, Z (ate) 20. c, a-ß (§. 29) 

13. r, c 17. c, Z (at) 21. c, a:b (§. 59) 

14. c,a^-b2(§.47) 18. c, Z (cg 22. c, t. 

S3ei ben folgenben Slufgaben, in benen eine nad^ ber SRitte einer 
Seite gezogene Xrandoerfale (Slittellinie) gegeben, ift §. 19 )u bead^ten. 
23. c, Z (bt.) 24. tc, T 

§. 105. 

SBenn ein SJreiedf in ein anbereö »erwanbelt werben foll, 
t)on weld^em bie^öl^e auf bie ©runblinie^h« gegeben, f o er^ 
rid^te, xotnn h« Reiner ald baö von auf AB gefaßte Sot ift, auf AB 
ein ßot AD = h«, jiel^e burd^ D eine ^ßaraffete ju AB, roeld^e AC in 
E, unb burd^ eine 5ßarattele ju EB, weld^ AB üerlängert in P trifft, 
fo ift A AEP = ABC. 3ft he größer ald baö von C auf AB gefällte 
£ot, fo ift bie Äonftruftion äl^nlid^. 3u bead^ten ift, bafe bei biefer 
S3em)anblung burd^ h. aud^ c unb umgefel^rt beftimmt ift. 

(Sin 3)reiedE in ein anbereö ju t)erioanbeln, wemt gegeben 


l.h^a bleibt (ocrgl. 

8. h„ T 16. K ^ (at.) 

§. 135, 3) 

9. K r 17. h., Z (bt.) (§. 104, 23) 

2. h„ a 

10. h„ a + c 18. h., a»-b* (§. 47) 

3. bg, to 

11. h„ a - c 19. h., a^+b* (§. 48) 

4. ho, h. 

12. ©leid^fd^enlL A h. 20. h„, a-ß (§. 29) 


5. h,^p-q, (a<R) 13. ®lei(ä^f^nIL A h. 21. w„ o-ß (§. 28 u. 29) 

6. h« Z (ct.) 14. h., t. 22. h«, a: b (§. 59) 

7. R A h. 15. h„ Z (at.) 

23. beffen ^piiit in einen au|etl^alb bes ^teiedö gegebenen 
^nnft f&Ot. 

24. beffen @pige in einen innecl^olb bed S)reieää gegebenen 

$un!t im. 
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§. 106. 

(Siti^a^e SBcttoanblungdsSlufgaben für bas 

^Parallelogramm. 

a) S)a jebe diagonale baft Parallelogramm in jtDei longruente ^retede 
teilt, fo finb bie SBertoanblungen be« ^parattelogrammö auf bie bed 
SJreiedfö jurüdE jufül^ren. ©inige Slufgaben ftnb aud^ mit Senufeung 
bed @aged von ben @rgän}ungdparaIIelogrammen lösbar. 

©n Sparallelogramm in ein anbereö ju t)ertt)anbeln, wenn gegeben 

1. b, a bleibt 3. a, a bleibt. 

2. a, a bleibt 4. h^ a bleibt. 

5. ©in gegebene« SRed^tedf ab in ein anbereö ju t)erir)anbeln, von 
weld^em eine ©eite c gegeben (§. 135, 1). 1. Sinai. 9ie(^te(I ab unb 
bad gefud^te lönnen @rgän}ungdparaIlelogramme bilben. 2. Sinai. 
SRed^tedE ab unb bas gefud^te fönnen ^Parallelogramme bilben, fo ba§ fie 
ein ©iagonalenparallelogramm gemeinfd^aftlid^ l^aben unb bie anberen 
©tfidfe afe ©rgänjungöparallelogramme glcid^ finb. 3. Sinai, a unb 
b lönnen Slbfd^nitte einer Seltne fein, unb c Slbfd^nitt einer jroeiten 
burd^ ben SJeilungöpunlt gel^enben ©el^ne. 4. Sinai. Ä^nlii^ wie 
3. Sinai., nur bafe a unb b ©elantenabfd^nitte finb. 5. Stnal. S)a 
ab = ex, fo ifi x ju lonftruieren nad^ c : a = b : x. 

©n ^Parallelogramm ju jeid^nen, roeld^ed gleid& ifi 

6. ber ©umme jroeier gegebenen ^arattelogramme t)on gleid^er Qi^e, 

7. ber 3)ifferenj jroeier gegebenen Sparallelogramme von gleid^er 

8. ber ©umme jtoeier gegebenen 5parattelogramme von gleid&er 
©runblinie. 

9. ber ©ifferenj jroeier gegebenen Parallelogramme von gleid^er 
©runblinie. 

10. ber ©umme jroeier beliebigen ^arattelogramme. 

11. ber 3)ifferenj jraeier beliebigen Parallelogramme. 

12. @in 5paraBelogramm in ein 2)reiedE ju certoanbeln. 

13. ®in 3)reiedt in ein Parallelogramm ju loerwanbeln. 

14. @in Clüabrat in ein Sled^tedt ju uenoanbeln, menn c gegeben, 
©in ^Parallelogramm in einen SR^ombu« ju üermanbeln, 

15. fo ba^ eine ©eite bed gSaraUelogrammd S)iagonale bed 
SHI^ombuö wirb. 

16. menn gegeben e. 17. wenn gegeben a. 18. wenn gegeben h. 

b) 3)urd& bie diagonalen wirb baö ^Parallelogramm in tner gleid^e 
S)reiedfe geteilt; bal^er ift in ben folgenben Sluf gaben junöd^fi 
immer ber vierte 2:eil bed ?parattelogrammö ju oerroanbeln. 

©in ?parattelogramm in ein anbereö ju t)ern)anbeln, xotnü gegeben 
19, e, f 20. f, Z (ae) 21. a, e 22. e, e 

8* 
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§. 107. 

SSertDanblungen bed Xtaptit^r 

1. ®in SJropej in ein SJrciei ju vtxxoanidn mit Seibel^altung 
von OL unb d. 

2. ®in Xxapti in ein ^Parallelogramm ju uenoanbeln mit Seu 
bel^altung t)on a unb d. 

3. ©in S^ropej in ein SJreiedf ju rerroanbeln mit SSeibel^altung 
von a unb a. 

4. ©in S^rapej in ein SparaHelogramm ju rertoanbeln mit SJefc 
bel^altung von a unb a. 

Sei ßöfung ber folgenben Slufgaben,' in benen ein S^rapej in ein 
anbereS loerroanbelt werben foll, bead^te, ba§, xo^nn h gegeben, bamit 
aud^ a 4- c gegeben ifl unb umgele^rt. e?erner ftnb d, h unb a 
von einanber abl^ängige ©tüde. ©nblid^ ift jebeö 2^rapej gleidj 
einem SJreied, weld^eö biefelbe ^öl^e l^at, unb beffen ©runbtinie gleiii^ 
ber Summe ber parallelen ©eiten ifi, j. S. bem ^ülföbreied AFC 
in §. 8, c. 

©in gegebenes S^rapej in ein anbereö ju üerroanbeln, xoenn gegeben 

5. h, b, f. (3)ie 3lnal. biefer Slufgabe wirb DoHjlanbig gegeben, 
ba bie ber folgenben äl^nlid^ finb.) Sinai. SSerroanble S^rapej ABCD 
in ein SDreied AFK, beffen ^öl^e an^ K gleid^ h fei (§. 107, 1 
unb §. 105). 3ei(ä^net man baS gefud^te SCrapej EPGH fo, bafe E 
auf AB liegt, fo liegen K, H, G in einer ju AB gejogenen 5ßaraD[ete; 
G unb H finb leidet ju lonftruieren; ferner AP = BP + HG, ballet 
AE = HG. 

6. h, a, f 10. h, a, ß 14. a + b + c + d, h, a 

7. h, a, b 11. d, a, ß 15. a, c, f 

8. h, a, a 12. b, d, a 16. a, b, c 

9. h, b, a 13. a, d, a 17. a, c, a 

§. 108. 

äSerwanblungen beä SSieredEd unb g^ünfedö. 

1. ©in aSiered in ein 3)reied ju loenoanbeln. 

2. ©in SSiered in ein gleid^fd^enlligeö 35reied mit gegebener 
©runblinie ju uerwanbeln. 

3. ©in aSiered in ein ^Parallelogramm ju üerwanbeln. 

4. ©in SJreied fo in ein 3Siered ju üenoanbeln, bafe eine jroifd^en 
jn)ei Seiten beö 2)reicdö feftliegenbe ©erabe bie eine 3)iagonalc be« 
aSieredö mirb unb bie anbete 3)iagonale in gegebener SRid^tung von 
ber gegenüberliegenben ©de bes S>reiedd auslauft. 

©in äSiered in ein anbered ju Dertoanbeln, loenn gegeben 
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5. a, b, e, c. (3){e Sluftöfung biefcr aufgäbe toirb oottftänbig 
gegeben, ba bie bet folgenben 6—12 äl^nlid^ ftnb.) Slufl. Fig. 16. 
©egeben aSiered ABOD. 3eid^ne ein SDreied EBP, beffen Seiten a, b 
unb e finb. aSerwanble SBiered ABOD in ein ©reied ABH, biefeö in 
ein anbetes ABI, in weld^em eine ©eite in bie SRid^tung von BP 
f äHt, biefeö wieber in ein anbete« KBP, in xoel^tm eine ©eite BP unb 
ein aSinlel EBP ijl; burd^ K jie^e eine gJarattele ju EP unb f daläge 
mit c t)on P einen Äreidbogen, weld^er biefelbe in G trifft, fo ift 
gSiered EBPG = ABCD. 

6. a, b, p, c 8. a, b, a, ß 10. a, b, f, ß 12. a, b, ß, 8 

7. a, b, e, a 9. a, b, e, f 11. a, b, e, 8 

13. ©in aSiered mit S3eibel^altung t)on e, f, e fo umjuformen, 
ba§ e« burd& eine SJiagonale in jwei gleid^e S)reie(Je geteilt wirb. 
Sinai. 3i^§^ i>^^^ i>i^ 3Witte t)on f eine ^ßarallete ju e unb burd^ 
bie @nb|)unlte t)on e gJaraffelen ju f. 

14. ©in aSieredf mit Seibel^altung von e, f, e in ein 5ßaraffelo* 
gramm ju üertoanbetn. 

15. ©in günfed in ein 3)reiedf ju t)erraanbeln, bejfen ©runblinie 
in eine Seite beö pnfeds fdfft. 

16. ©in g^ünfed in ein SJreied ju t)em)anbeln, beffen ©pifte in 
einen gegebenen ^ßunlt beö Umfange« ju liegen lommt unb beffen 
©runblinie in eine ©eite bed g^ünfedö fällt 

17. Snnerl^alb eines günfedö ift ein 5punlt P gegeben unb mit 
einem 5punlt Q beö Umfange« t)erbunben; ba« g^ünfed in ein ©reied 
§u tjerroanbeln, beffen ©pifee in P unb beffen ©runblinie in bie 
pnfedöfeite fattt, auf ber Q liegt. 

18. ©in ^ünfed ABCDE in ein S>reied ju üertoanbeln, beffen 
©runblinie in eine ^ünfedöfeite AB fällt, unb beffen ©pifte in einen 
innerl^alb be« g^ünfed« gegebenen ^ßunlt P fällt, menn aufeerbem bie 
©eite PF be« SDreied« burd^ P auf AB gegeben ifl. 1. auf l. SBer^: 
wanble junäd^ft nad^ 17 ba« günfed in ein SJreied, beffen ©pifte in 
P unb beffen ©runblinie auf AB liegt. 2. auf l. giel^e PG II PB 
bi« BO, GH II PC bi« OD, HI II PD bi« DE, IK II PE bi« AE, 
KL II PA bi« AB, fo ift LPP ba« gefud^te SDreied. 3um »eweife 
jiel^e nod^ PG, PH, PI, PK. 

19. ©in pnfed in ein 3)reied ju tjenoanbeln, beffen ©runblinie 
in eine ©eite be« ^nfed« fottt unb beffen ©pifte in einen beliebig in 
bcr ©bene be« günfed«, aber mit biefem über berfelben ©eite ber 
©runblinie gegebenen $ßunlt P ju liegen lommt, wenn aufeerbem eine 
©eite PP be« ©reied« burd^ ben beliebig auf AB angenommenen 
«ßunlt P gegeben ifl. äuflöfungen äl^nlid^ mie bei 18. 
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§. 109. 
93ern)anblun0en 9on f^iguren in Duabraite. 

Sin Duftbtat ju jeid^nen^ loetd^eö gleid^ ifi 

1. ber Summe ^toeiet gegebenen Duobtate. 

2. bem nfad^en eined gegdienen Duobrott. 

3. ber S)tfferen} jtmeier gegebenen Ouabrate. 

4. ber ißälfte eined gegebenen Duabrotd. 

3n ben folg^nben Slufgaben ift bie betreffenbe ^gur }un&$fl in 
ein Sied^ted {U Denoanbeln unb biefed auf bie belannte Sßeife in ein 
JQuabrat. 9lud^ bie oorl^ergel^enben aufgaben fönnen auf biefe äßeife 
gelöfi loerben. 

5. (Sin Sied^ted in ein Duabrat ju Dermanbeln« 

6. @in Duabrat )u }eid^nen^ n)e((|ed glei(]^ iß bem nten Xnl 
eined gegebenen JQuabratd. 

7. ©tt Duabtat ,« jei^nen, n,el<^e8 glei.^ ifi bem ^fad|e» 

rined gegebenen Duabratd. 

3n ein Duabrat ju t)em)anbeln ein gegebenes 

8. 2)reie(I. 10. trapej. 12. gilnfed. 

9. Parallelogramm. 11. SSiered. 

§. 110. 
Seilung bed ^reiedd. 

1. ©in S)reied in n glei<ä^e Steile ju teilen, fo ba§ bie S^eilungö-- 
Knien von einer @de audgel^en. 

2. 3n einem gegebenen S)reied einen 5punlt fo ju befiimmen, 
ba§ baö 2)reied burd^ bie Sinien, weld&e il^n mit ben ©den üerbinben, 
in brei gleid^e Steile geteilt mirb. (halbiere bie brei Seiten.) 

3. ©in S)reied burd^ eine gebrod^ene Sinie, weld^e t)on O nad^ c, 
unb bann abn^ed^felnb von c nad^ a, unb von a nad^ c gel^t, in ffinf 
gleid^e 2;eite ju teilen. 

4. ©in 3)reied von einem auf einer Seite gegebenen 5ßunft au« 
3U l^albieren. 

5. ©in S)reied von einem auf einer Seite gegebenen ^unlt au« 
in n gleid^e Steile }u teilen. 

6. äSon einem gegebenen 2)reied ein Stitd ab^ufd^neiben, wetd^e« 
gleid^ einem anberen gegebenen ©reied ifl, fo ba| bie Seilungslinte 
von einem auf AO gegebenen $unit D au&gel^t. EufL SSemianMe 
bad gegebene S>reied in ein anbered, in toeld^em eine Seite =» CD 
unb ber anliegenbe SSßinlel « ift. 
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7. @in S)reie(I von einem innerl^al6 bedfeI6en gegebenen ^unft 
auft in fünf gleid^e Steile }u teilen. 

8. (Sin SJreied von einem innerl^alb bedfelben gegebenen ^ßunlt 
auö in fünf gleid^e Steile ju teilen, wenn eine aJeilungöUnie ber Sage 
nad^ gegeben i% 

9. aSon einem gegebenen S)reiedE ein ©tüdf abjufd^neiben, weld^eö 
^inem anbeten gegebenen SJreied gleid^ ift, hnx^ jwei aieilungsKnien, 
u)cl($e t)on einem innerl^alb beö S)reiedEfi gegebenen ^ßuntt P auögel^en, 
unb t)on benen bie eine PD ber Sage na^ gegeben ifi. (SKel^rfad^e 
aSerwanblungen.) 

10. 3m A ABC iji DE || AB gejogen; man foff von C na^ AB 
bie Sinie CF, toetd^e DE in 6 trifft, fo jiel^en, bafe A CGE == aSiered 
AFGD wirb. 

§. 111. 
S^eilung ber Parallelogramme unb aJrapeje. 

a) 33ei Söfung ber folgenben Sluf gaben ift §. 113, 1 ju benuften. 

1. ©in ^arattelogramm in n gleid^e ^Parallelogramme ju teilen. 

2. @in Parallelogramm t)on einer ©de auä a) in eine gerabe Slm 
jal^l gleid^er Steile, ß) in eine ungerabe Slnjal^l gleid^er 2^eile ju teilen. 

3. ©in S^rapej in n gleid^e Steile fo px teilen, bafe bie S^eilungßs 
Knien bie beiben parallelen ©eiten fd^neiben. 

b) 3ur ßöfung ber folgenben 3lufgaben teile bie aBittellinie beö 
a^rapejeö in bie t)erlangte ainjal^l gleicher Steile. 

4. Qin S^rapej in n gleid^e Steile fo ju teilen, ba^ alle S^eilungß^ 
linien burd^ ben 2)urd^fd^nittdpnnlt ber nid^t parallelen ©eiten gelten. 

5. ©in S^rapej in n gleid^e Steile ju teilen burd^ eine gebrod^ene 
Sinie, n>eld^e in einer ber &ttn anfängt unb abwed^felnb uon einer ber 
poraKelen ©eiten }ur anberen gel^t. 

6. ©in SCrapej in eine ungerabe Slnjal^l gleid^er Steile ju teilen, 
n)eld|e fämtlid^ gleid^en Umfang l^aben. 9lnal. S)ie 2;eilungdlinien 
teilen bie Sinie, weld^e bie aKitten ber nid^t parattelen ©eiten »er* 
binbet, in biefelbe ainjal^l gleid^er Steile unb finb abwed^felnb biefen 
©eiten poraSel. 

7. ©in 2:rapej in eine Slnjal^l gleid^er 2:eile ju teilen, fo ba§ 
äße mit Sluönal^me bes legten einen gegebenen Umfang l^aben. 

c) 3n ben folgenben 3lufgaben t)erbinbe ben $ßunft, von bem bie 
aieilungdlinien auögel^en f offen, mit ben 2^eilpunlten ber aWittet 
linle unb bringe ben erfien S^eil, weld^er jum 2:eil aufeerl^alb beö 
S^ropejed fäfft, in badfelbe l^inein. 

©in ^rape) in n gleid^e ^eile ju teilen 

8. oon einer ©de auö. 

9. Don einem $ßunft einer paraffelen ©eite au^. 
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§. 112. 
2:cilun0 bcö aSietetf«. 

3n ben folgcnbcn Aufgaben ifi ba« SSiered junä# in ein ©teied 
)u t)em)anbcln, beffen ©pifee in ber Siegel in benjenigen ^unR fällt, 
von toeld^em bie ^^eilungftlinien audgel^en. 

1. ®in gegebenes SBieretf Don einer 6de. aus in n gleid^e Steile 
§u teilen. (§. 110, 5 unb 7.) 

2. 6in aSiered von einem auf einer Seite gegebenen Sßnntt in 
n gleid^e Steile ju teilen. 

3. (Sin Siered t)on einem innerl^alb besfelben gegebenen ^unü 
auft in n gleid^e Steile ju teilen, toenn bie erfle Steilungdlinie ge^ 
geben iji. 

4. ©in ajiered burd^ eine gebrod^ene ßinie, weld^e von ber ©de 
A audgel^t unb abmed^felnb bie Seiten b unb d trifft, in n gleid^e 
S::eile ju teilen. 

5. 93on ^imm gegebenen Sßieled ein Stüd ab}uf^neiben, toeld^es 
gleid& einem gegebenen 35reied ift. 

6. ein aSieled ifi burd& eine gebrod^ene Sinie in jwei Steile ge^ 
teilt; man fott von bem einen ®nbpunft berfelben aus eine gerabe 
ßinie jiel^en, weld^e baö 2Sieled in berfelben 2Beife teilt. 

§. 113. 
2;eilung ber geraben Sinie. 

1. ®ine gerabe' Sinie a in n gleid^e Steile ju teilen. 

a) 3ur Söfung ber folgenben aufgaben finb mit Senufeung von §. 1 
unb §. 15, a unb b re(ä^trmn!lige 3)reiede ju lonflruieren. 

2. ajon a ein fol(ä^eö©tüd abjufd^neiben, baß berUnterf(5ieb swifii^en 
bem Duabrat t)on a unb bem bed abgefd^nittenen ©tüded = b^ wirb. 

3. a um ein fold^eä ®tM ju t)erlftngern, ba| bie Summe au« 
ben Duabraten t)on a unb il^rer 3Serldngerung = b^ wirb. 

4. a fo JU teilen, baj5 bie (Bnmmt ber Duabrate beiber Steile = b^ 

5. a f ju teilen, baj^ bie 3)ifferenj ber Duabrate beiber Steile = b^. 

b) 3n ben folgenben Aufgaben iji junäd^ft baft gegebene SRed^ted nodj 
in ein Duabrat )u Derwanbeln, unb bann bad unter a) ©efagte 
}U bead^ten. 

Die größere Seite eines gegebenen 3led^teds foll fo geteilt 
werben, bafe 

6. bie Summe ber Duabrate beiber Seile gleid^ bem gegebenen 
aied&ted wirb. 

7. bie 3)ifferenj ber Duabrate beiber 2:eile gleid^ bem gegebenen 
9led&ted wirb. 
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c) 8. a fo }u teilen, ba§ baö Duabrat beft einen ^eild boppelt fo 
groß n)irb, als baö Duabrat beö anbeten. (§. 15, 3.) 

9. a fo }u uerldngern, baj5 bie Summe auö ben Duobraten ber 
Dertangerten Sinie unb ber aSerlöngetung = b* mirb. (§. 16, 1.) 

10. a fo ju uerlängem, bafe bie S)ifferenj jToif(ä&en ben Duabroten 
ber Derldngerten iSinie unb ber aSerlängerung = b* wirb. (§. 16, 9.) 

§. 114. 
S^eilung ber geraben Sinie. ' 

1. AB in bem SBerl^ältniö m:n ju teilen. 1. SStufl. S^rage an 
AB unter einem beliebigen SBinlel AE = m an; jiel^e burd& B ju AE 
nad^ beiben ©eiten ^parallelen unb mad^e beibe = n = BP = BG; EP 
trifft AB in C, unb EG bie SSerlangerung uon AB in D; fo l^at 
man AO:BO = AD : BD = m : n. 2. Sluf l. SCrage an AB in A 
einen beliebigen SBinfel an, fd^neibe auf bem freien ©d&enlel beöfelben 
m = AE unb n = EP ab, unb jiel^e EC II PB. ferner trage n 
auf EA t)on E aus ab = EG unb jiel^e ED II GB, fo l^at man 
AC:BC = AD:BD = m:n. 

la. AB burd^ C unb D fo ju teilen, bag AO : AD = BO : BD = 
mm. 1. Sinai. AC : CD = m : n — m unb CD : BC = n -4-m : m; 
beibe jufammengefefet: AC : BC = m- m : n — m; al[o awd^ AD : BD 
=TH-m : n — m; b. \ AB ift in C unb D l^armonifd^ ju 
teilen = m-m:n — m (1). 2. Sinai. aWad^t man CX = CB, fo 
ijl nad& ber 1. Sinai. AC-4-BC: AC-BC = n:m, b. \ AB:AX 
= n:m, alfo X unb bal^er C ju finben. 3Kad&t man femer DY = BD, 
fo ifi AD + BD:AD.-BD = n:m ober AY:AB = n:m, alfo Y 
unb fomit D beflimmt. 3. Slufl. ^v^t burd& B eine beliebige 
Sinie, trage auf berfelben auf ber einen ©eite t)on B, m = BE, auf 
ber anberen n = BP ab, jiel^e burd^ E eine SßaraHele ju AB, weld&e 
AP in G trifft; trage AG auf AP ^ = AH; HE unb eine burd& 
P JU HE gejogene ^parallele treffen AB in C unb D. 

a) Sei Söfung ber folgenben Slufgaben finb bie beiben Sluflöfungen 
ber näd^ftfolgenben Slufgabe ju benufeen. 

2. 3" jw>^i gegebenen Sinien a unb b bie mittlere ^proportionale 
%\x fud^en. Ober ein SRed^tedE in ein Duabrat ju oerwanbeln. (§. 109, 5.) 

3. a fo JU teilen, ba^ baö SRed^tedE auß beiben Slbfd^nitten = b* 
wirb. Ober ein Duabrat in ein SRed^tedf ju ©enoanbeln, beffen Um^ 
fang = 2a. (SBergl. §. 139, a.) 

4. a fo JU teilen, bajs baö 3?ed^tedE auö a unb einem S^eil = b^ 
toirb. Ober ein Duabrat in ein äted^tedf ju Dertoanbeln, Don n)eld^em 
eine Seite = a ift. 
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5. a um ein Stfld fo )u t^erl&ngem^ bag bad 9ted^ted aud a 
unb ber JBcrfdngerung = b^ loitb. Ober wie 4. 

6. a um ein ©tfid fo }u oerlangem^ ba^ bad Sied^ted aus a 
unb ber ^anitn üerldngerten Sinie = b* wirb. 

7. a fo ju Derlängem, bag bad Sieii^ted aud ber äSerldngerung 
unb ber ganjen oerldngerten Sinie == b^ wirb. Sinai. AB = a, X 
ber (Snbpunft ber äSerlangerung. SBirb burd^ A unb B ein beliebiget 
jtreid gelegt, fo ifi bie von X an il^n g^ogene 2;angente = b. 
Sln^. III, 12. 

3n)ei gerabe Sinien x unb y fo ju lonflruieren, bafe 

8. x2 + y^ = a* unb x:y = m:n. 

9. x^ — y^ = a^ unb x : y = m : n. 

10. xy = B? unb X : y = m : n. 

11. x2 + y2 = a2 unb xy = b2 (§. 104, 9.) 

b) S3ei Söfung ber folgenben Aufgaben iji ju bead&ten, bafe fl($ in 
einem red^tn)infligen 3)reie(f bie Duabrate ber Äatl^eten mit bie 
©egmente ber ^ppotenufe ©erl^alten; ferner bafe in einem Äreife 
bie Duabrate jn)eier t)on bemfelben @nbpunlte eined S)urd^me{fers 
auögel^enben ©eignen fid^ ©erl^alten, n)ie bie 5ßrojeftionen ber ©eignen 
an^ ben SJurd^meffer. SRit ^ülfe biefer ©äfee lann man fletd iroei 
Sinien lonftruieren, bie ftd& wie jroei gegebene Duabrate tjerl^aüen. 

12. a fo JU teilen, ba^ fid^ bie Duabrate il^rer SJeile = m : n 
wrl^alten. 

13. AB fo JU teilen, bafe fid^ bie SJeile = m^ : n^ t)er]^alten. 
a) Snnere SCeilung. 2. Slufl. aWan fd&neibe AO = in, BD = n 
auf AB ab, errid^te bie ©enfred^ten OE = n unb DP = m; falle x>om 
©urd^fd&nittdpunlte G ber Sinien AE unb BF eine ©enired&te auf AB. 
3. 2lufL aJlan fonftruiere über AB ein gleid&fd^enlligeö S)reiedE ABC, 
f bag AO = BO =^ m + n, befiimme auf AO unb BO bie ^ßunfte E 
unb D fo, bafe AE = CD = m, mitl^in CE = BD = n wirb, t)erbinbe 
C mit bem 35urd^fd^nittöpunft F t)on DA unb EB, verlängere biefe 
ajerbinbungölinie bis jum ©urd^fd^nitt X mit AB, fo ifi X ber t>ers 
langte 2;eilpunlt. »eweiö: 3taä) bem ©afee beä 6et)a ifi AX-BD-OE 
« BX . AE . CD, alfo AX:BX = m« : n^. b) äußere SCeilung. 
3)er gefud^te a^eilpunft X liege auf ber SSerldngerung uon AB über B 
l^nauft. aWan fd^lage um X einen Äreiö, beffen SRabiuö bie mittlere 
proportionale jwifd&en AX unb BX ift. ©r treffe AB in C unb 
bie aSerldngerung oon AB in C ^ ifi nun AX : CX == OX:BX 
©efet man biefe «Proportion mit ber ibentifd^en CX:BX=«OX:BX 
jufammen, fo entfielet AX : BX = CX^ : BX^, mitl^in, ba AX:BX = 
m^ : n2 ip, OX : BX = m : n (1) unb bemnad^ aud& AX : CX =^ 
m:n (2). äuß AX : CX = CX : BX folgt ferner AX - CX : OX « 


§. 114, 115. 123 

OX-BX:BX,alfoAO:CX = BC:BX, ober AO : BO « CX : BX 

«m:n(3). 2)aOX = C'X, fo tnu§ au^ C'X:BX = m:n (4), 
AX : O'X = m : n (5) fein, äuö AX : C'X « 0'X:BX folgt AX -i- 
C'XrC'X = O'X H- BX : BX, alfo AC : C'X « BC : BX ober AC : 
BC = C'X : BX « m : n (6). 2. »uf I. man befiimme aM (3) 
unb X aud (1) ober (2). 3. Slufl. aWan befiimme 0' aM (6) unb X 
aM (3) ober (4). 4. äufl. aßan beflimme auft (3); C au« (6) unb 
l^albiere CO'. 5. auf l. äl^nlid^ wie a) 2. 2lufl., nur bafe entoeber BD 
«=n auf ber SSerldnöerung von AB abgetragen wirb, ober OE unb 
DP auf perfd^iebenen Seiten t>on AB errid^tet werben. 6. äufl. 
SBie a) 3. Slufl. nur bag X ber SDurd^fd&nittdpunft oon ED mit AB 
n)irb. äSetoeid. 3la^ bem @a6 bed aRenelauö ift AX-OE-BD 
« BX. AECD, alfo AX : BX « AEOD : OEBD « w? : n\ 

14. AB im SSerl^&ltnid )n)eier gegebenen Sled^tedEe )u teilen. 
1. Slufl. äl^nlid^ mie 13, a) 3. SlufL unb 13, b, 6. Sluji. nod^ ben 
Sä^en bed @et)a unb 9Kenelaud. 2. Slufl. toie 13, a) 2. Slufl. 
unb 13, b) 5. Slufl. 

15. @ine gerabe Sinie )u jeid^nen, beren Duabrat fid^ )u a^ = 
in:n Derl^&lt 

16. (Sine gerabe Sinie ju jeid^nen, bic ftd^ ju a^m^rn^ 
verl^älL 

c) Sei Säfung ber folgenben Slufgaben ift ber unter b) angeführte 

Baii }u bead^ten unb augerbem, bag in einem 3)reiedE bie ^albic:^ 

rungdlinie eined SBinfete bie ©egenfeite im SSerl^ältnid ber beiben 

anberen ©eiten teilt. 

Sluf AB ift ber $unft gegeben; man foU ben $unlt X fo 

befUmmen, ba^ 

17. AX» : BX? « AO : BO. Sinai. 6« ifi AX» : BX» = 
AO-AB:BG*AB. ^nftruiert man über AB da red^tminfitged 
©reled ADB, in weld^em C gujspunft ber ^öl^e, fo ift AX : BX = 
AD: BD; bal^er toirb Z ADB burd& DX l^albiert. 

18. AX : BX = AC» : BC». 

§. 115. 
S^eilung ber geraben ßinie. 

S3ei Söfung ber folgenben Slufgaben iji ber ©afe ju beachten: 
3iel^t man Don einem 5ßunft au^erl^alb eines Äreifeß an biefen eine 
©elante unb eine S^angente, fo ijl bie S^angente bie mittlere ^ßro^ 
portionale jtoifd^en ber ganzen @efante unb il^rem äußeren Slbf^nitt. 

1. a um ein Stüd fo }u oerlangem, bag bad SSed^ted aus ber 
aSerlängerung unb ber ganjen verlängerten Sinie = b» wirb. Ober ein 
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Duabrat b^ in ein SRe^tetf ju Dtmanitln , in weld^cm bie 2)iffeten} 
ber ©eiten = a ijl. (»ergl. §. 139, b.) 

2. a fietig JU teilen. (§. 139, 1.) »nal. AB = a, BX ber 
gtöfeere abf(|nitt. SRad&t man bie gSertdngerungen BC = AD = BX, 
f ift AC in B, ebenfo DB in A iletig geteilt. Sielet man BE == BA 
unb ± BA, fo ifl ZDEO = R, unb, toenn M bie SKitte von AB, 
ME = MC. 

3. a um ein Stüd fo ju Derlängem, bag a ber gröjsere Slbf^nitt 
einer ftetig ßeteilten Sinie wirb. (§. 139, 2.) Sinai, ä^nlid^ mie 2. 

4. a nm ein ©türf fo ju verlängern, bafe a ber Heinere Slbfd^nitt 
einer ftetig geteilten ßinie wirb. (§. 139, 3.) änat. SBerlängert 
man AB = a über A l^inauö biß D, fo bafe BD gleid^ bem gefuiä^ten 
größeren Slbfd^nitt wirb, fo ijl aud^ BD in A ftetig geteilt, alfo 3. 

5. a fo JU teilen, bajs bad Duabrat bed einen S^eild gleid^ bem 
SRed^ted aus bem anberen SCeil unb b ift. Sinai. 3fi AB = a unb 
AX:BX = BX:b, fo folgt AX + BX:BX = b + BX:b. »er^ 
längert man bal^er AB über B l^inauö utn b bi« C, fo ift AB : BX 
= CX : BO ober BX . OX = AB-BO. Jlonftruiert man BE J_ AC 
unb als mittlere Sßroportionale ju AB unb BC, jiel^t man ferner oon 
X an einen über BC befd&riebenen ißalblreiÄ bie S^angente XP, fo 
ijl XF2 = BX . CX unb BE^ = AB • BC, folglid^ XF = BE unb 
DX = DE. 

§. 116. 
S^eilung ber geraben Sinie. 

Sei ber Slnal^fiö ber folgenben Slufgaben bead^te, ba^ p(ä& au§ 
ben gegebenen ^Proportionen burd^ Silbung ber (Sxxmrmn ober S)iffe5 
renjen neue Sßroportionen l^erftellen laffen, weld^e fid^ jur Äonftrultion 
eines unbelannten ?ßunfted vtttomim laffen. 

Stuf AB finb bie ^ßunfte C, D in ber Sfteil^enfolge A, C, D, B 
gegeben. aWan foll einen Sßunit X beftimmen, ber 

1. AB unb CD innerlid^ in gleid^em SBerJ^öltniö teilt, alfo 
AX : BX =. CX : DX. 1. Sinai. Stuö AX : CX = BX : DX folgt 
AX - OX : CX = BX - DX : DX ober AC : BD = CX : DX, alfo 
§. 114, 1. 2. Sinai. Äonftruiert man nad& berfelben ©eite uon AB 
bie beiben beliebigen äl^nlid^en 35reiedEe ABE unb CDF, fo ifl EFX 
eine gerabe Sinie. 3. Sinai. (So ift AX.DX = BX.CX. ©rrid^tet 
man ba|er XY±AB, fo bafe XY mittlere «proportionale ju AX 
unb DX ifl, fo ift fte eö aud^ ju BX unb CX, bal^er Z ATD 
= BYO = R. 

2. AB unb CD innerlid^ in umgefel^rtem SSerl^altniö teilt, alfo 
AX : BX = DX : CX. 1. Sinai. SluS AX:DX = BX:CX folgt. 
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AX:AX + DX = BX:BX + CX ober AX : BX = AD : BC, alfo 
§. 114, 1. 2. anal. Äonfiruiert man nad^ t)er[(j^icbenen ©eitcn von 
AB bie belicbtöen äJ^nlid^en SDrcicde ABB unb DOF, fo ift EXF 
eine ©erabc. 3. Sinai. 6« iji AX . OX =- BX • DX. Segt man 
halber burd^ bic Sßunftc A unb C, fowie burd^ B unb D jroei be^* 
liebige Äreife, fo liegt X auf ber 5potenjlinie berfelben. 

3. AO unb BD äufeerlid^ in gleid^em SSetl^ältniS teilt, alfo 
AX : CX = DX : BX, wobei X auf einer ber SBerlängerungen oon 
AB liegen mufe. 3)rei Slnal^fen, wie 1 unb 2. 

4. AB innerlid^ unb OD äulserlid^ in gleid^em SBerl^ältniö teilt, 
alfo AX : BX = CX : DX. 1. anal. BX -+- AX : BX- AX « 
DX + CX : DX - CX. 3ft E bie 3Kitte t)on AB, F bie aJlitte t)on 
OD, fo ift BX - AX = 2EX unb DX -f- OX = 2FX, bal^er AB : 
2EX = 2FX : OD ober EX . FX = V^ AB • V^OD unb FX - EX 
= ÄF (§. 114, 2 unb 7 ober §. 139, b). 2. 2lnal. 6« ift AX • DX 
= BX-OX. 3Ran lege burd^ A unb D, ebenfo burd^ B unb jwei 
beliebige Äreife mit ben 3Jiittelpunften K unb K' unb wäl^le bie 
beliebig angenommenen 3labien fo, ba§ fld& bie Äreife in jwei ^ßunften 
E unb F fd&neiben. XE fd^neibe K in G, K' in H. S«un ifl 
AX . DX = GX . EX unb BX • CX = EX • HX, folglich GX-EX 
= EX-HX, alfo GX = HX. S)a^er ein Ort für X Sänl^ang III, 43. 

5. AB innertid^ unb CD äufeerlid^ in umge!el^rtem SBerl^ältniö 
teilt, alfo AX : BX = DX : OX. 3ln al. wie 4. 

6. AO innerlid^ unb BD äufeerlid^ in bemfelben SBerl^ältniö teilt, 
alfo AX : CX = DX : BX. Sinai, wie 4. 

7. a unb b gegeben; man foll auf beiben ein gleid^eö ©tüd fo 
abfd^neiben ober an beibe ein gleid^eö ©tüdE fo anfe^en, ba§ fid^ im 
erjleren gatte bie SRefte, im lefeteren bie ganjen Sinlen = m : n oer^ 
l&alten. (Db ein ©tüdE abjufd^neiben ober anjufe^en iji, rid&tet fl(| 
nad^ ber ©röge oon m unb n im aSergleid^ ju ber oon a unb b. 
Sinai. 2;rägt man b auf a ab, fo bag AB = a unb OB = b ift, 
unb ifi BX baö gefud&te ab^ufd^neibenbe ©tüdf, fo ift X nad& §. 114, 1 
ju lonftruieren. 

8. a nn^ b gegeben; x fo ju beftimmen, ba§ a + x:b"-x = 
mm. Sinai. 3^^^^^ a + b, bann §. 114, 1. 

9. a unb b fo ju teilen, baß fid^ jwei SJeile berfelben = m : n, 
bie 9tefie = p : q oerl^alten. 1. Sinai. (Fig. 17.) ©J fei Z B beliebig, 
AB = a, BO =* b, D unb E il^re 3;eilpunfte. giel^t man AP II DE, 
fo ifi BP : a = n : m, alfo F bejiimmt. 3iel^t man nod^ EG II DA, fo 
iji EO : DA = q : p, alfo aud^ EO : EG = q : p, unb wenn CG 
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t)eridngert BA in H trifft, b:BH « q : p; bolzet H befKmmt 2. »näL 
^eid^ne AB « a unb CD « b beliebig in patalletet Sage; bie ZexU 
punlte feien bejüglid^ X unb T; AO unb XY fd^neiben fW^ ner^ 
I&ngert in E, BD unb XT in F. SDonn ftnb E unb F nod^ 
§. 114, 1 ju beftimmen. 

auf AB ifl C gegeben; man foff X fo bejKmmen, ba§ 

10. AX:OX==OX:BX. a) X liege auf ber SBerlängerung üon 
AB. 1. Sinai. Sluft AX : CX « CX : BX folgt AX : AX - CX -« 
CX:CX-BX ober AX:AO = CX:CB, ba^er AX:OX = Atl: 
CB (§. 114, 1). 2. anaL Äonftruiert man über AC unb OB 
äl^nlid^e ©reiede mify berfelben ©eite, fo ift X beren Sl^nlid^Ieitfts 
punit. .3. anal, ©ö ift AX • BX =» CX^ ©in beliebig burd^ A 
unb B gelegter unb ein um X mit XO befd^riebener Jtreid fd^neiben 
fld^ red^twinflig. ^ann n)irb ber 3)urd^meffer oon ^reid X burd^ 
AB l^armonifd^ geteilt, ß) X liege auf AB. anal. Ronftruiert fhan 
XD= OX unb ± AB, f o ifl Z ADB = R unb Z BCD = 'A R. 

11. AB:AX = BX:OX. a) X liege auf AC. 1. »nal; AB: 
AB-AX = BX:BX-CX, alfo AB:BX = BX:BC (§. 114,2). 
2. anal. AB : BX = AX : CX, bal^er AB : AB -h BX = AX: AX 

+ CX, ober xotnn man AB über B l^inauö um fid^ felbfl bi« D 
verlängert, AB : DX = AX : AC. S)a^er ifi DX . AX = AB - AC 
(§. 114, 2 unb 3 ober §. 139, a). 3. anal. Äonftruiert man über 
AB unb BX nad^ berfelben ©eite bie beliebigen äl^nlid^en ©reiedfe 
ABD unb XBP, fo bafe alfo F auf BD liegt, fo ift DX II FC, 
folglid^ aXBF==CBD (§. 128, 1). ß) X ücge auf CB. 1. anal. 
AB:AB + AX = BX:BX4-CX. SBerlangert man BA über A 
l^inaus um fid& felbft bis D, fo ift AB:DX -=BX: CB, bal^er 
DX.BX = AB.CB unb DX4-BX = DB (§. 114, 2 unb 3 ober 
§. 139, a). 2. anal. AB : BX = AX : CX, bal^er AB : AB - 
BX = AX:AX-CX ober AB: AX = AX: AC (§• 114, 2). @ft 
finb nod^ jroei gälle möglid^, bie ebenfo ju be^anbeln ftnb. 

12. AB : AX = AX : CX. a) X liege auf BC. anal. 
AB : Aß - AX = AX : AX - CX ober AB : BX = AX : AC, bal^er 
AX.BX = AB.AC C§. 114, 2 unb 3 ober §. 139, a). ß) X liege 
auf AC. anat AB : AB + AX « AX : AX + CX.' SSerlängert 
man AB über A l^inau« um fld^ felbft bis D, fo ift AB:DX = 
AX:AC,ba]^erDX.AX:==AB.AC(§. 114, 2 unb 7 ober §. 139, b). 
y) X liege auf ber äSierl&ngerung über A l^naud. anal AB: AX 
^AB = AX:CX--AX. Srägt man bal^er AD =» AB auf AX ab, 
fo ifl AB:DX«rAX: AC, alfo DX.AX=«AB.AC (§. 114, 2 unb 
7 ober §. 139, b). 
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§. 117. 

g^ifluren in unb um Figuren. 

a) ßinfad&e Slufgaben. 

1. 3n ein gegebenes ©reied einen SRl^ombuö fo ju jeid^nen, ba^ 
eine Seite besfelben in bie Seite AB unb eine ber anbeten (gden in 
einen auf BO gegebenen ?ßunft D fällt 

3n ein gegebenes ©reiedt ABO ein gteid^fd&enfßgeö fo ju jeid^* 
nen, bafe 

2. bie ©runblinie II AB unb bie ^b^e = h. 

3. bie ©runblinie II AB unb = g. 

4 3n ein gegebenes jQuobrat ein gleid^feitigeS 3)reie(I fo }u 
jeid^nen^ bag eine @<Ie bed leiteten in eine bed erfteren unb bie 
beiben übrigen auf §n)ei ©eiten be« Cluabratö faden. 

5. Um ein gegebenes glei^feitige« 3)reied ein Duabrot fo ju 
jeid^nen, ba§ eine ©de beiber giguren jufammenfdilt unb bie berfelben 
gegenäbetliegenben Seiten bes jQuabrots burd^ bie beiben anbeten 
(Sden bes S)teie(Id gelten. 

6. 3n ein gegebenes gleid^feitiges S)teie(I ein anbetes ju jeid^nen, 
beffen Seiten einzeln auf benen bes anbeten fenlted^t flel^en. 

7. Um ein gegebenes SJteied DEF ein anbetes ABO, .t)on 
vod^em a, ß unb bie Slid^tung non AB gegeben, fo ju jeid^nen, bafe 
BO butd^ D, AO butd^ B, unb AB butd^ P gel^t. 

8. 3n ein gegebenes SDteied ein anbetes ju jeid^nen, uon wetd^em 
a, c unb bie Siid^tung ron c gegeben. 

9. 3« ein gegebenes 3)teied ein anbetes ju idd^mn, von weld^em 
c, h, unb bie Stiftung oon c gegeben. 

b) SBei bct Söfung bet folgenben Slufgaben bead^te, bafe bie gefud^te 
unb bie gegebene ^igut benfelben äRittelpunIt l^aben; l^at man ballet 
juetft bie gefud^te in anbetet Sage gejeid^net, fo lann man fie leidet 
mittelft bet fo gefunbenen Stüdfe mit bet etften in aSetbinbung 
bringen. ®ine SRebenfigut ld§t fid^ retmeiben. (§. 32 unb 44.) 

10. 3n ein gegebenes gleid^feitiges SJteied ein anbetes gteid^^ 
feitiges mit gcgebenet Seite a ju jeid^nen. 

11. Um ein gegebenes gleid^feitiges S)teiedf ein anbetes gleid^^ 
feitiges mit gegebenet Seite a ju jeid^nen. 

12. ^ ein gegebenes Ducänrat ein anbetes mit gegebenet Seite 
a JU jeid^nen. 

13. Um ein gegebenes Duabtat ein anbetes mit gegebenet Seite 
a ju seidenen. 

c) Äteife in giguten unb ^iguten in Äteife. 
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14. 3ti ein gegebene« 2>me<! einen ^olUreift ]u seid^nen^ 
oeU^ ]»ei Seiten berfi^ unb beffen 2>uc4meffer auf ber britteit 
eeitr liegt 

15. 3n ein gegebenes glei^eitiged ^bxdtä bret gleid^ Streife fo 
)U (efd^reiben, ba| jeber bie beiben fibrigen unb }i9ei Seiten beft 
3>reiedEd berfi^ 

16. 3n einen gegebenen jtreid 4 gUid^ gleid^feitige 3>reie(Ie fo 
|U jeid^nen^ ba§ bad mittlere mit jebem äußeren eine &k gemein 
^at. 1. %nal mit 9enu|ung Don §. 92^ 14. 2. %nal Serbinbe 
)mei benod^borte auf bem Streife liegenbe &ttn )n)eier 2>reie(Ie mit 
ben beiben auf bem Streife liegenben (Sdtn bed britten 2)reiedd^ 
unb verlängere biefe Sinien bid }um 2)urd^fd^nitt^ fo ftnb bie auger^ 
l^olb unb innerj^olb bes Streifet liegenben Sbf^nitte fomtlid^ unter 
einanber gleid^. 

17. 3n einen gegebenen Streid 5 gleid^e Duobrote fo }u geid^nen^ 
ba§ bod mittlere mit jebem äußeren eine @eite gemein l^at äufL 
3ei^e über einen S>urd^me{fer ein red^tminSigeft ^bmtd, beffen 
Seiten im Serl^oltnid 1 : 3 flehen. 

§. 118. 
Parallelogramme in S)reied(e. 

a) 3n ein gegebene« S)reied ABO ein Parallelogramm ADEF f o ju 
jeid^nen^ bag beibe ben SBintel A gemein l^aben (D auf AB^ E 
auf BO, F auf AG), unb baB 

1. bad Parallelogramm ein Sl^ombud i{L SnaL 3>ie (oon A 
audgel^be) SHagonale l^albiert ZA. 

2. bie Seiten ft$ = m:n vergalten. XnaL Stonfhuiert man 
man in entfpre^enber 993eife ouü ben Seiten m unb n ein ^araKe? 
logramm AD'E'F, fo ip AE'E eine ©erabe. 

3. bie oon A audge^enbe SHagonate = e ifL 

4. ber Umfang = 2s ifl. »naL STrogt man FE auf FC bid 
G unb DE auf DB bis H ab, fo iß AG»AH^s unb GEH 
eine ®erabe. 

5. bie SHfferenj ber Seiten = d ifl. »naL SRan trage biefelben 
Stfidte mie in 4^ aber nad^ ber entgegengefe|ten ätid^ng ab. 

6. bad ^bult ber beiben Seiten »p-q ifL %nal auf AB 
trage p = AG unb auf AO q « AM ab, jiel^e burd^ G unb M 
parallelen refp. }U AO unb AB, bie ftd^ in H treffen, unb burd^ 
H LED BO (L auf AG), fo ijl MH:ML = FE:FO; feftt man 
biefe gSroportion mit AM:AM = AF:AF }ufammen, fo ergiebt 
fid^ MA . ML = AP . FC, fo bag oon AF unb FC Summe vmi> 
^obuU befannt ifL (§. 139, a, 3. SufL) 
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b) 3tt ben folgenben Slufgoben foO in A ABO ein dlt^ttd DEPG- 
fo gcjeid&net toerben, bog eine Seite DE auf AB ju liegen fommt, 
bie beiben anbeten ©den aber Gt auf AC unb F auf BC fallen. 
S)iefe aufgaben finb auf bie unter a) gelöften jurfid^ufül^ren burd^ 
folgenben @a^: 

^aben bie 2)reie(Ie ABO unb ABH gleid^e ^öl^e ju AB, fo bafe 
atfo OH II AB i{l, unb jiel^t man eine beliebige parallele )u AB, 
weld^e AH, BH, AO, BO bejügtid^ in K, L, G, F f(j&neibet, fo ifl 
KL = Q-P. gällt man oon ben t)ier S)urd&f d^nittöpunften ©enired&te 
auf AB, fo finb bie auf biefe SBeife in bie beiben ©reiede gejeid^neten 
Sied^tede fongruent S eu) eift. KL : AB = KH : AH = GO : Aü := 
GF : AB, alf KL = GF. 

^är bie oorKegenben 9lufgaben mad^t man AABH bei A 
red^ttoinltig. 

Unter ben oben angegebenen SBebingungen ein Sted^ted in ein 
3)reied fo ju jeid^nen, ba^ 

7. badfelbe ein JQuabrat n)irb. (3)iefe Slufgabe lägt nod^ 3 
anbere Sluftöfungen ju.) 3^^ ^^'^^ C eine 5ßatattele ju AB = hv 
unb üerbinbe il^ren (Snbpunft mit A refp. B; ober erri($te auf AB 
in A ein Sot = AB, enhoeber nad^ unten ober nad^ oben, oerbinbe 
im erjlen fjall ben ®nbpun!t mit 0, im jweiten mit bem gufepunft 
von Wj in allen 3 gdllen fd&neibet bie aSerbinbungöIinie eine 3)reied«s 
feite in einer @de bed Duabratd. 

8. bie Seiten bedf elben fld^ = m : n t)erl^aften. 

9. in weld^em eine S)iagonale 11 AO. 

10. beffen diagonale = e. 11. beffen Umfang = 2s. 

12. in weld^em bie SJifferenj ber Seiten = d. 2. anal. 2:rage 
DG- auf GF oon G biö H ab, jiel^e burd^ H eine ^parallele ju BO, 
weld^e AB in B' unb AO in 0' trifft, unb falle von H auf AB ba« 
Sot HL, fo ifl DLHG ein Duabrat (7). 

13. beffen 3n^alt = q^ (§. 139, 45.) 

14. hai fein Snl^alt ein SKajimum ifl. (S)ie SBitte oon AO ifl 
@de bed Sied^tedd.) 

c) Sott in bad 2)reied ABO nid^t ein Sied^ted, fonbem ein Sßarattes 
logramm mit gegebenem aSinlel a' gejeid&net werben, fo ift ber bei 
b) angefül^rte Safe anjumenben, inbem man Z BAH = a' mad^t. 

Unter ben angegebenen S3ebingungen in ein 3)reied ein ^Parattelo^ 
gramm ju jeid&nen, beffen SBinlel = a' unb 

15. n)eld^ed ein Sil^ombud ifl. 

16. beffen Seiten pd^ = m : n uerl^alten. 

17. beffen 2)iagonaIe = e. 18. beffen Umfang = 2s- 
19. in toeld^em bie 3)ifferenj ber Seiten = d. 

eeomeirifd^e itonftru(t{onft«9(ufga6en. 


130 §• 118, 119. 

d) 20. 3n A ABO einen 9il^ombuft }u jeid^nen^ beffen eine SMagonoIe 
II AG ifl. 3(nal. 3iel^e bur(| A unb giaraOelen }u ben 
Seiten bed 9il^ombud. 

21. 3n A ABO ein ^oraaelogromm }u jeid^nen, beffen Sßinlel 
= a' unb beffen eine diagonale II AO ift. Sinai, wie 20. 

22. auf ber ©eite AO beö S)reie(Id ABO ifi P gefleben; man 
foH über biefer ©eite in bad 3)reie(I einen SRI^ombud fo jeid^nen, 
ba§ eine ©de in P liegt. 2lnal. SWan lonftruiere aufeer l^alb be« 
SDreiedä ben 3ll^ombu« ABKL bem gefud&ten al^nlid&, fo iji OPL 
eine @etabe unb L leidet ju beftimmen. 

23. Sluf ber ©eite AB beä S)reie(Iö ABO ifl P gegeben; mm 
fott über biefer ©eite in bas S)reie(I ABO ein ^Parallelogramm 
jeid^nen, beffen eine ©de in B liegt, unb beffen ©eiten pd^ = m : n 
Derl^alten. älnal. äl^nlid^ n)ie 22. 

24. 3n baö A ABO ein ^Parallelogramm mit bem SBinfel a' 
ju jeid^nen, beffen S^l^alt ein SRajimum ifl. 

. §. 119. 
^Parallelogramme in Äreiöfegmenten. 

3n ben folgenben Slufgaben ift ein Äreis K unb in il^m bie 
©el^ne AB gegeben, beren aWittelpunlt G. 3)ie 3Serlängerung t)on 
KG trifft K in H. ©in gJarattelogramm ODEF fott fo fonftruiert 
werben, ba§ unb D auf ber ©el^ne AB, E unb F auf bem 
Sogen liegen. 

a) S)as ^Parallelogramm ifl ein SRed^ted von gegebener ©eflalt. SRan 
erri(^te über AB als ©eite ein bem gefud^ten äl^nlid^eö Sled^ted 
ober bead^te, ba§ Z BQ-E belannt ift. 

Unter ben gegebenen Sebingungen in ein Äreiöfegtitent ju jeid^nen 

1. ein Duabrat. 

2. ein SRed^ted, beffen ©eiten im SSerl^ältniö m : n flel^en. 

3. ein SRed^ted, beffen auf ber ©el^ne liegenbe ©eite boppelt fo 
groJ5 n)irb afe bie anbere. 

b) 3n ein Äreiäfegment ein Sled^ted ju jeid^nen, t)on meld^em 

4. bie ©umme jweier anftofeenben ©eiten = s gegeben ijl 
3lnal. 3Ran trage DL = V2 DE von D aus auf DB ab. LE 
unb KH fd^neiben fid& t)erlängert in M. ©ann ift GL befannt, 
unb GM = 2 GL, bal^er aud^ GM belannt. 

5. bie SJifferenj jmeier anftofeenben ©eiten gegeben ifl. Sinai, 
wie 4, nur bafe V2DE von D an^ auf DG abgefd^nitten mirb. 

6. bie ©umme ber nid^t auf ber ©el^ne liegenben ©eiten ge^^ 
geben ifl. Sinai, äl^nlid^ toie 4. 
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7. bie ajiagonale = e gegeben ifl. Snal. aSerbinbet man G 
mit ber aWitte von DE unb Derlängert biefe fiinie bis jum 3)ur(ä^f(ä^nitt 
M mit FE, fo ifl GM = e. ©in mit e um Q gefd^lagener Äreiö 
treffe EP no(i in N, bann ift MN = 2 EP unb bie ^ßotenjen beö 
SRittetpunfteö O von EP für bie beiben Äreife uerl^alten fid^ wie 4:1; 
ballet liegt O auf einem fonftruierbaren Äreife (§. 96, SCnmerlung 1). 
©(^neiben fid^ bie Äreife K unb G nid^t, fo wirb bie Äonfiruftion ber 
^otenjlinie umfiänblid^ unb folgenbeö SSerfal^ren fül^rt einfad^er jum 
3iele: 3Ran f daläge mit r + e um G einen kreis, ber eine in K auf 
KG errid^tete ©enfred^te in K' trifft, unb fd^lage mit r um K' einen 
Äreiö, ber MN in E' unb P' trifft. SDie ßreife G unb K' berül^ren 
fu^, fo ba§ il^re ^potenjlinie leidet lonflruierbar ifl, unb es ifi P'E' 
= PE, alfo aud^ MN = 2P'E', bal^er biefe beiben ©e^nen nad^ 
§. 92, 24 ju lonftruieren. 

c) S5aö SßaraHetogramm ifi fd^iefwinHig unb uon gegebener ©eflalt. 
3Kan jiel^e HL II ED bis ^nm SDurd^fd^nitt mit AB unb HM II AB 
bis jum SDurd^fd^nitt mit GE. S)ann ift bas aSer^ättnife HL : HM, 
bal^er aud^ HM belannt. 

Unter ben gegebenen Sebingungen in ein Äreiöfegment ju jeid&ne.n 

8. einen SRl^ombuö mit gegebenem SBinlel. 

9. ein ^Parallelogramm, weld^es einem gegebenen äl^nlid^ ift. 

d) 3n ein RreiSfegment ein ^Parallelogramm mit gegebenem SBinfel 
JU jeid^nen, von weld&em außerbem 

10. bie ©umme jweier anfio^enben ©eiten = s gegeben ifl. 
ainal. aWan trage DL = ^^^ ^wf DB ab unb jiel^e burd^ H ju 
ED eine gJarattele, bie AB in O unb LE in M trifft. (Sine burd& 
M JU AB gejogene Sparattele treffe GH in N, NE treffe AB in P. 
enblid^ fei PQ II DE gejogen U& jum ©urd^fd^nitt mit NM. 3)ann 
ifl DE = 2DL, MO = 20L, unb ba OL = GP = V2S, fo ifl aud^ 

PQ= V2S. 

11. bie 3)ifferenj jweier anflojsenben ©eiten = d gegeben. Sinai. 
VaDE mirb t)on D auf DG abgetragen, fonft wie 10. 

12. bie ©umme ber nid^t auf AB liegenben ©eiten gegeben, 
anal, ä^id^ mie 10. 

e) 3n ba« gemeinfd^aftli(^e ©egment von jwei gleid^en fld^ f(^neibenben 
Greifen 3led^tede ju jei(^nen. ®ie ju beiben ©eiten oon AB 
liegenben Sfted^tedEe finb na^ a) unb b) ju lonftruieren. 

3n baS gemeinfd^aftlid^e ©egment oon jwei gleid^en fid^ 
fd^neibenben Äreifen ju jeid^nen 

13. ein Duabrat 

14. ein Sfted^tedt, beffen ©eiten fl(^ n)ie m : n uerl^alten. 

15. ein 9led^tedE, beffen Umfang gegeben. 

9* 


n 
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16. ein Äeiä^tcrf, oon weld^em bic S)iffcrenj bet ©eitert g^ß*««. 
9(naL äl^nli($ me 5. 

t) 3n ba« gemeinfd^aftlid^e Segment t)on jwei gt^i^^« Äteifen 
Parallelogramme mit belanntem 2)iagonalentoinlel ju jeid^nen. 
S)er 3JHttelpunIt bed ^araQelogrammd ijl bie äRitte ber gemeim 
fd^afttid&en ©el^ne AB. Sei gegebener @efialt beö ^ßaraHelogrammd 
fommt 3. ^ni), 3d, bei gegebenem ^nl^alt 3. %nf), 36 in älntoenbung 
3n baö gemeinfd^aftlid^e Segment x>on jwei gleid^en ^ 

f^neibenben Greifen ju ^id&nen 

17. einen 3ll^ombu«, beffen SBinlel gegeben. 

18. ein Parallelogramm, n)eld^ed einem gegebenen äl^nlid^ i{L 

19. einen 3ll^ombu«, bejfen Snl^alt gegeben. 

20. ein Parallelogramm, beffen 3nl^alt unb S)iagonalenu)inIel 
gegeben. 

§. 120. 
Äreife unb SRed^tede in Äreiöfeltoren. 

1. 3n einen gegebenen Äreiöquabranten AMB einen Äreiö ju 
jeid^nen, ber foiool^l bie beiben SRabien, ate ben Sogen berül^rt. fei 

ber SWittelpunft beö gefud^ten Äreife«, weld^er AB in D unb AM in 
P berül^rt; eine an ben Äreis in D gelegte ^^angente treffe bie SSer^ 
längerungen oon MA unb MB refp. in E unb G. 1. Sinai. Z MDP 
==V2M0P=V4R. 2. anal. AD - DF. 3. anal. BD = EP 
ober aud^ EA = MF. 4. Sinai. 3)er gefud^te Äreiä ifi gleid^jeitig ber 
in A EMG befd^riebene. 5. Sin al. gättt man DH ± AM, fo ifl HCB 
eine gerabe Sinie, benn CF:PH = CD:FH = MD:MH = MB:MH. 
6. Sinai. aSeroollftänbigt man ben Duabranten AMB jum ^olb^ 
Ireife, fo ba| BAL ein ^alblreis ift, bann ift LFD tim gerabe 
ßinie, benn OD:OF = MD: ML unb CF II ML. 

2. 3n einen gegebenen Äreiö üier gleid^e Äreife ju jeid^nen, von 
benen jeber jwei oon ben anberen unb ben gegebenen Äreiö berül^rt. 

3. 3n einen beliebigen Äreiöfeftor einen Äreiö ju jeid^nen, ber 
fon)0]^l bie 9labien ald aud^ ben Sogen berül^rt. Sinai, a^nlid^ toie 1. 

4. 2)rei fid^ gegenfeitig oon äugen beriil^renbe gleid^e jtreife fo in 
einen gegebenen jtreid )u jeid^nen, bag le^terer burd^ leben ber 
erjleren uon innen berül^rt wirb. 

a) 3n einen Äreiöfeltor AMB ein SRed^tedt ODEF (C auf MA, D 

auf MB, B unb F auf AB) fo ju jeid^nen, baj5 pei ©dten bed^ 
felben auf bem Sogen liegen, xoenn aufeerbem 

5. badfelbe ein Duabrat ifl. Sinai. (Srrid^te auf AB in A 
ein Sot AL « AB, fo gel^t ML burd^ F. 
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6. bic Seiten = m:n. (itl^ntid^ wie 5.) 

7. ein SReiJ^ted, beffen Snl^alt = q^ Anal. aSetbinbe ben SJUttefc 
pmtt bed Jlteifed mit einet gegenüberliegenben (Sde bed SRed^tedd^ fo 
erpit man ein ©reiedt, in meld&em eine ©eite = r, ber gegenüber« 
Hegcnbe SBinlel = 2R - Va AMB unb ber Snl^att = V^q^ ifi. SDol^er 
jurüdEgefül^rt auf §. 104, 11. 

8. ber Umfang = 2s (§. 142, 52) anal. aSerlängere FO nad^ 
G, fo ba§ CG = CD, alfo FG = s ifl, fo liegt G auf einem lom 
jlruierbaren Äreife, beffen SWittelpunft auf ber ^albierungöUnie von 
Z AMB, unb jmar von M aM gered&net in ber ©ntfemung s; trifft 
MG ein auf AB in A errid&teteö £ot in H, fo ijl AH = AB. 

9. bie SJifferenj jmeier Seiten = d (§. 142, 53). 2lnal. SCrage 
CD von C aus auf CF ab biö L, alfo FL = d, fo liegt L auf 
einem lonfiruierbaren Äreife, beffen äRittelpunft auf ber ^atbierungö« 
Knie oon Z AMB, unb jmar t)on M au« gered&net in ber GiUfernung d; 
trifft ML ein auf AB in A errid^teteö Sot in K, fo ift AK = AB. 

10. bie SJiagonale = e (§. 142, 54). 1. «nal. Sielte ben 3)urd^« 
mefferFMF', fo fennt man t)on A FDFrFF', FD, Z MDF =» 
VaAMB, alfo nad^ §.11, 8 ju lonftruieren. Äonftr. 3iel^e ben 
iburd^meffer AMA', lege burd^ B, M, A' einen Äreift, f daläge mit e 
um A einen Äreiö, meld^er ben eben fonfhuierten in G trifft, fo 
gel^t MG burd^ E; Sem. AMA'G^MF'D (Z MAG = HMB 
[HM Tangente] = MF'D), alfo MG = MD, mitl^in A AMG ^ FMD. 
2. Sinai. C beliebig auf MA, CD' II OD bid jum ©urd^fd&nitt mit 
MB, O'D'E'F' CO ODEF gejeid^net; bann ifl MEE' eine ©erabe, 
C'E' II CE; ba^er ME' : O'E' = ME : OE = r : e (§. 59). 

b) 3n einen Äreiöfrftor AMB (Z AMB <: R) ein SRed^tedE CDEF 

(D auf MB, E auf AB, unb F auf MA) fo ju jeid^nen, 
ba§ jmei ©den besfelben auf einem SRabiuS liegen, totnn au^erbem 

11. baöfelbe ein Duabrat iji. Sinai. BG±MA, BH II DE bi« 
jum S)urd&fd&nitt mit ME, fo ifi BG - BH. 

12. bie ©eiten = m:n. (i|nlid^ mie 11.) 

13. ber Umfang = 2s (§. 142, 49). Slnäl. Verlängere BD 
über D um DO, bann ä|nlid^ wie 8. 

14. bie SDifferenj jnjeier ©eiten = d (§. 142, 50). (Sl^nlid^ wie 
13 unb 9.) 

15. bie diagonalere (§. 142, 51). 1. Sinai. SSom Xxwp^ 
MFED fennt man Z DMF, Z MFE unb bie diagonalen ME unb 
FD, bal^er nad^ §. 60, 11. 2. Sinai. Sßom STrapej MOED lennt 
man bie ©eftatt bed S)reie(Id MOD, bie 3)iagonale ME unb bie 
nid^t paraUele ©eite CE. Sfi nun MC'E'D' co MOED, fo ifi 
AMC'D'ooMCD; ein Drt für E' ift beftimmt burd^ ME':C'E'; 
ein jmeiter ift D'E'; ME' giebt bann ben «ßunft E. 
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§. 121. 

2)teie(Ie um 9ted^tede. 

VLm ba« «ed^tetf DEFG foff ein 2)rcte(I ABO fo gejeid^nct 
werben, ba§ bie eine ©eite DE beä »ed^tetf« auf AB ju liegen 
fommt, wäl^renb bie ©den F unb G auf ben ©eiten BC unb AC liegen. 

a) JO^ne ^^nlid^feit. 

Unter ben anQtQ^tUmn Sebingungen ein 3)reie(I ju jeid^nen, 
loenn gegeben 

1. a, ho 2. h<v OL 3. he, T 

b) aKit a^ntid^Ieit 

3fl c gegeben, fo bead^te man folgenbeö: ®ine ^ßaraHele burd^ 
ju AB treffe D& in H unb HP treffe AB in J. S)ann ifl, toie 
mit $ülfe t)on ^Proportionen leidet ju jeigen, DJ == AB = c. Sei 
einigen Aufgaben ifl aufeerbem nod^ ju bead^ten, ba^, rotnn man ben 
§albierung§punft t)on QP mit C oerbinbet biefe Sinie aud^ AB 
l^albiert. 

Unter ben oben angegebenen Sebingungen ein Sreiedt ju jeid^nen, 
toenn gegeben 

4. a, c 6. €, Y 8. ho/ t« 

5i c, a 7. c, to 9. c, t« II L. 

§. 122. 
3)reiedfe um unb in 3)reiede. 

a) Dl^ne ^^nlid^feit. 

1. VLm ein gegebene« SJreiedt ein anbereö ABO ju jeid&nen, oon 
iDeld^em bie äBinlet a unb ß gegeben finb, unb in n)eld^em K burd^ 
ben gegebenen Sßunft P gel^t. Sinai. SSerbinbe P mit ben auf AC 
unb BO liegenben ©dfen unb bead&te Z AOP unb BOP. 

2. Um ein gegebene^ Xttkd ein anbered ju jeid^nen, t>on toeld^em 
bie brei ©eiten a, b, c gegeben. Sinai. SJurd^ bie brei ©eiten a, b, c 
flnb aud^ bie SBinlel a, p, 7 gegeben. S)ann fd&lage über ben ©eiten 
be« gegebenen ©reiedfs Äreife, roeld&e b^üglid^ bie SBinfel a, ß, y ald 
^eripl^erietoinfel f äffen. Sßun lommt ed barauf an, burd^ D eine 
Sinie « a )u sielten, beren @nbpun!te auf ben ^eripl^erieen ber Aber 
DE unb DP gefd&lagenen Jlreife liegen, (»ergl. §. 83, 2) 

Slnmerfung. ©tatt a, b, c Wnnten aud^ brei anbere ©tüdfe, 
burd^ weld&e ba« Sreiedt ooUftänbig befümmt, gegeben fein, j. 89. a, b, t- 
Sittgemeiner würbe bie Slufgabe fo Reiften: ®in gegebene« a)reied[ in 
eine fold&e Sage ju bringen, bafe feine brei ©eiten einjeln burd^ btel 
gegebene fünfte gelten. SDie Söfung gilt aud^ für ben ^0, hai bie 
brei giuntte in geraber Sinie liegen. 
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3. Um tin gegebene« ©reietf ein anbered ju jet^nen, von xoü^tm 
a unb ß gegeben jinb, unb in toeld^em h, burd^ P gel^t (1 unb 2^. 

mit ä^nlic^Ieit. 

b) 3n ben folgenben aufgaben ifl in baö A ABO ein A DEF ju 
jei(j&nen (D auf BO, E auf AO, P auf AB), ©off nun DE II AB 
fein, fo jeid^ne über AB nad^ nntm ein S)reiedf, n)el($ed bem ges 
fud^ten äl^ntta^ ift, t)erbinbe bie ©pifee G- beöfelben mit C, fo trifft 
biefe Sinie AB im gSunfte P. ©oH bagegen DE einer gegebenen 
ßinie parallel fein, fo jiel^e von A eine ^parallele ju berfelben, 
weld^e BO ober beren SSertdngerung in H trifft, jeid^ne über AH 
ein bem gefu(ä&ten äl^nlid^eö S)reied unb Derfal^re bann wie Dorl^er. 

3n bad gegebene A ABO ein A DEP ju jeid^nen, beffen ®dm 
auf ben brei ©eiten liegen, unb 

4. beffen ©eiten benen be« SJreietfö paraM finb. 

5. in rodd^m DP II AO, EP II BC unb DE II L ift. 

6. jwar P in einem auf AB gegebenen ^ßunlt, unb t)on bem 
femer z P gegeben, unb DE II AB ift. 

c) 3n ben folgenben aufgaben foll in AABO ein il^m ft]^nli(]^ed 
ajreied A'B'C gejeid^net werben, fo baB A' auf BC,B' auf AO, 0' 
auf AB liegt »efd^reibt man um AB'C unb BA'C Äreife, 
»eld&e fid^ in O treffen, fo finb AO'OB', BA'OO' unb OB'OA' 
©e^nenmerede, mithin Z AGB = AOC'+BOC = AB'O'+BA'O' 
= B'OA' + B'O'A' = 2t; ebenfo Z AOO « 2 ß, Z OOB == 2a; 
bal^er O SWittelpunft beö um ABO befd^riebenen Äreifeö. 

3n A ABO ein il^m dl^nUd&eö A'B'O' fo ju jeid&nen, bafe A' 
auf BC, B' auf OA, 0' auf AB liegt unb 

7. A'B' II L. Sinai. Z OOA' belannt, ba er = OB'A' iji. 

8. A'B' gegeben. Dber in ein gegebene« S)reiedt ein anbereö 
gegebene«, n)eld^e« il^m äi^nlic^ ift, fo }u jeid^nen, ba^ bie @dCen be«- 
felben auf ben ©egenf eiten ber entfpred^enben @dfen liegen. Sinai, 
©d^neibet man A'B' von an^ auf 00 ah biß D, unb jiel^t burd^ 
D JU AO eine gSaraffele, bie BO in E trifft, fo ift A OED ^ B'OA'. 

9. A' auf BO gegeben. 

10. A'B' burd& P ge^t. Sinai. ZPA'0 = AOO, ba^er AI 
nad^ §. 11 JU lonfiruieren. 

d) 3n ben folgenben Slufgaben foff in AABO ein i^m d^nlid^e« A'B'O'^ 
fo g^eid^net werben, bafe A' auf AB, B' auf BO, 0' auf OA 
liegt, »efd^reibt man um AA'O' unb BA'B' Äreife, bie ftd^ in 
O treffen, fo fmb AA'OO', BB'OA', OO'OB' ©el^nenmercde,, 
mtt^in Z AGB = AGA' -h BGA' = AO'A'-h BB'A' = OOB' -h 
C'A'B' = T + a « 2R- ß; ebenfo Z BGO = 2R-T/ ^ OGA. 
— 2R — a, bal^er G nad^ §. 11 ju finben. 


136 §. 122. 

3n A ABC ein il^m äl^nUd^e« A'B'C fo ju jei^nen, ba^ A' 
auf AB, B' auf BC, C auf CA liegt unb 

11. A'B' II L. Dbet: 3n ein gegebenes SDreied ein V^m a^nlid^ed 
}U befd^reiben^ beffen @etten mit ben l^omologen bed erfleren gegebene 
SBinfel bilben. »nal. z BOB' belannt, ba er = BA'B' iji. 

12. A'B' gegeben. Ober: 3n ein gegebene« SJreied ein anbere§ 
gegebenes^ n)eld^ed i^m ä^nlid^ ifl^ fo }u }ei^nen^ bag feine (Mm ni<i^ 
in ben @egenfeiten ber entfpreii^enben @den liegen. Sinai, äl^nlid^ n>ie 8. 

13. A' auf AB gegeben. 

14. A'B' burd^ P gel^t. anal. ZPA'0«OBO, ba^et A 
xuii) §. 11 }u flnben. 

c) 3n ben folgenben aufgaben iji A ABO unb A A'B'C gegeben, 
e« foE A A"B"0" fo in A ABC gejeid^net werben, bafe es oo A'B'C 
wirb unb A" auf BO, B" auf CA, 0" auf AB liegt. SDie SBinfel 
von A'B'O' feien a', ß', 7'. »efc^reibt man um AB"0" unb BA"OS^ 
ftreife, bie fid^ in O treffen, fo finb AO"OB", BA"00" unb 0B"0 A" 
©e]^nent)iere(Ie, mithin Z AOB -= AOO" + BOG" = AB"0" + 
BA"0" = B"OA" + B"C"A" - t + t'; ebenfo BOG = a + «', 
COA =^ ß + ß', bal^er O ftets nad^ §.11 ju finben. 

15. 3n A ABO ein anbereö A"B"0" fo ju jeid^nen, ba| es 
es A'B'O wirb. Ober: 3« ein gegebenes SJreied ein anberes mit 
gegebenen Seiten ju jeid^nen. 1. Sinai, al^nlid^ wie 8. 2. Sinai, 
auf 2 jurfitfjufül^ren. 

3n A ABO ein anberes A"B"0" fo ju jeid&nen, bafe es bem 
gegebenen A'B'O' äl^nlid^ ift unb 

16. A"B" II AB 

17. A"B" II L. Sinai. Z OOA" befannt, ba er = OB"A". 

18. A" auf BO gegeben. 

19. A"B" unb A"0" mit BO gleid&e SBinlel bilben. 

20. A"B" burd^ P gel^t. Sinai. Z PA"0 = OOA, ba^er A" 
nad^ §.11 JU finben. 

3n bas gegebene A ABO ein gleid^feitiges S)reied ju jeid^nen, 

21. beffen ©eite gegeben (15). 

22. von weld&em eine ©de ber Sage nad^ gegeben (18). 

23. beffen eine ©eite II L (17). 

24. beffen eine ©eite burd^ P gel^t (20). 

25. 3n A ABO ein anberes ju befd^relben, beffen ©eiten btel 
gegebenen ßinien paraEel finb (17). 

26. Um A ABO ein 2)reiedf co A'B'O' fo ju jeid^nen, bog bie 
B'O' entfpred^enbe ©eite im ^ßunlte A nad^ bem SSerl^altnis m:n 
geteilt n)irb.(§. 92, 17.) 
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§. 123. 
SJteretfe unb ^ßaraUclogtammc in iinb um anbete giguten. 
a) 1. ttm ein gegebene^ ^raUelogramm ein Sted^ted mit gegebener 
Seite a ju jeid^nen. (§. 70, 8.) 

2. Um A ABO ein Duabrat fo ju jeid^nen, bafe bie eine ©eite 
butd^ A im SBerl^ältniö m:n geteilt wirb, unb ba^ bie anliegenben 
Seiten burcä^ B unb C gelten. (§. 75, 1.) 

3. Um ein JQuabrat ein anbered fo }u jeiii^nen, ba^ jebe Seite 
be« nmm burd^ eine 6de be« urfptünglid^en im SBetl^ältniö m:n 
geteilt wirb. (§. 75, 1.) 

4. 3n ba« ajiered DEPG ein A ABC oo «ß^ fo ju jetd^nen, 
baf eine ©de in ben auf DE gegebenen 5ßunlt A fallt, B unb 
auf bie anfiofeenben ©eiten. änal. 3. Sin V 32. 

5. 3n baö Duabrat ADEF ein A oo aßf fo ju jeid^nen, ba^ 
eine g<fe be« 2)reie<fß mit einer ©de be« iQuabratö jufammenfaOt, 
bie beiben anberen ©den aber auf bie A gegenüberliegenben Duabrat« 
feiten ju liegen lommen. Sinai. 3. Slnl^. 32. 

6. ^n ein gegebenes Duabrat ein dle^Ud ju jeid^nen, n)eld^ed 
einem gegebenen Slted^ted al^nliiä^ iji. Sinai. S)ie diagonale be« 
Duobratö halbiert ben befannten ©iagonalenminlel beö SRed^tedd. 

7. 3n A ABO ein SSiered, meld^eö einem gegebenen äJ&nlid^ ifi, 
fo ju iei(ä^nen, ba§ eine ©eite auf AB fällt, wäl^renb bie beiben anberen 
6den auf bie beiben ©eiten fallen. Sinai. S^^^^^ ^^^ SBiered ber 
©eftolt na^ fo in baä 2)reied, ba§ eine ©eite auf AB unb eine ber 
beiben anberen ©den auf AO faßt. A iji ein ^l^nlid^Ieitdpunft beiber 
Sierede, liegt alfo mit entfpred^enben (Mm berfelben in einer (Seraben. 

8. 3n ein gegebenes Duabrat ein reguläres ^ilnfed fo ju jeid&nen, 
ba§ t)ier ©den besfelben auf bie mer iQuabratfeiten faden, wäl^renb 
bie fünfte ©de auf eine S)iagonale faßt. Sinai, öl^nlid^ tx>ie 7. 

9. 3n ein gegebenes SBiered einen Sl^ombus ju jeid^nen, bejfen 
©eiten ben 2)iagonalen bes SBieredS parallel finb. Sinai. 3^i^^^ 
über einer S)iagonale einen SRI^ombus, beffen anbere ©eite parallel 
ber jmeiten SDlagonale, unb bea(]^te, bafe berfelbe fid^ mit bem ge* 
fud^ten SRI^ombuS in SSl^nlid^fettslage befinbet, bafe alfo je jwei ent* 
fprec^enbe ®dtn mit einer SSteredsede in geraber Sinie liegen. 

10. 3n bas SSiered ABOD ein gSarattelogramm EFGH ju 
jeid^nen, beffen ©eiten ben Sinien L unb L' parallel finb. Sinai. 
E auf AB, P auf BO u. f. m. Sielet man BJ II EG bis jum 
S)urd^fd^nitt mit OD, fo iji J beftimmt. Streffen fid^ ferner JH unb 
BE in M, fo ml^ält ftd^ BJ:FG = OB:FB unb BJ:EH==MB: 
EB, folglid^, ba FG = EH ift, OB : FB « MB : EB. SDaraus folgt 
CM II FE, moburd^ M befttmmt ift. 
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11. 3n baö ©eJ^nenmered ABOD ein 2^angcntcnt)ierc(I EPGH 
(B auf AB, P auf BC, ö auf CD unb H auf AD) fo ju jeid^nen, 
baB bie (Seiten bed leiteten mit benen bed gegebenen gleid^e SBinlel 
bilben. änaL M ber SWittelpunIt beö Serül^rungsf reife«, ©ann ifl 
ME± AB, MP±BO u. f. TD., MBBF ein ©e^nenmered, Z BMP 
= BEP = AEH, unb Z DMG = DHG = AHB; ba^er Z BMP 

+ PMÖ + GMD = ABH-h2R-T + AHB = 2R-a + 2R — T 
= 2K. 5ßunlt M liegt alfo auf bet diagonale BD, ebenfo aud^ 

auf AO. 

b) 3n ben folgenben 3Cufgaben finb jwei gJaraHeten L unb L' ge:: 
geben unb jwei 5ßunfte P unb F; man foff burd^ P unb P' jroei 
parallelen {iel^en, rod^t mit L unb L' ein Parallelogramm bilben, 
baö nod^ eine Sebingung erfüllt. 

a) P liegt auf L, F auf leiner ber beiben Sinien. S3ei allen 

Slufgaben mit äuönal^me ber 12ten ift ju bead^ten, ba| bie 

eine ^öl^e beö 5ßarallelogrammä, nämlid^ ber Slbftanb ber 

^parallelen L unb L', belannt ifl. 

Unter ben angegebenen äSebingungen ein Parallelogramm ju 

jeid^nen, 

12. beffen S)iagonale = e. 

13. bas ein SR^ombuö iji. (»eibe ^öl^en fmb gleid^.) 

14. beffen Umfang = 2s. Sinai. 5ßaraIlelogramm ABCP, AB 
auf L'. Verlängert man PO über um OB bis E, fo ifl PE = s. 
PEt man EP ± BO, fo ifi EP gleid^ ber ^ö^e auf AB. 

15. in welchem bie 2)ifferenj ber ©eiten == d. 3lnal. ä^nlid^ 
mie bei 14. 

16. beffen Seiten ftd^ = m : n t)erl^alten. (Sie jweite ^öl^e bed 
5ßarallelogrammä Idfet fid^ au« einer ^Proportion finben.) 

17. beffen Snl^alt = q^. (S)ie auf L liegenbe ©eite bes sparattes 
logrammä ift auö einer ^Proportion ju finben.) 

ß) P unb F liegen auf leiner ber Sinien L unb L', Sur Äon? 
ftruftion jiel^e burd^ P eine ^parallele N ju L, unb in bem 
Slbftanbe ber ßinien L unb L' eine ^parattele N' ju N, fo ifl 
}unäd^ft nad^ a) bad gefud^te Parallelogramm jmifd^en ben 
^parallelen N unb N' ju lonflruieren. 
Unter ben angegebenen SBebingungen ein 5paraEelogramm |u 
jeid^nen, 

18. beffen 3)iagonale = e. 

19. bad ein Stl^ombud ift. 

20. beffen Umfang = 2 s, 

21. in meld&em bie S)ifferenj ber ©eiten = d. 
22- beffen ©eiten fid^ = m : n t)er|ialten. 
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23. beffen Snl^att = q^ 

c) 3n ein ^patattclogramm ABOD ein anbereö EPGH (E auf AB, 
P auf BC, u. f. xo.) mn Dorgefd^riebener ©ejialt ju jeid^nen. 3ur 
Slnalppd biefer aufgaben ift um AEH ein Äteiö ju fd^lagen, 
ml<ä^er HP in L trifft; bann ftnb AELH unb EBFL ©e^nen^ 
t)ieredfe; mitl^in Z LAE = bem butd^ bie ©ejialt be« gefud^ten 
5paraHeIograntm§ gegebenen SBinlel LHE ; unb ebenf o z LBE = 
bem belannten SBinlel LFE. ^ierburd^ ifl L ju ftnben, unb ba^ 
burd^, bafe man benfelben mit bem gemeinfd^aftliilen aWittelpunft 
6eiber Parallelogramme loerbinbet, aud^ bie S)iagonale FH. @ine 
jioeite aCnal^fiö ergiebt jtd^ aM 3. Slnl^. 32, ba tjom gefud^ten 
^Parallelogramm ber SWittelpunlt, ferner iebeö jmifd^en ben ©iago^ 
nalen unb einer ©eite liegenbe 3)reiedE ber ©efiatt nad^ beftimmt ift. 

3n bad Parallelogramm ABGD ju jeid^nen 

24. dn Duabrat (§. 142, 35). 

25. einen SRI^ombud, beffen SBinlel a. 

26. einen Sil^ombud, beffen 9)iagonalen ftd^~m:n Derl^alten. 
(§. 142, 36.) 

27. ein 9led^tedf, beffen Seiten pd^ = m:n i^eri^alten. (§. 142, 37.) 

28. ein Parallelogramm, bas einem gegebenen äl^nlid^ ifl 
(§. U2, 38.) 

d) 3n ritt Parallelogramm ABCD ein anberes t)on gegebener ©röfee 
ju jeid^nen (SSejeid^nungen n)ie bei c). Sei ber Slnalpfiä ift 3. Slnl^. 
34 }u benugen. 

3n baö ^Parallelogramm ABOD ju jeid^nen 

29. einen SHi^ombuö oon gegebenem ^nl^alt. (§. 142, 45.) 

30. ein ^Parallelogramm, beffen ^xif)alt unb 3)iagonalenminIel 
gegeben. (§. 142, 46.) 

§. 124. 
S)reiedfe, beren ©den auf gegebenen Sinien ober 

Äreifen liegen. 

a) Sei Söfung ber folgenben Slufgaben finb bie Örter 3. Slnl^ang 32 
bis 36 JU benugen. 
©egeben P, L, L'. aWan fott APXY (X auf L, Y auf L') 
fo fonftruieren, ia^ 

1. e« gleid^feitig wirb. 

2. ed einem gegebenen 33reiedf äl^nlid^ wirb. 

3. z XPY = 7 unb PXPY = q^. 

4. z XPY = Y unb ber S^l^alt gegeben. 

©egeben P, L, K. 3Ran fott APXY (X auf L, Y auf K) 
fo fonftruieren, ba^ 
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5. ed gleid^feitig toirb. 

6. ed einem gegebenen SDteied a^nttd^ toitb. 

7. Z XPY = T unb PX . PY = q*. 

8. z XPY = Y unb ber Snl^aft g^g^^en. 

©egeben K, K' unb P auf ber ^ßeripl^erie t)on K. aWan foD 
A PXY (X auf K, Y auf K') fo lonftruieren, bafe 
9. ed gleid^feitig toitb. 

10. ed einem gegebenen 9)teie<I äl^nlid^ n)irb. 

11. Z XPY = T unb PX . PY = q*. 

12. Z XPY = T unb ber Snl^aft gegeben. 

©egeben K, K' unb P auf leiner ber ^ßeripl^erieen. SBan foB 
A PXY (X auf K, Y auf K') fo lonftruieren, baß 

13. ed gleid^feitig mirb. 

14. ed einem gegebenen SDreied ä^nlid^ n>irb. 

15. ZXPY^-r unb PX.PY = q«. 

16. z XPY = Y unb ber Sul^aft gegeben. 

©egeben P unb L. Sluf L follen X unb Y fo befümmt toerbcn, 
baB z XPY = T unb 

17. PX . PY = q^ 

18. ber ^nl^alt t)on A PXY gegeben. 

©egeben P auf K. Sluf K foEen X unb Y fo bejHmmt toerben, 

bafe z XPY == Y unb 

19. PX . PY = q2. 

20. ber 3n]^alt von A PXY gegeben. 

©egeben P unb K. Sluf K foIIen X unb Y fo beflimmt werben, 
ba| 

21. A PXY gleid^feitig wirb. 

22. APXY einem gegebenen äl^nßd^ wirb. 

23. Z XPY = T unb PX • PY = q*. 

24. Z XPY = Y unb ber Sn^alt oon A PXY gegeben. 

25. 6in Sreied oo «py f o ju jeid^nen^ ba§ bie ßntf emungen feiner 
©den oon einem ^ßunfte P qUO) brei gegebenen ßinien finb. änaL 
wie 14. 

26. 6in ©reied oo apY fo ju jeid^nen, baß bie 6ntf emungen 
feiner Seiten von einem gegebenen 5ßunft Qkii) brei gegebenen 
Sinien ftnb. 

b) 27. A ABO, von weld^em bie brei ©eiten a, b, c gegeben, fo ju 
jeid^nen, bafe bie ©den bedfelben auf brei fid^ in P fd^neibenbe gerobe 
Sinien L, L', L" ju liegen lommen. 1. Sluf l. A ABO ijl getrennt 
jU jeld^nen unb an biefem ftnb bie brei Sinien L, L', L" ju Jon* 
firuieren. 2. Sinai, ©(i^lage um ABO einen Äreid, ber L" in E 
Wfft, jiel^e, ba A AEB ber ©eftalt nad^ belannt ift, bur<j^ einen 
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6eHe6{ßcn gJunft E' auf L", E'A' II EA, E'B' i| EB bis ju i^ren 
SDutd^fd^nittöpunlten mit L unb L'. 

28. ©in S)reie<I ABC oo aß^ fo ju jeid^nen, ba§ feine ©den auf 
btei ftd^ in P fd^ncibenbe ©eraben L, L', L" ju liegen lommen unb 
AB burd^ F gel^t. Sinai, äl^nlid^ wie 27. 

29. ©in gleid^fd^enlliged S)reiedf ju jeid^nen, beffen ©pi^e in 
einen gegebenen ^untt fällt, beffen ©runblinie einet gegebenen 
fiinie pataM unb beten ©nbpunfte auf jroei gegebene fid^ f(§neibenbe 
ßinien L unb L' fatten. 3CnaI. SBerbinbe bie aRitte bet ©tunblinic 
mit bet ©pifee unb bem S)utd^f(ä^nittöpunft t)on L unb L'. 

§. 125. 
S)teie(fe in Äteifen, fo bafe bie Seiten butd^ gegebene 

5ßunlte gelten. 

1. 3n einen gegebenen Äteis ein A ABO fo ju jeid^nen, ba§ 
AB butd^ P ge^t, AO II L unb BO 11 L' witb. Sinai. S)a Z AGB, 
mitl^in aud^ AB belannt, fo ifl bie Slufgabe jutüdgefül^tt auf §. 77, 5. 
obet 6. 

2. 3n einen gegebenen Äteiö ein A ABO fo ju jeid^nen, ba^ bie 
Seiten AO unb BO butd^ bie au^etl^alb beß gegebenen Äteifeö liegenben 
fünfte P unb F gelten unb AB 11 PF iji. 1. Sinai. Sege in B eine 
2:angente an ben Äteiö, weld^e PF in E ttifft, bann iji PEBO ein 
©el^nenoietedf ; jiel^t man von P' nod^ eine beliebige Bttante P'B'O' 
but^ ben gegebenen Äteiö, fo liegen aud^ P, E, B', 0' auf einem 
Äteife, TOobutd^ E ju finben. 2. Sinai, ßege von P unb F an 
bm Äteiß bie Sangenten PP unb P'G, fo ifl PO : FO = PA : FB; 
biefe gJtopottion jufammengefeftt mit bet ibentifd^en PO : P'O = 
PO : FO liefett nad& Sluöjie^ung bet SBui^eln PO : FO == PP : FG, 
TDOtauö nad^ §. 59 ju fonfttuieten. 3. Sinai. AX fei 2;angentc 
an Äteis K; bann iji Z AXY = XZT « XFP; ba^et XA aud^ 
S^angente an ben butd^ X, P unb P' gelegten Äteiö; biefet mn^ 
alfo K in X betül^ten, ballet §. 100, 3. 

3. 3n einen gegebenen Äteiö ein A ABO fo ju jeid^nen, ba§ bie 
©eiten BO unb AO butd^ bie innetl^alb beö gegebenen Äteif e§ liegenben 
^unlt P unb F gelten unb AB II PF ift. 1. Sinai, ä^nlid^ wie bei 
2, nur baB ©eignen an bie ©teile bet ©efanten tteten. 2. Sinai, 
ftl^nlid^ wie bie von 2, xomn man fiatt bet S^angenten butd^ P unb 
F bie Ileinften ©eignen legt. 

4. 3n einen gegebenen Ätei« ein A ABO fo ju jeid&nen, ba§ 
bie Seiten BO unb AO butd^ jwei gegebene 5(Jun!te P unb F gelten 
unb AB II L ifl. Sinai, ©in um PBO gefd^lagenet ftteis tteffe 
PF in B, unb EB ben gegebenen Äteid in F; jiel^t man butd^ F 
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Wc beliebige ©el^ne B'C in bem gegebenen Äreife, fo liegen oud^ 
P, E, B', C auf einem Äreife; alfo iji E beftimmt. ^ner ift 
Z APB = AGB, unb ba POEB ein ©el^nenmered ift, folgt, bafe 

AF II PP' ift, alfo PAB unb PB belannt 

5. 3« ^t«^w gegebenen Äreis ein A ABO fo ju jeid^nen, ba^ bie 
brei ©eiten AB, AC unb BO bejüglid^ bur^ bie brei in geraber ßinie 
liegenben gJunIte P, P' P" gelten. 3lnal. Sie^t man BD II PF, bl8 
es ben Äreiö trifft, unb Derlängert DA bi« eö PP' in E trifft, fo ijl 
EACP" ein ©el^nenoieredf; legt man bal^er von P' an ben ge^ 
gebenen Ärei« eine 2^angente PT, legt burd^ P" unb P einen Äreiä, 
an weliä^em P'P S^angente iji, fo fd^neibet biefer PP' in E; bann 
iji A ABD na(^ 2) ju jeid^nen. 

6. 3« bitten gegebenen Äreiö ein A ABC fo ju jeid^nen, ba§ AB, 
AC, BC bejüglid^ burd^ brei nid^t in geraber Sinie liegenbe ?ßunfte 
P, P', P" ge^en. anal. 3ie^e BD II P'P" bis jum Äreife, AD 
treffe P'P" in E, fo ift EAOP" ein ©eJ^nentJieredt; jic^t man von 
P' nod^ eine beliebige ©elante P'A'C burd^ ben gegebenen ßreiö, fo 
liegen E, A', C, P" auf einem Äreife, woburd^ E ju finben. SDie 
Slufgabe iji baburd^ auf 4 jurüdfgefül^rt. 

§. 126. 

^Parallelogramme, beren ©eiten burd^ brei gegebene 5ßunlte 
gelten ober ^Parallelogramme um 3)reied[e. 

a) Fig. 18. ®ß jtnb brei 5punlte E, D, P gegeben; man foll ein 

SRed^tedf fo jeid^nen, bafe eine ®dEe beöfelben in ben 5punft D fäHt, 

mäl^renb bie gegenfiberliegenben ©eiten AB unb BC felber ober 

il^re aSerlängerungen refp. burd^ bie 5punfte E unb P gelten. 

Dber, wenn man bie brei 5punfte E, D, P ju einem S)reied Der^ 

binbet, fann bie Slufgabe aud^ fo auögefprod^en werben: Um bod 

S)reiedf EDP unter ber oben angegebenen SBebingung ein Sied^tedE 

JU jeid^nen. 

Äonjlruiert man A P' JD longruent unb in entfpred^enber Sage 

mit PCD fo, ba^ bie ju CD l^omologe ©eite JD in bie SBerlängerung 

oon AD fäat, fo ift Z PDP' = CD J = K unb P' belannt. Äonjlruiert 

man A P"KD longruent unb in entfpred^enber Sage mit PCD fo, 

baß bie ju CD l^omologe ©eite KD auf AD fättt, fo ift Z F'DP 

= KDC = R, alfo aud^ P" bejHmmt. ^iernad^ fmb bie Slufgoben 

3 biö 7 jurüdEgefül^rt auf §. 70, b unb §. 75. 

Unter ben gegebenen SBebingungen ein Sfted^tedf fo ju jeid^nen, baB 

1. eine ©eite = a. 2. bie S)iagonale = e. 

3. ber Umfang = 2s. Sinai. AJ ju lonftruieren nad^ §. 70, 8. 
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4. bic S){fferenj ber ©eiten = d. 1. Sinai. AK ju fonjiruicten 
m^ §. 70, 15. 

5. bie Seiten im äSer^ältniS m : n fielen. Sinai. AJ ober AE 
JU fonfhruieren nai) §. 75, 1. 

6. bie ©eiten bed äted^tedd gleid^ finb, bie $igur alfo ein 
Duabrat ifl. 

7. ber 3nl^alt = q^ Sinai. AJ ober AK ju fonjiruieren nad^ 
§. 75, 4. 

b) Fig. 19. (Segeben 3 ?ßunlte E, D, F; man foH ein ^Parallelogramm, 

beffen SBinfel bei D = a ifl, fo jeid^nen, bafe eine ©de beöfelben 

in ben 5ßunft D fäHt, wäl^renb bie gegenüberliegenben ©eiten AB 

unb BO ober il^re SBerlängerungen refp. burd^ bie ^punfte E unb P 

gelten. Ober um baö SDreled EDF ein ^ßaraEelogramm, beffen 

SBinlel bei D = a, in ber eben angegebenen SBeife ju jei^nen. 

ilonftruiert man A JDF' longruent unb in entfpred^enber Sage 

mit ODF fo, ba^ bie ju OD homologe ©eite JD in bie Verlängerung 

von AD fällt, fo iji Z FDF = ODJ « 2R - a, mitl^in F' belannt, 

unb J liegt auf einem lonjlruierbaren Kreisbogen (§. 11). Äonftruiert 

man femer A KDP" fongruent unb in entfpred^enber ßage mit ODF^ 

fo bafe bie ju OD homologe ©eite KD auf AD fättt, fo ifl Z FDF" 

= CDK = a, mitl^in aud^ F" beflimmt unb ein ftreißbogen für K. 

@nblid^ ifl nod^ ber um EDA befd^riebene jtreid belannt, unb ed lommt 

nun barauf an^ burd^ D eine @erabe fo ju {iel^en, ba^ il^re Slbfd^nitte 

DA unb DJ ober DA unb DK getoiffen Sebingungen genügen. 

©ie finb baburc^ auf bie oon §. 83, a unb §.92, b, a jurüdgefül^rt. 

Slnmerlung. ilonflruiert man um bie S)reiede EAD unb 

DCF Äreife, fo werben bie Slufgaben leidet auf bie oon §. 83, b unb 

§. 92, b, ß jurüdgefül^rt. 

Unter ben angegebenen 93ebingungen ein ^araUelogramm fo ju 
jeid^nen, ba^ 

8. eine ©eite = a. 9. eine S)iagonale = e. 

10. ber Umfang = 2s. 2. Sinai, ©in nm D mit DO ge= 
fd^tagener Äreid treffe BF in L. aSerldngert man nun AD über D 
um DO biö M, fo ift AM = s. ilonflruiert man femer ADMN^DLF 
unb in entfpred^enber Sage, fo ifl Z MDN = LDP, ba^er Z FDN 
= LDM = DLO = DOL = a, alfo N belannt. Biel^t man nod^ 
NG II FB biÄ jum SDurd^fd^nitt mit AE, fo ift NG = s unb Z NGE 
= a ober 2R — a. 

11. bie S)ifferenj ber ©eiten = d. 

K. bie ©eiten fid^ = m : n Derl^alten. 2. Sinai. a;eile EN 
(gigur wie bei ber 2. SKnal. oon 10) im aSeri^ältnis m:n. 

13. bie ©eiten gleid^ finb, bie gigur alfo ein Sftl^ombud ifl. 

14. ber Sn^alt « q*. (S)aö gJrobuIt ber ©eiten ift leidet ju finben.) 
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§. 127. 

^(Jaranclogrammc^ beten ©citcn butd^ t)icr gegebene 5ßunlte 
gelten ober parallel ogramnte um äSierede. 

a) Fig. 18. ©inb 4 gJunfte, G-, H, D, P, burd^ xotl^ bie ©etten 
eine« aied^tedf« A'B'O'D' (G- auf A'B') ober i^re »erlangerungen 
gelten foEen, ober iji ein SSlered GDHP gegeben, um roeld^e« ein 
äted^ted fo ge}el<$net n>erben foQ^ baB je eine ©de bes äSteredd auf 
einer ©elte beß 9led&tedö ober beren aSerldngerung Hegt, fo jlel^e 
burd^ D eine Slnle DE^ wd^^ gleld^ unb paraSel mit GH Ifi 
(toobel ju bead^ten, ha^, totnn ein äSlered gegeben/ GH diagonale 
beöfelben Ijl), unb lonfirulere nad^ §. 126, a ein SBed^ted ABCD, 
beffen eine ©de In D Hegt, unb beffen gegenüberllegenbe ©eiten 
verlängert burd^ E unb F gelten, unb bad ben gegebenen S3ebim 
gungen genügt; jlel^t man bann burd^ G unb H ^araQelen ju 
AB, fo erl^ält man bad 9ied&ted A'B'C'D', roeld^e« bem 3ied^ted 
ABOD longruent Iji. 

85ei ber aiudfül^rung ber Äonflruftlon Iji ed nld^t nötig, ble 
3eld^nung bed Slec^tedd ABCD ganj audjufül^ren. ©obalb nur ble 
SKd^tung einer ©elte blefeö SRed^tedö gefunben Iji, wirb aud^ A'B'C'D' 
leidet gefunben. Übrlgend laffen fld^ blefe älufgaben aud^ o^ne 3urüdE? 
fftl^rung auf §. 126 löfen, Inbem man wie bort ein S)reled longruent 
CDF fo lonjirulert, bafe ble ju OD l^omologe ©eltc entweber In ble 
SRld^tung HN (HN ± GB^ ober In ble entgegengef efete Sild^tung f äOt. 

Unter ben gegebenen SBeblngungen ein äted^ted ju ^eld^nen, wenn 
au|erbem gegeben 

1. eine ©elte = a. 3. ber Umfang = 2s 

2. ble S)lagonale == e. 4. ble S)lfferenj ber ©elten = d. 

5. baä aSerl^ältnlö ber ©elten = m : n (oergl. §. 142, 41). 

6. baö Sied^ted fott ein Ouabrat fein (oergl. §. 142, 40). 2. »naL 
S)as gefud^te JQuabrat fei A'B'O'D'. SDle oler gJunfte, burd^ weld^e ble 
©elten beäfelben gelten f ollen, feien G, F, H, D (G auf A'B' u. f. n>.); 
ferner HN ± A'B' unb DO ± B'O'. SRun bringe man A DOF in 
ble SageHNL, fo ijiHLJ-DF. 3. SttnaL ©pecMer gatt von 15. 

7. ber Snl^alt = q^ (oergl. §. 142, 47). 

b) ©ö finb oler fünfte G, H, D, F, gegeben; man fott ein 5ßaraD[elo^ 
gramm, beffen aSinlel = a, fo jeld^nen, bafe ble ©elten bedfelben 
ober ll^re Verlängerungen burd^ ble 4 ^unlte gelten. Ober um 
baö SSlered GDHF ein ^Parallelogramm mit bem SBlnlel a In ber 
ehtn angegebenen äBelfe ju jeld^nen. 

S)le folgenben älufgaben flnb burd^ eine äl^nlld^e itonflrultion, 
wie ble unter a) angefül^rte, auf ble oon §. 126, b jurüd^ufül^ten. 
^ie bort gemad^te 93emerlung gilt aud^ l^ler. 
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Unter ben otiflcg^benen aSeblngungen ein ^ßaraHelogtamm fo ju 
}eid^nen^ bag 

8. eine Seite «= a. 9. eine SJiagonale = e. 

10. ber Umfang =» 2 s. 

11. bie ©ifferenj ber ©eiten = d. 

12. bad SBerl^altniö ber ©eiten « m : n (v^x^l §. 142, 43 u. 44). 

13. baö ^Parallelogramm foll ein Sil^ombuö fein {vexQl §. 142, 42). 

14. ber 3nl^alt = q* (t)erßl. §. 142, 48). 

SDie aufgaben 5, 6, 12, 13 finb fpecieffe gätte folgenber aDt 
gemeinen: 

15. Um ein gegebenes SSiered ABCD ein anbereö EFÖH (A foff 
auf EH, B auf EP u. f. to. liegen) ju jeid^nen, roeld^eö einem ge^ 
gebenen al^nüd^ ift. Sinai, ©daläge um D6C einen Äreis, njeld^r 
EG in K, unb um AEB einen Äreiß, weld^er EG in L trif^, fo 
ift ^ ODK == CGK unb Z DOK = DGK, ba^er K unb auf 
äl^nlid^ SSSeife aud^ L befümmt 

§. 128. 

aSerroanblung t)on 2)reie(Ien, bie einem gegebenen S)reied 

äl^nlid^ finb, fowie aud^ von S^rapejen unb SSiereden, bei 

benen biefe SSerwanblung 3lnn)enbung finbet 

a)ie 3lufläfungen finb dl^nlid^ berjenigen ber 1. Slufgabe. 

1. A ABC in ein anbereö ju t)ermanbeln, meld^ed bem gegebenen 
A aß7 fi|nlid& ift anal. APG fei ba« gefud^te SDreiedf unb gleid& 
ABO (F liege auf AB). Biel^t man burd^ C eine gSarattele ju AB, 
rodä^ AG in D trifft, unb jie|t DE II GP, fo ifl A AED co AFG, 
alfo AED : AFG = AE^: AP^; unb ba AED unb ABC gleid^e ^öl^c 
l^oben, t)erl^ält fid& AED: ABC = AE : AB. S)a AFG = ABO, fo 

. folgt aus beiben ^Proportionen AE^ : AP^ = AE : AB, alfo AP^ » 
AE • AB; mitl^in AP mittlere proportionale stoifd^en ben belannten 
Sinien AE unb AB. 

2. (Sin ungleid^feitiged 9)reied( in ein gleid^feitiged }u vmoanbAn. 

3. @in ungleid^feitiged S)reied( in ein gleid^fd^enlliged pi vet^ 
n)anbeln, beffen äSinlel an ber ©pi|e » y- 

4. ®in gegebene« S)reied( in ein anbereö ju oenoanbeln, fo ba§ 
ein äBinlel um^änbert bleibst unb beffen @egegenfeite II L x% 

5. A ABC in ein Xrapej ABEF fo ju uerwanbeln, bafe AB bie eine 
pcuraQele ©eite, ein an berfelben liegenber SBinlel »= bem S)reiedCdn)inIel a, 
ber anbere bagegen « 9 n)irb. älnal. AC unb BE fc^neiben fid^ in 
D. S)ann ift A DEP nad& 1) ju fonjiruieren ^ DBO unb «> DBA. 

6. aSiered ABCD mit SBeibel^altung ber ©eite AB unb ber SBinlel 
Bei A unb B in ein Srapej ABF6 ju oenoanbeln. älnal. AD unb BG 

0eometvif(9e itonftruItionS^Slufgaden. 10 
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fd^neibcn fid^ in E; bann ifi A EEG m^ 1) ju lonftruicrcn = ECD 
unbooEBA. 

7. aSiered ABCD in ein anbete« AEFD ju i^erroanbeln mit Sei^ 
bel^altung von AD unb Z A; bagegen f ollen bie SBinlel bei E unb D 
gleid^ jroei gegebenen 3BinIeln<p unb ^ roetben. 3lnal. Verlängere 
AE unb DP bid fie ftd^ in G fd^neiben, vevroanhU SBiered ABCD in 
ein, anbered ABHD, in weld^em H auf GD liegt, fo ifi burtä^ eine 
ßinie, weld^e mit AB Z 9 Mlbet, ein A GEF = GBH abjuf d^neiben. 

§. 129. 
9Jetn)anbIung t)on SSieleden, bie einem gegebenen SSielei 

ftl^nlid^ finb unb Sti6)nnnQ t)on Greifen. 
a)'3n ben folgenben Sluf gaben ifi junäd^fl eine ©eite beö gefud^ten 
asieledfs ju bered^nen; bann finb bie aufgaben auf bie erfte jurüdE^ 
geführt. 

1. ©in aSieledf, weld^eö einem gegebenen äl^nüd^ ift, ju jeid^nen, 
wenn eine ©eite gegeben. 

2. ©in gegebenes SBieIed A in ein anbereä X ju tjerroanbeln, meld^eö 
bem gegebenen SBieled B äJ^nlid^ ifi. anal. ®ine Btüe be§ aSieledfö B 
fei b, bie l^omologe ©eite t)on X werbe mit x bejeid^net. SSermanble 
A unb B in Duabrate, fo ba§ A = a^ unb B = p. S)ann ifi B:X 
t=b2:x2 ober B:A = \)^:x^ ober p:a^ = h^:x^ ober ß:a = b:x. 

3. ©in SSieledf X ju jeid^nen, meld^eö gleid^ ber ©umme jweier 
gegebenen SSieledfe A unb B unb einem britten gegebenen SBieled 
äl^nlid^ ift. 

4: ©in aSieled X ju jeid^nen, meld^eö gleid^ ber S)ifferenj jweier 
gegebenen SSieledfe A unb B, unb einem britten gegebenen SSieledE C 
ä^nlid^ ift. 

b) 3n ben folgenben Slufgaben finbet man leidet ben SRabiuö bes* ge- 
:: ^viä)tm Äreifed mit 35enu|ung ber ©a^e: S)ie ^ßeripl^erieen jweier 

Äreife t)erl^alten fid^ mie il^re SRabien, unb il^re g^ldd^eninl^alte wie 

bie Duabrate ber SRabien. ^ - 

. ©inen Äreis JU jeid^nen,- 

5. beffen 5ßerip^erie nmal fo groß ift wie bie bes gegebenen 
Äreifes K. 

6. beffen ißeripl^erie glei<ä^ ber ©umme ber 5peripl^erieen ber ge^ 
gebenen Äreife K unb K' ift. 

7. beffen ^ßeripl^erte gleid^ ber SDifferenj ber 5peripl^erieen ber ge^ 
gebenen Äreife K unb E' ifi. 

8. weld^er nmal'fo gro^ ifl> <ifö ber gegebene Äreiö K. 

9. weld^er gteid^ ift ber ©umme ber gegebenen ÄretfeK unb K'. 
10. roeld^er glei(^ ifi ber SHfferenj ber gebenen ^reif e K unb-EV 
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§. 130. 
S)urd^ P eine gerabe fiinie fo ju giel^en, ba§ fie t)on einem 
gegebenen 5ßaraneIoöramm ober ©reied ein ©reied von 

gegebenem ^Vä^tnin^alt abfd^neibet. 

a) 3n ben folgenben Slufgaben f oll man burd^ P, weld^er auf einer ©eite 
AD ober beren SSerlängerung eines Sied^teds ober ^ßaraffelogrammö 
liegt, eine Sinie, weld^e CD ober beren Verlängerung über D in E, 
unb bie aSerlangerung tjon BC über B l^inauö in F trifft, fo 
jiel^en, ba§ A EOF gleid^ bem SKed^ted refp. Parallelogramm ABOD 
ifl. 3n allen 3lufgaben ifl F ju beftimmen bur(^ BF^ ~ 
AP^ - PD2. 3lud^ nad^ §. 73, 10 ju löfen. 

Unter ben angegebenen SBebingüngen burd^ P eine Sinie ju jiel^en, 
wenn bie g^igur ift 

1. ein Sied^ted; P liegt auf ber SBerlängerung von AD über D 
linaud. 

2. ein SRed^ted; P liegt auf AD. 

3. ein ^Parallelogramm; P liegt auf ber SBerlängerung von AT) 
über D l^inauö. 

4. ein Parallelogramm; P liegt auf AD. 

b) aSon einem gegebenen 35reied ift ein anbereö abjufd^neiben burd^ 
eine Sinie, meldte burd^ einen gegebenen 5ßunlt gei^t. 

5. a5urd^ ben 5ßunlt P, meld^er innerl^alb eineö gegebenen 
SBinlete liegt, eine Sinie DE fo ju jiel^en, ba§ fie ein 23reted tjon 
gegebener ©röfee abfd^neibet 3lnal. Fig. 20. SBermanble ba§ ge^ 
gebene S)reied in ein anbered ABC, meld^eö ben gegebenen SBinlel 
afe SBinfel an ber ©runblinie l^at; jiel^e PF II AB, unb tjertoanble 
A ABC in ein anbereö AFG-, beffen ©pifee in F unb beffen ©runb^ 
linte in bie SRi(§tung t)on AB fäHt; A AFG in ba§ 5ßaraIlelogramm 
AHIF, meld^eö vxü A AFG- ©eite AF unb 3Binfel A gemein l^at. 
®a A ADE bem ^Parallelogramm gleid^ fein foll, fo mu§ A PJK 
= PFE 4- DHE fein. S)iefe brei SDreiede finb ferner äl^nlid^, PJ, 
PF, DH l^omologe Seiten. : 35arauö folgt aber, bafe, romn man ba§ 
ted^tminflige S)reied DHL aus ben Äatl^eten DH unb LH = PF 
fonfiruiert, bie QypoUnn^e LD = PJ, alfj) belannt ifi ^ierburd^ 
wirb D. leidet gefunben. 2. 3lnal. nad^ §. 73, lÖ. 

6. SBie 5, nur liege P aufeerl^alb Z BAC. 

, 7. Stuf ber ©eite BC be§ 35reied8 ABC ifi P gegeben; manfoH 
bürd^ P eine fiinie, loeld^c AC ober beren Verlängerung in D, 
unb bie SSerlängerung von AB ober AB f eiber in E fd^neibet, fo 
fiei^en, bajj. A ADE = ABC ift. 

; . . 8. 2luf ber SSerlängerung ber ©eite AC über C l^inauö beö ©reiedö 
ABC ift P gegeben; man foH von P auö jioifd^en ben beiben anberen 

10* 
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Seiten eine gerabe Sinie jiel^en, vodüft ein aSieted t)on gegebenem 
^^aÜ abfd^neibet. S(nal. n>ie 6^ toenn man bebenft, ba^ burd^ ben 
3nl^a(t bed äSieredd au(| ber bed oom AABC äbrig bleibenben 
©reiedd gegeben iji. 

9. 3)utd^ P, rodlet innerl^alb z A liegt, eine ßinie fo ju jiel^en, 
bafe baburd^ ein Sreied vom Iteinften glä<i^eninl^att abgef<i^nitten wirb, 
aufl. 3iel^e bur<i^ P gJarallete ju ben ©d^enleln, welche biefe in D 
unb E treffen, trage AIX Don D aud auf ber SBerlängerung bi« B 
ab, BP trifft uertängert ben anberen ©d^enlel in 0, fo ifi ABO baä 
»erlangte ©reied. 

§. 131. 
S^eitung beö S)reiedö naä) bejiimmtem aSerl^altnid. 

a) S)ie folgenben aufgaben finb burd^ einfädle S^eilung lösbar; unb 
jroar bie meifien berfelben äl^nlid^ wie frül^ere, in benen »erlangt 
würbe, bie betreffenben giguren in eine befiimmte Slnjal^l gleid^er 
Steile }U teilen, bal^er auf jene aufgaben oerwiefen ifi. 

1. 6in 2)reied t)on einer ®de im aSerpltniö ni:n ju teilen. 

§. 110, 1. 

2. @in S)reied von einem ^untt auf einer @eite im SSerl^ältnid 
m : n ju teilen. §. 110, 5. 

3. SSon einem auf einer 2)reiedöfeite gegebenen ^untt jwei ßinien 
fo ju }ie]^en, bajs fie baö S)reied im äSerl^öltnid* m : n : p teilen. 

4. 93on ymi auf einer S>reieddfeite gegebenen fünften jwei Sinten 
)u ^el^en, weld^e bad S)reied im äierl^ältntd m : n : p teilen. 

5. @in S)reied von einem $unft innerl^alb burd^ jwei Sinien im 
aSerl^ältnid m : n ju teilen. §. 110, 7. 

6. ©in 2)reied von einem 5ßunlt innerl^b in brei Steile ju teilen, 
weld^e fid^ » m : n : p verleiten, xvmn eine S^eilungdlinie ber Sage 
nad^ gegeben ift. §. 110, 8. 

7. 3nnerl^alb eined S)reiedd einen $unlt P fo ju befHmmen, ba^ 
bie Sßerbinbungdlinien bedfelben mit ben (Sätn mü ben Seiten brei 
S)reiede bilben, meldte fid^ » m : n : p t^erl^alten. 1. älnal. äSerwanble 
bie 2)reiede APC unb BPC in S)reiede, in meldten bie P gegenüber« 
liegenben Seiten in bie SSerlangerung oon AB fallen. 2. SlnaL 
3iel^e burd^ P parallelen ;u jwei Seiten bid ju ben auf bie Seiten 
gefällten j^l^en, fo teilen fie bie le^teren in gegebenem SBerl^ältnid. 

8. 3m A ABO ifi P auf AO gegeben; man fott X auf BO fo 
befiimmen, bafe jtd^ A POX : ABX = m : n oerl^alt. »nal. gäfle 
oon A auf BO baö Sot AD, unb oon P auf BO boö Sot PE, fo ift 
OXPE : BX. AD«=m : n, ober OX : BX « mAD:nPB. ^iernad^ 
ift BO ju teilen. 
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b) Sei Söfung ber folgcnben aiufgaben ifl bie mittlere ^proportionale 
ju fud^en. 

9. ein 2)reie<I burd^ eine ^ßarattele ju einer Seite ju l^albieren. 
anal. ABO : DEC = AC« : DO» =^ 2 : 1, alfo DO« « V, AC«, 
bol^er DO mittlere proportionale jwifd^en AO unb VjAC. 

10. (Sin SDreied bur($ eine parallele mit einer Seite im ^r^ 
Idltnid m : n JU teilen. 

11. @in S)reie({ bur$ Sinien^ rotl^e ber nad^ ber SRitte ber 
@runblinie gezogenen S^ranöioerfale paraDfel finb^ in n gleid^e Seile 
JU teilen. 

12. 3n einem S)reie(I einen ^unft X fo ju beflimmen, ba§ 
menn man ü^n mit ber ©pi|e oerbinbet^ unb t)on il^m mit ben Seiten 
parallelen jiel^t bad S)reie(I in brei gletd^e Steile geteilt n)irb. Sinai. 
CX treffe AB In F, fo iji F bie aRitte t)on AB unb DE, mitl^in 
DFX= V3AFO, unbEFXr- V3BFO; alfo al^nlid^ n)ie §. 131, 9. 

13. @in S)reie(I burd^ Sinien t>on gegebener 9ti(i^tung in brei 
gleid^e Steile ju teilen. Sinai. BEF (E auf AB, F auf BO) fei 
«= V3ABO, wo FE parallel ber gegebenen SWd^tung. ^iel^e OD II EF, 
fo ifl BEF:BD0 = BE2:BD»; unb ba BDO unb BAO gleid^e 
Qb^n l^aben, BDO : BAO = BD : AB. »eibe ^Proportionen ju^: 
f ammengef efet, giebt BEF : ABO « BW : BD . AB, unb ba BEF *= 
Va ABO, fo ifi BB» = V3 AB . BD; bal^er BE mittlere «Proportionale 
jmifd&en V3AB unb BD. 

14. ©in 2)retedf burd^ eine fiinie von gegebener SRid^tung im 
SSerpltniö m : n ju teilen. 

15. ®n S)reied( burd& jwei ßinien, von benen lebe eine gegebene 
Siid^tung l^at, im aSer^ftltni« m:n:p ju teilen. 

16. ®in 2)reiedf fo in brei gleid^e Steile ju teilen, bag eine 
aieilungölinie ber ©runblinie parallel ift, bie anbere aber Detlftngert 
burd^ bie ©pifee be« SDreiedfd ge^t. 

17. 6in 33reiedf fo in brei gleid^e Steile ju teilen, bag eine 
aieilungdlinie ber ©runblinie parallel ifi, bie anbere, jwifd^en ^parallele 
unb Orunblinie liegenb, auf biefen ßinien fenlred^t ftel^t. 

18. ©in a)reiedE bur<^ brei Sinien fo in t)ier gleid^ S;eile ju 
teilen, ba^ eine Seilungdlinie paraSel ber ®runblinie ifl, bie beiben 
anberen aber jmifd^en ber ^Parallele unb ber ©runblinie liegen unb 
t>erlängert burd^ bie ©pifie gelten. 

19. 3m A ABO ift von au8 bie beliebige a:ranöt)erfale CD 
gejogen; man foH EF (fd^neibet OD in G) parallel AB fo jiel^en, 
ba% A OÖF « »ieredf ADGE wirb. Sinai. 6« lommt barauf an, 
burd^ eine Sinie II AB ein 3)reiedf abjufd^neiben, »eld^eö = A ADO 
ift (§. 128, 1.) 
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20. A ABC burd^ DB II AB ficttg ju teilen, fo bafe CDE bte 
mittlere «proportionale loirb. Sinai. A ABO : DEO = DEC : ABO 
-DEO ober AC2:DC2==D0«:AC^-D0l 3eid^net man nun 
aber AO einen Joalbfrei« unb in benfelben bie ©el^ne OP = OD, fo ifi 
A02-D02 = APS bal^er AO^ : OF» = OP^ : AF^, ober loenn 
PG±ÄO, A02:A0.G0 = A0G0:A0.AG, mithin AOrGO 
= GO:AG. (§. 115, 2.) 

21. A ABO burti DE II AB fletig ju teilen, fo bafe ABED bie 
mittlere ^proportionale toirb. Sinai, äl^nlid^ wie bei 20 ergicbt \iä) 
AO : AG = AG : GO. 

22. 6itt SDreied but^ eine Sinie auö einem 5punlt innerl^alb be«= 
felben ju l^albieren. 1. Sinai. SIMit »enuftung oon §. 130, 5. 2. Sinai. 
Sft XYO baö gefu(]^te 5Dreiedt, unb D bie 3mttc t)on AO, fo ift 
OX . OY = OD . OB (§. 73, 10). 

23. ein S)reiedt burd^ eine Sinie ju l^albieren aus einem ^punft 
aufeerl^alb beöfelben. 1. Sinai. SWit SBenufeung t)on §. 130, 6. 2. Sinai, 
wie 22, 2. Sinai. 

24. ©in S)reiedt burd^ eine Sinie aud einem gJunft innerlj^alb 
bedfelben im SSerl^ältnid m : n ju teilen. 

25. ©in 3)reiedE burd^ eine Sinie auö einem ^punft aufeerl^alb be& 
©reiedtö im SSerl^dltnid m:n ju teilen. 

§. 132. 
2?eilung bed Parallelogramms nad^ gegebenem SSerl^ältntS. 

eine ©erabe, meldte jioei ©egenfeiten etneö $paraIIelogrammä felbft 
(nid^t il^r« SSerlangerungen) fd^neibet unb babei baß 5parattelogramm im 
SSerl^ältniö m : n teilt, teilt aud^ bie SBerbinbungölinie ber SUiittcn . her 
beiben anberen ©egenfeiten (SWittelKnie) in bemfelben aSerl^ältniö. ©ott 
alfo ein ^Parallelogramm in gegebenem SSerl^ältnid geteilt werben, fo wirb 
man junäd^ft eine 3Jlittellinie in bemfelben aSerl&ältnis teilen. S)a jmei 
SRittellinien oorl^anben finb, fo wirb man oon beiben biejenige mäl^Ien, 
weld^e je nad^ ben SBcbingungen ber Slufgabe leidster (unter Umfiänben 
aud^ allein) ivm 3iele fül^rt. 3fl nun ttxoa no(^ ein ^unlt P gegeben, 
burd^ welken bie gefud^te ©erabe gelten foH, fo oerbinbet man biefen 
mit bem 2;eitpunlte. hierbei finb nun jwei gdHe ju unterfd^eiben. 
1) ©d^neibet biefe ©erabe bie beiben jur aRittellinie parallelen ©eiten, f o 
ift fie bie gefud^tc ©erabe. 2) 2;rifft bagegen (Fig. 21), wenn L ber XtiU 
ifuntt ifl, PL bie Verlängerung von OD, fo terbinbe man D mit L 
unb oerlängere DL U^ jum 5Durd^fd^nitt N mit AB. Sftun ift A AND 
einem ber beiben gefud^ten Steile gleid^, benn eö uerl^alt fid^ A AND : 
NBOD = KL : LM = m : n. ©ä fommt alfo barauf an, burd^ P eine 
©erabe ju jiel^en, weld^e t)on Z DAB ein S)rciedE oon gegebener ©röfee 
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abfd^neibet (§. 130, 5 ober 6). SBenn bie aScrldngcrung von DL 
nid^t AB fclbfi, fonbern bic SSerldngerung t)on AB trifft, fo loürbc 
man nid^t D, fonbcm B mit L t)erbinbcn unb baö burd^ bie SBer^ 
längerung t)on BL obgefd^nittene S)reiedE benufeen. 
@in ^araUelogramm im SSerl^ältnid m:n ju teilen 

1. burd^ eine 5ßaraIIele ju einer ©eite. 

2. burd^ eine @erabe aus einer @dCe. 

3. burd^ eine @erabe aud einem ^unlt einer @eite. 

4. burd^ eine @erabe aus einem ^unlt innerl^alb bed ^araUelo^ 
grammd. 

5. bur(^ eine ©erabe aus einem 5ßunlt auf ber SSerlängerung 
einer ©eite. 

6. burd^ eine. ©erabe aud einem ^unft auf ber SSerlängerung 
einer 5Diagonale. 

7. burd^ eine ©erabe aud einem ^ßunlt aufeerl^alb beö ^ßaratte^ 
logramms. 

8. burd^ eine ©erabe in gegebener 3lid^tung. Sttnal. 2^rifft bie 
betreff enbe ßinie bie SSerlängerung einer ©eite, fo ift §. 128, 1 ju 
benu^en. 

§. 133. 
2;eilung beß 2:rapeje§ nad^ gegebenem Sßerl^ältnil 

©oH baä 2^rapej ABCD im SBerl^ltnid mm geteilt werben, fo 
teilt man ebenfalls bie SRittellinie KM (SSerbinbungsHnie ber ©d^enleU 
mitten) im SBerl^ältniS mm. 3)er S^eilpunlt fei L. 3lnn finb brei 
gätte ju unterfd^eiben. 2)ie burd^ L nad^ einem gegebenen 5ßunfte ober 
in gegebener SKd^tung gejogene ©erabe fd^neibet 1) bie beiben paraHelen. 
©eiten, 2) eine parallele ©eite unb bie SSerlängerung ber anberen, 
.3) bie beiben ©^enleL 2)ie beiben erften gäUe werben wie in § 132 
erlebigt. g^ür ben britten bead^te man folgenbes: DL treffe verlängert 
AB in N. aJian oerwanbelt nun A AND in ein anberes ABE, fo 
ba§ E auf AD liegt, ©d^neiben fld^ AD unb BC verlängert in F, 
fo fd^neibet bie gefud^te ©erabe von Z AFB ein 3)reiedf ab, weld^es 
gleid^ EFB ifi. trifft DL nid^t AB, fonbern bie SSerlängerung von 
AB, f verbinbet man nid^t D, fonbern B mit L. S)iefe ßinie mufe 
bann verlängert DC treffen. 3)as baburd^ vom ^rapej abgefd^nittene 
S)reiedE verwanbelt man fo, bafe DC eine feiner ©eiten wirb. 3n 
ainwenbung kommen §. 104, 1; §.128, i;; §. 130, 5 unb 6. 

®in 2^rapej im SSerl^ältnis m:n ju teilen burd^ eine ©erabe, 

1. weld^e bur($ ben S)urd^fd^nittSpun{t ber nic^t parallelen 
©eiten gel^t 

2. weld^e parattel einer ber nic^t parallelen ©eiten ifl, 
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8. tüdd^e auf ben beiben parallelen ©eiten fenfreiä^t fielet. 

4. aud einer (Sde. 

5. au« einem ^unlt in einer ber parallelen. 

6. a\x^ einem ^unft einer nid^t parattelen ©eite. 

7. 3m SCrapej ABOD ifl bie SDiagonale AC gejogen; man foD 
burd^ ben gegebenen ^unft P eine Sinie fo jiel^en, ba^ bie entftanbenen 
2:rapeje gleid^ ben S)reie(Ien ABC unb AOD werben. (9lur bann 
mögli(|, rottm bie verlangte Sinie jmifiä^en ben paraOelen Seiten liegt.) 
Sluf l. S^t^^ burd^ ben ^albierungöpunft von AB eine giaraDele )u 
BO, l^albiere biefeffie unb t)erbinbe biefen 5ßunft mit P. 

8. 3« ^ntm 2;rapej ABCD einen ^unlt X fo ju beftimmen, 
ba§ bie SBerbinbungdlinien mit ben Qdtn t)ier ©reiede bilben, vm 
ttttmt bie gegenüberliegenben gleid^ ftnb. Snal. AD unb BO fd^neiben 
ftd^ in P, PX treffe AB in G unb DO in H. A AXD : AXP « 
AD : AP = BO : BP «= A BXO : BXP, bal^er A AXP = BXP. ferner 
A AXP:AXG=:PX:XG=ABXP:BXG, mithin AAXG = BXG, 
AG = GB unb DH = HC. 2)a A ABX = CDX, fo ©erl^alten 
fld^ il^re (^runblinien umgelel^rt n)ie i^re ^öl^n^ biefe n)ieberum wie 
HX:GX, alfo HX:GX = AB: CD (§. 114, 1). 3ur eleganteren 
Sluöfül^rung biefer 2^eilung gelangt man, inbem man AO jiel^t unb 
bie baburd^ auf HG gebilbeten 9lbfd^nitte bead^et. 

9. t)on einem ^ßunlt innerl^alb beö S^rapejeö. 

10. x)on einem ^ßunlt auf ber 35erlängerung einer parallelen ©eite. 

11. t>on einem 5punlt auf ber Verlängerung einer nidjt 
parallelen ©eite. 

12. von einem ^ßunft auf ber Verlängerung einer ©iagonale. 

13. t>on einem ^unlt augerl^alb bed ^rapejeft. 

14. burd^ eine Sinie von gegebener SHd^tung. 

15. Sin Xxccpti burd^ ^araUelen mit ben @runbtinien in 3 gleite 
Steile JU teilen. 

16. @tn 2;rape} burd^ eine • parallele ju ben ©runblinien im 
Verl^ältniö in:n ju teilen. 

17. @in S^rapej ifl burd^ eine ?ßaralle ju ben beiben ©runbfeiten 
in jioei Xrapeje geteilt. @ine @erabe ju jiel^en, n)eld^e bad eine ^ m:n, 
ba« anbere = m' : n' teilt. 

§. 134. 
SIeilung bed SSieredCd unb 93ieled(8. 
a) S^eilung bed 93iered(d burd^ eine ®erabe. 3^^ ^^^^ Hnb ju untere 
fd^eiben. 1) ®ie gefuii^te ®erabe fd^neibet vom SJieredE ein 3)reiedE ab. 
&i mirb fid^ bann uud ben Sebingungen ber SSlufgabe |tetd ein 
a)reiedt lonftruieren laffen^ weld^eö jenem abjufd^neibenben Shreied 
glei(^ iji unb mit il^m einen SBinlel gemein l^at. 2) 3)ie gefud^te 
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©erabe teilt bas SSiercd in jwci SBiercdc. SKan verlängert bann bie 
}u fci^neibenben ©eiten bis ju il^rem S)ur4ifd^nitt§punlt F. aJtit 
^ülfe eines äl^nlid^en SBerfal^tenö wie in §. 133, britter JJaff, läßt 
^(Ji am ZV ein Xxmä l^erflellen, weld^eö bemienigen, bas bie ge^ 
fu$te ©erabe t)on Z F abfd^neibet, gleid^ ifl. 3"^ änroenbung 
lommen §. 112; §. 104, 1; §. 128, 1; §. 130, 5 unb 6. 

@in SSiereii im SSerl^ältnid m : n }u teilen bur($ eine @erabe 

1. aM einer ©de. 

2. au& einem $ßunft einer ©ette. 

3. aud bem 3)urd^f(i^ntttspunft ber S)iagonaIen. 

4. ouö bem S)urd^f(^nittöpunft jweier verlängerten ©egenfeitem 

5. aus einem beliebigen $ßunfte. 

6. bie einer ©eite parallel ift. 

7. bie einer 3)iagonale parallel ifl. 

8. bie L parallel ift. 

®in SSiered ju lialbieren burd^ eine ©erabe 

9. an^ bem 2)urd^fd^nitt8punlt ber 3)iagonalen. 

10. aM bem 3)ur4f(^nittdpunft jroeier verlängerten ©egenfeiten. 

11. a\x^ einem beliebigen Jßunfte. 

12. bie einer ©eite parallel ift. 

13. bie einer 3)iagonale parallel ifl. 

14. bie L parallel ift. 

b) älnbenveitige Seilung bed aSieredö. 

15. Snnerl^alb eines SSieredö einen 5punft X fo ju befiimmen, 
bag bie aSerbinbungölinien beöfelben mit ben ©den beö SSiereds vier 
SJreiede bilben, von benen bie gegenüberliegenben gleid^ pnb. 8lnal. 
XY 1. AD, XZ _L BO. 5Da A ADX = BOX, verhält fi(i& XY:XZ 
«BO:AD, bal&er ein Drt für X nad& Sln^ng III, 26. @in 
anberer Drt ergiebt fid^ aus ben 3)reieden ABX unb ODX. 

16. Sfnnerl^alb eines aSiereds einen gjunft fo ju befiimmen, ba§ 
bie aSerbinbungSlinien besfelben mit ben &tm vier S)reiede bilben, 
ton benen brei einanber gleid^ finb. Sinai, äi^nlid^ ivie 15, mit 
^ülfe von ainl^ang III, 26. 

c) si^eilunfi beß SSieleds. 

©in aSieled im aSerl^ältniö m:n ju teilen 

17. bur(^ eine ©erabe von einer ©de aus. 

18. bnx^ eine ©erabe von einem auf einer B^ite gegebenen 
?ß\xnttt aM. 

19. fo, bafe ein SCeil bem ganjen aSieled äl^nlid^ wirb. (§. 131, 10.) 
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in losen sä 
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ab 
Slufgaben, in betten ein SluÄbrud von ber gorm 

ju lonftruieren ifl. 

©ud^e bie vierte ^proportionale ju c, a unb b. 

3fi ein 3lu§bru(f, beffen gä^I^i^ u«i^ SRenner einfaiä^e ^ßrobufte finb, 

etwa X = ?f|f?f^^ JU lonfiruieren, fo jeid^ne einen beliebigen 

D| 0-2 D3 D4 

SBinlel mit bem @d^eitel|)unft O, fd^neibe auf bem einen ©d^enlel a = 
OA, auf bem anberen a,, b,, aj, b^, ag, bg, a^, b4, refp. = OAj, 
OB,, OA2, OB2, OA3, OBj, OA4 OB4, ab, jie^e A,X, IIB,A, 
A2X2 II B2X1, A3X3 II B3X2, A^X^ II B4X3, fo ifl 0X4 = X. 

1. ©in Slec^ted in ein anbereö mit gegebener ©eite ju oer^ 
wanbeln. (§. 106, 5). 

@in SJreied in ein anbereö ju tjerwanbeln, fo bafe ein SffiinJel 
an ber ©runblinie bleibt, wenn gegeben 

2. bie (SrunbUnie. (§. 104, 1.) 

3. bie ^öl^e. (§. 105, 1.) 

4. hnxä) P auf ber $ßerip^erle von K eine ©efante t)on ge^ 
gebener ßänge fo ju jiel^en, bafe bie t)on il&rem ©nbpunft an K ge^ 
legte S^angente =a b ift. 

5. ©egeben eine Sinle AB unb ein 5ßunlt auf berfelben. 
aWan foll auf ber SBerlängerung ber Sinie ben ^ßunlt X fo beflimmen, 
bafe CX2 .:= AX . BX. (§. 139, 17.) 

@in ©eJ^nenöiered ju lonftruieren aus 

6. a, b, c, d. (§. 60, 9; §. 138, 1; §. 141, 1.) Sttnal. Ser^ 
längere AD unb BC Bio ium 3)ur(3^fd^nittspunft X, unb bejeid^ne XD 
unb XO refp. mit x unb y. 2lud ber äl^nlid^Ieit ber S)reiede XDC 
unb XAB folgt bann x : c = y -H b : a unb y : c = x + d : a, woraus 
bie ©leid^ungen ax— cy = bc unb — cx+ay = cd; unb l^ierauä raieber 

x-+-y= — ^^ ^; X — y= — 7" - 3Ban fann bemnad^ x4-y 

a ~~" c a "r" c 

unb X — y, folglid^ aud^ x unb y, unb mitl^in A DXC lonftruieren. 

7. a, c, e, f. (§. 60, 10; §. 138, 2; §. 141, 2.) anal, »ejeid^net 
man ben S)ur(ä^fd^nittöpunft von AO unb BD mit T, ferner TD mit 
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X, TC mit y, fo läßt ftd^ mit ^ülfc bcr ö.'^nli^en S)rcie(Ie TOD 
unb YBA ein dl^nlid^es SSerfal^ren einf(]^tagcn, toie in 6. 

8. airopcj b, d, e, f. Sinai «ertönscre AD unb BO, bis jte ft(i^ in 

Ffd^neiben: bcjeid^ne FD = x unb PO = y, f o iji ^''zKt^^'K^^' 

2y (d -+■ x) 

= — 2x (b+y) ' ®^ ^^^^^ 5Rcnncr glcid& fxnb, fo crgicbt fid^ e^ - 
2dx-d2 = f2 — 2by — b^. hierin fcfee für y bcn au« bcr ^Proportion 
X : y = d : b fid^ ergcbcnbcn SBcrtl^, fo ifi x = ofh^-A^ "~ T ""^ 

g^ , d_ d(f+e)(f-e): 
^^ + ^- (b + d)(b-d)- 
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aufgaben, in Denen äudbrüdte von ber gorm j/ a^ + b^, 
j/ a^ — b^, / a^ -H b^ — c* u. f. n). ju fonftruieren finb. 


|/ a^ + b^ ifi bie ^^potenufe eine« red^ttoinlligen SJreiedd mit 
ben Äatl^eten a unb b; j/ a^ — b^ ifl eine Äatl^ete eine« red^t^ 
toinfligen SJreiedä, beffen anbere Äatl^ete b, beffen ^ppotenufe a ift. 

aSon P nad^ K eine ©dante fo ju iiel^en, bafe 

1. baö SRed^tedt au^ ber ©el^ne unb ©etante = q^ wirb. Sinai. 
Sejeid^net man bie ©el^ne mit x, ben äußeren 3lbfd^nitt mit y, unb 
bieuon P an K gelegte Tangente mit a, fo ergiebt fid^ jur ßons 
ftruftion bie gormel (x + y)^ = a^ -h q^. 

2. baö SRed^tedE aus il^ren Slbfd^nitten = q^ wirb. 

3. SDurd^ P innerl^alb K bie ©cl^ne XY fo ju jiel^en, bafe 
XY . PX = q2 wirb. 

3m SDreiedE ABC fott man mit ber Seite AB bie ^ßarattele XY 
fo jie^en, baß 

4. AX2 + BY2 = q2. Sinai. BX=~;4^==. 

j/a^ + b^ 

5. BY2 - AX2 = q2. 


6. XY^ = AX2 + BY2. 1. Sinai. XY 


_ c }/ a^ H- b^. 


c + ]/ a2 + b^. 

2. Slnat 3ie^e OD II AB bis jum 3)urd^fd&nitt D mit AY; bann 
flnbet man OD = j/ a^ + b^. 


7. KA.p-q,h. Sinai. c«i/d2 + 4h2. (§.139,31.) 
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Xufgaben, in benen XuSbrütfe uon ber ^otm }^ab, 

.... ♦ 

i/sil)c 

f-^ u. bergL }u lonftruieren finb. 

/ab ifl bie tmttlete ^proportionale }u a ttnb b. (§. 114/ 2.) 

ftonfhruiert man x = ^ nad^ §. 135, fo ifl V^*= j/ct Me ntitfe 

lere proportionale )u c unb x. 

93on P nad^ E eine @eiante f o }tt )i^en, ba| 

1. ber innere abfd^nitt boppelt fo gro§ ab ber äußere wirb. 9(naL 
S^d^et man bie 2;angente oon P an K mit a, ben (tugeren gbfd^n^ 

ber ©rfante mit x, fo finbet man a* = x-3x=3x^; x = |/a- Va^- 

2. ber innere Xbfd^nitt nmal fo gro§ ald ber au|ere nricb. 

3. ber innere Sbfd^nitt fU^ )um ou^oren mie m : n oerl^alt. 
2)urd^ P innerl^ E eine Seltne fo ;u giel^en, bo^ 

4. ber eine Slbf^tntt boppett fo gro^ ald ber onbere mirb. 

5. ber eine Sbfd^nitt nmal fo grog ab ber anbere mirb. 

6. bie Xbf(|nitte fid^ n^ie m : n oerl^alten. 

§.138. 

Aufgaben, in benen }ufammengefe|te algebraifd^e 
Xudbrficfe }u lonflruieren finb. 

&n @e^nenoiered )u tonflruieren aa^ 

1. a, b, c, d. (§. 60, 9; §. 136, 6; §. 141, 1.) «nal föifl 

^^ ^^ 2äb ' cos8 = 2^2 ^, unb ba ßH-8=2R, 

»2 .1.1)2 p2 p2_i |h|2 p2 

nrit^n cosß + cos8=0, fo ifl ^ ^°. + ^ =0;unb 
i^crou« e* = — i ^ ^'^ ^. ©efet man ab = p*, cd=q*, 

p»+q« = r», c» + d» = s*, a«+b« = t\ fo nrirb c = V(^)*+ f^)'- 
3ur Xuftdfung lonffanttett man junäd^fi p unb q na^ §. 137; bann 
r, 8, t nad^ §. 136; ^, -2* m^ §. 135; e m^ §. 136. 

2. a, c, e, £ (§. 60, 10; §. 135, 7; §. 141, 2.) Snal. ©Jift 

«™./o^A a« + e*-b=« ,_ c« + P-b» , ... a* + e»-b» 
co8(ae) ^^^ ;co8(cf)^ _^_; folghd^ _ 

C^ -f- f 2 _ 1)2 

«= ^ , TOoraud b )u entwideln. S)ad übrige rote tn 1. 
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&n 3)reie(I ju lonfhruieren auö 

3. c, K, a + b =» s. (§. 64, 1 unb §. 66, 1.) SBenn a- b « x, 

fo erl^ält man ]/c^-x^= ^^^ " . Äonflr. ©cfet man i/c^-x^ 

}/ 8* — C* 

« y, fo Ifl j/s^-c^ na(]& §. 136, y na^ §. 135, x « p/c^-y^ 
»a^ §. 136 jtt lonfiruieten. 

4. c, hc, a-b = d. (§. 64, 2 unb §. 66, 2.) «nal SBcnn 

2 che 

a+ b = X, fo erl^ält man ^/x^ — c* «= J7T3^ morau« jtd^ x äl^n« 

K^ me in 3 beflimmen lägt. 

5. a + b, p-q, hc. (§. 64, 25 unb §. 66, 3.) SnaL SRit 
Scrüdffid^tigung oon §. 14 äl^nlid^ wie 3. 

6. a-b, p-q, h,. (§. 64, 15 unb §. 66, 4.) 2lnaL mt 
«etüdtfiiäöttgunö von §. 14 a^nli^ wie 4. 

7. ©inen ftreiö ju lonflruieren, weld^er jwei Seiten eined SJreiedd 
berül^tt unb bie britte unter ber ©el^ne s fd^neibet. Sinai. 6« fei 
a>b. ®er ftreiö berül^re AC in E, BC in D, fd^neibe AB in P 
unb ö (G ndl^er an B); bie mitte von Fö fei H. Sunäd^fl finb 
brei gätte ju unterfiä^eiben. S)er gefud^te Äreiö fann innerl^alb be« 
3BinIeld y ober innerl^alb eine« feiner beiben SRebenwinlel liegen. 

a) S)er ftreid liegt innerl^alb 7. 9lud^ l^ier finb niieber brei Untere 
abteilungen ju mad^en. 

a) 3)er Äreiö berül^rt BC unb AC fetter (nid^t ü^reSBerlängerungen). 
3tnal. (So iji AE^ = AF- AG = AH^- y.s^ (i); ebenfo BD«« 
Bfl2 - V4 s« (2). ©ubtral^iert man (1) unb (2), f ergiebt ftd^ (BD 4- 
AE) (BD - AE) = (BH -+- AH) (BH-AH) ober (a~b) (BD -4. 
AE) = c (BH - AH) (3). Snbem man nun BH - AH « x fefet 

finbct man au8 (3) BD+ AB = -^, unb ba BD - AE = a -b ift, 

a "— o 

BD— ^jtÖLZ^C*). gfemetiflBH + AH = c,BH-AH-x, 

25 (,a — ü) 

fol0li<i^ BH »= V, (c + s). ©e^t man biefe äBette für BD unb BH in 
(2) ein, f etg^t P^ ^*^^^~^^'^' = (c + x)» - s« unb burd& 
auPfung X» - (a-b)«tc»-^(a^-b)«-.s'] ^^^^ ^a ^ (» - b)» - 
(a-b)»s»_ (5^_ 


ca_(a-b)» 

ß) S)er gefud^te Jtteift berüi^te bie äSetlängetungen t>on AC unb 
BO ftbet A unb B |inauft. %nal S)ie Siedlung ifl bem ooti^ 
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^Qe analog. (1) unb (2) bleiben. Wt Senu^ung ber @le^ung 
AE — BD = a — - b, unb inbem man n}ieberum BH — Afi = x fe|t, 
et^aÜ man für x^ benfelben SEBert, wie in ©leid^ung (5). 

t) a)er gefud^te Ärei« berül^re BC unb bie SBerlangerung von 
AG über A . ^inaud. Xnal. 3lu(| ^ier bleibt aQed wit in a). 
3lur ifl AE -H BD = a - b. ©eftt man lieber BH -AH = x, fo 
ergiebt fU^ n)ieber bie ©leid^ung (5). 

^ aSen brei ^Qen ergiebt ftd^ biefelbe @Ieid^ung (5), aud ber für 

X bie beiben SBerte x = =t y(a - b)^ — 1^ ""^^^^ t\2 ^^^9^"- ^^^ 

SBerte entfpriiä^t ein Äreiö, alfo eyiflieren Don ben brei an fl(5 benfbarcn 
gatten a, ß, 7 in SBirlCid^Ieit fietö niii^t mel^r alö jroel %üv ben einen 

ber beiben «reife ifl BH - AH= V (a - b)^ 1^"".^^^ fL- Um biefe 

^ c* — (a — b)^ 

Ca — b) s 
gormel ju lonfhuieren, f efee man c^ — (a — b)^ = p^, -^^ ^- — 

= q, f crl^äU man fuccefftoc BH - AH = y (a - b)=» - (* " ^ ^ 

= ^Z (a — b)2 — q2. Um ben Rreiö ju finben, lonjiruiere man bet 
SReil^e nad^ p nad^ §. 136, q nad^ §. 135, BH-AH nad& §. 136. 
Äonftruftion. ©daläge lun C mit b einen Äreiä, weld^er BC inl 
trifft, unb um B einen Äreiö mit bem SRabiuä BI. 3)ann errid^te über 
AB einen ^Iblreis, ber ben Äreiö um B in K trifft, fd^neibe AL = s 
von A auf AB ab, errid^te in L eine ©enfred^te, meldte AK in M 
trifft, jiel^e MN II AB bis jum ©urd^fd^nitt mit bem ftreife um B, 
jiel^e NO fenlred^t auf AB, fo ifl OB = x. VLm ben Äreis felbfl 
ju finben, errid^te im aJlittelpunlt H Don AO eine ©enlred^te, weld^e 
bie Halbierungslinie beä SBinfefe AGB im SDWttelpunIte beö gefud^ten 
Äreifeä trifft. pr ben anberen Äreiö ifl BH - AH = 

-|^(a-b)^--^:7^ober AH-BH = l/(a-b)^-?9^ 
' V ^ c^-(a-b)2 ' ^ ^ c^-(a-b/ 

3u feiner ftonflrultion ifl flatt N ber anbere S)ur(^fd^nilt$punft tjon 

MN mit bem Sreife B in berfelben 3Beife ju benufeen. 

b) 3)er gefud^te Äreis liege innerl^alb . bedjienigen 9iebenn)infelö t)on 
AGB; wdd^er ' burd^ bie Berlängerung oon AG über G l^inau« 
entfielet 3lud^ l^ier finb 2 Unterabteilungen notroenbig. 

a). 3)er «reiß berül^re BG unb bie Verlängerung oon AG. %nal. 
SBJie in 3, a, a ergeben pc^ bie ©leid^ungen (1) unb (2). Snbem, man 
beöidfftd^tigt, ba^ AE + BD = a-hb ifl, erl^ölt man, wenn AH-h 
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BH = X gefeftt roirb, bur(i^ ein äl^nUii^e* SSerfttl^rcn, mit in 3, a, o 
-'=(a + b)»-.|i|±^(6). 

P) S)er gefud^tc Rreid berül^rc bie SBcrlängerung t)on AO unb bic 
aSerlängerung t)on BO über B J^inauö. Sinai. Slttcd bleibt, wie im 
vorigen ß^att, nur mrb ' AE - BD = a + b. gür x = AH - BH 
erplt man benfelben SBert wie in (6). SDa AH — BH ftetö poRtit) 
i^, fo l^at man von ben beiben SBerten von x nur ben pofitioen ju 
ncl^men. SSon ben beiben gftHen in b) lann alfo nur einer ftattfinben^ 
fo bafe man nur einen Äreiö erplt S\ix Äonfirultion von x fe|e 

man (a + b)^ — c^ == p2; — ^^ Ls= q; fo ift fuccefflt)e x = 


fo 


a 4- b)^ + ^ a — = |/(a+b)2+q2 ; man lann bal^er p na(ä^ 

§. 136, q nad^ §. 135, y naä) §. 136 lonftruieren. ftonflrultion. 
©c^lage um mit OB einen Äreiß, ber bie SSerlängerung t)on AO in 
J trifft; bann um A mit AJ einen Äreiö, weld^er eine auf AB in B 
crrid^tete ©enlred^te in K trifft. 3)ann fc^lage s = AL von A auö 
auf AB ab unb jiel^e burd^ L bie Sinie LM parallel AK bid }U 
il^rem ®urd^f(^nitt M mit einer auf AK in K errid^teten ©enlred^ten. 
®nbli(i^ fd^lage um A mit AM einen Äreiß, toeld^er bie SSerldngerung 
von AB in O trifft, unb erri(^te in ber SWitte H üon BO eine 
©enlred^te. 3)er 5ßunft, in n)el(^em biefe bie Halbierungslinie beö 
Sebentöiirfete von AOB trifft, ift ber SRittelpunIt beö gefud^ten Äreifes. 

S)er 5lreid, meld^er in bem anberen 3iebenn)infel von AOB liegt, 
wirb auf biefelbe SBeife gefunben. ©ö giebt fomit 4 Kreife, weld^e 
AO unb BO berül^ren unb AB unter ber ©el^ne s fd^neiben- 

8. ®nen Äreiö ju lonftruieren,. ber ivoü ©eiten eines ©reiedEd 
Jebe unter ber gegebenen ©el^ne s fd^neibet unb bie britte berül^rt 
(23iefe Slufgabe lafet fxä) ganj analog ber vorigen bel^anbeln.) 
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aufgaben, in benen bie SBurjeln einer quabratifd^en 

©kid^ung ju fonflruieren finb. 

aSirunterfd^eiben folgenbe 4 ^äUe: 

I. S)aS britte ©lieb fei pofititr, ber Äoefficient bes jweiten negatit), 
dlf bie ©leid^ung von ber ^orm x^ — ax -+- bc = 0, wo a, b, c po^xüv 
finb. 35aß gJrobuft beiber SBurjeln biefer ©leid^ung ifl bc, alfo pofttix); 
biefelben l^aben bal^er gleid^e 3^i^^«; ^W ®^v(im^ ifl a, bal^er finb beibe 
pofitit). 83ejei(^net man jie mit x, unb Xa, f o ifl alfo x, -h Xa ^ a. 
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x,X2 = bc; unb t^ ftnb olfo )met fiinien )u fonfteuieren^ beten 
@umme unb $robu!t man lennt 

n. 2)ad britte @Heb unb ber Aoefftcient bed }n)etten ftnb beibe 
pofttto^ bie ©leiii^ung ifl alfo oon ber gorm x^ -+- ax 4- bc «= 0. S)<ü^ 
^robuft beiber äBurjeln tflbc, alfo pofttto; boi^ l^aben fte gleüi^ 
3eui^en. 3^re ©umme ifl = — a, alfo negotii), ballet finb beibc 
negatix). 3^re abfoluten SBerte finbet man n)ie in I. 

in. 3)ad britte @lteb unb ber ftoeffictent bes }n>eiten ftnb beibe 
negatit), olfo bie ®lei(|ung »on ber gorm x^ — ax — bc = 0. 2)ad 
^robutt beiber äßurjeln ifl — hc, olfo negatio ; bal^er ifi bie eine von 
ii^nen pojttit), bie anbere negatit). Sejeid^net man bie erflere mit x„ bie 
le^tere mit— Xj, fo ifi x, — Xa = a,--x,X2 = — bc ober x, — Xj = a, 
x,X2 = bc. 3Ran ^at alfo }n>ei £inien }u fonfhniieren aa^ i^er 
SHfferen) a unb il^rem g$robu!t bc. SHe größere von beiben ifl bie pofUioe 
SBut^l ber ©leid^ung, bie Heinere ifl ber abfolute 2Bert ber negativen. 

lY. 2)aft britte ®lieb negatit)^ ber ftoeffuient beft )ioeiten pofitit), 
alfo bie ©leid^ung von ber gorm x^ 4- ax — bc = 0. S)aö 5ßrobuft 
ber beiben äBurjeln ifl — bc, alfo negativ. 2)al^ ifl eine i)on ü^nen 
pofttit), bie anbere negatit). SSejeid^net man fie refp. mit x, unb — x,, 
fo ifl Xi — X2 = — a, — x,X2 = — bc, ober x^ — x, = a, x,Xa = bc. 
3llan l^at bal^ }n)ei Linien ju {onflruieren, beren 2)ifferen3 a, beren 
$robu!t bc ifl. 2)ie Heinere von beiben ifl bie pofttitie SBurjel 
ber ®lei(|ung, bie größere ber abfolute 9Bert ber negativen. 

3n I. unb 11. merben mir bai^ auf folgenbe Sufgobe geßti^: 

a) 3n)ei Sinien }u fon^ieren, menn il^re @umme a unb ifyc ^robu!t 

bc belannt ifl. Ober: Cin 9{ed^tecE mit ben @eiten b m^ c in 

ein anbered ju vermanbeln, von meld^em ber Umfang =» 2a gegeben. 

3Bir teilen mdgli(|{l Diele äluflöfungen biefer äHufgiäbe mit, ba 

in ben 9lufgaben biefed ^Soragrapl^n balb bie eine, batt) bie anbere 

9luflfifung6met^obe ftd^ mel^r empfiel^tt. 

1. Sluf L 2;rage in einen beliebigen Äreiö K bie Seltne AB = 
b + c unb CD = a ein, f (j^neibe c == AE von A aM auf AB ab, 
fo ba§ EB Ä= b. ^ann lonflruiere nm K einen anberen Äreiö, ber CD 
berfll^rt unb jie^e oon E an benfelben eine S^angente, meldte ben ftu^eren 
Äreis in P unb O trifft, fo pnb FE unb EG- bie verlangten Sinien. 

2. Sluf l. S^rage in einen beliebigen ftreid E bie ©d^en AB = 
b -f- c unb CD = a ein, f d^neibe c == AE von A aud auf AB ab, f 
ba^ EB == b mirb, fd^lage bann um E mit EE einen ftreid, meld^ 
CD in P trifft, fo finb CP unb PD bie gcfud^ten «inien. »etoeid. 
©inb BOr unb PH bie l^alben Iletnflen ©eignen in E unb F, 
fo ift AE . EB = EG2 = FH^ = CPPD. 
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3. Süuft S^^^^ ^« red^toinfligcÄ ajrcied mit bert Äatl^eten AB 
= a unb AO = b -t- c,. fd^neibe AD = b oon A auö auf AO ob, f a 
bafe DO = c toirb, fd^Iage um bie 3Witte E von BC einen ftreid mit 
bem aiabiad ED, wt^tt AB in F trifft, fo jtnb AP unb PB bie 
t)erlan0ten ßinien. 33 ew. S)er ftreid treffe AB noc^ in G; femer 
fei EH ± AB, f o ifl H bie SBitte f owol^l von AB, wie von FG, ba^er 
AG = BP. 

4. auf I. Äonflruiere AB — a, errid^te in A unb B bie ©enfc 
redeten AC = b unb BD = c, fd^Iage über OD einen ^albfeei«, 
weld^er AB in E trifft, fo genügen AE unb EB ber aiufgabe. 

5. äluf I. ^onflruiere einen beliebigen äBinlel, mad^e bie @d^enlel 
beöfelben AB = a, AO « b, unb fd^neibe von A auö AD = c auf AO 
ob. S)ann errid^te in ben 3Kitten von AB unb OD ©enfeed^te, bie 
fid^ in E fd^neiben, fd^Iage um E einen ^eid mit bem 9iabiud ED, 
midier AB in F trif^, fo finb AP unb PB bie oerlangten fönien* 
Seweiö al^nlid^ toie in ber 3. äluflöfung. 

3n fpeciellen fallen giebt e« einfad^ere Äonfirultionen. 

6. äufl. (Pr ben gott b = c.) Seidene AB = a, jie^e in ber 
Entfernung b um 5ßarallele mit AB, roeld^e einen über AB errid^teten 
Qolbttti^ in trifft unb föEe auf AB bad £ot OD, fo genügen AD 
unb DB ber älufgabe. 

7. äufl. (g«r ben gaff b = c.) geid^ne AB == a, errid^te in ber 
SBitte O bie ©enlred^te OD = b, fd^loge um D einen Äreiöbogen mit 
Va a, uDeld^er AB in E trifft, f o genügen AE unb EB ber aufgäbe. 

8. auf l. (gür ben gatt a >> b -h c.) ßege b = AB unb c = 
BO an einanber, lege burd^ A unb einen Äreiö mit bem Siabiud 
Vaa. 3)ie aSerbinbungftlinie feine« SWittelpunfteö mit B trifft ben 
Ärei« in D unb E, fo genügen BD unb BE ber Aufgabe. 

3n ben gaffen III unb IV, wo bad britte ©Heb ber quabratifd^en 

@Ieid^ung negatio war, lommen wir auf bie aufgäbe: 

b) 3^^ Sinien ju finben, beren S)ifferen} a unb beren ^ßrobuft bc 

gegeben ifl. Ober: @in Sied^ted mit ben Seiten b unb c in ein 

anbereö ju oerwanbeln, in wel(^em bie ®ifferen§ ber ©eiten == a ifl 

3unäd&ft fei b:>c, 

1. aufl. 3^^J^« ^^^ beliebigen Äreid K unb in benfelben 
jwei ©eignen AB = a unb OD = b — c, oerldngere OD um DE = c, 
lonpTuiere einen mit bem erjien loncentrifd^en Äreiö, weld^er AB be* 
rül^rt unb jiel^e t>on E an benfelben eine Stangente, weld^ ben äußeren 
Äreiö in P unb G trifft, fo genügen EP unb EG ber Aufgabe. 

2. äluf L 3^<$^^ ^^^^ beliebigen ^reid E unb in benfelben jwei 
©eignen AB = a unb OD = b — c, verlängere OD nm DE = c, unb. 
f daläge um E mit EE einen jtreid, weld^er bie äSerlängerung t>on AB 

®eometrif(^e itDnfkru(tionft>9luf0aben. 11 
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in F trifft, fo genügen PA unb PB ber «ufgabe. 85 ew. ©inb EG 
unb PH bie von E unb P an K gejogenen Sangenten, fo ift EC • ED 
= EG» = PH» =- PA . PB. 

3. Sluf I. 3eid&ne einen redeten SBinlel mit ben ©d^enleln AB = a, 
AC = b — c, verlängere AG über A um AD *= c, unb fd&lage vm 
bie aWitte E x)on BC einen Äreiö mit bem Siabiud ED, wd^tx bie 
aSerlängerung von AB in P trifft, fo finb PB unb PA bie Derlangten 
Sinien. 83 ew. SDer ftreid treffe AB nod^ in G unb CD in H, fo 
iji AG = BP unb CH = AD. 

4. Sluf l. 3^1(3^«^ ^^ = 3,^ errid^te auf AB in A unb B nacä^ 
entgegengefefeter Seite bie ©enlre(]^ten AC = b unb BD = c, fd^lage 
über CD einen ^albfreiö, weld^er bie SSerlängerung t)on AB in E 
trifft, fo pnb EA unb EB bie »erlangten iBinien. 

5. 2lufl. 3^^^"^ ^^^^^ beliebigen SBinlel mit ben ©d^enleln AB 
= a, AC = b, verlängere AC über A um AD = c, errid^te in ben 
^Ritten von AB unb CD ©enfred^te, weld^e fid^ in E treffen; unb 
f daläge mit EC nm E einen ftreiö, rotl^ex bie SSerlängerung 
von AB in P trifft, fo genügen PA unb PB ber Aufgabe. SServ. 
dl^nlid^ wie in ber 3. Sluflöfung. 

6. Slufl. (3lnx für b — c<:a annjenbbar.) 3^i^"^ AB = b 
unb fd^neibe barauf AC = c ab, lege bann burd^ B unb C einen Ärei« 
mit t>tm Siabiud V^a; bie 83erbinbungdlinie beö ^Rittelpunfted biefed 
Äreifeö mit A trifft ben ftreiö in E unb P, fo genügen AE unb AP 
ber älufgabe. 

g« f ei b = c. 

7. auf l. 3eid^ne AB = b, errid^te in B bie ©enlred^te BC = 
Vaa, fi^lage um C mit BC einen Äreiö, ber AC unb beren aSer* 
längerung in E unb P trifft, fo genügen AE unb AP ber aufgäbe. 

8. Slufl. 3^1^^^ ^B = a, errid^te in B bie ©enlred^te BC = b, 
fd^lage um bie SRitte D von AB mit DC einen Ärei«, ber bie 3Ser:= 
längerung von AB in B trifft, fo genügen AE unb EB ber Slufgabe. 

1. ©ine Sinic a ftetig ju teilen. (§. 115, 2.) 1. Sinai. S;v 
jeid^net man ben größeren Stbf d^nitt mit x, f o ift x'-* = a (a — x), 
alfo x^ + ax — a^ = 0. 3^^ flonftrultion ift ju benufeen §aff IT, 
femer b, Slufl. 7 ober 8, bal^er 2 Äonjirultionen. 2. Sinai. Se^ 
jeid^net man ben Reineren Slbfd^nitt mit x, fo ijl (a — x)^ = ax, 
ober x^ — 3ax •+• a^ = 0. S^^ ftonftrultion benu|e man ^U I, ferner a, 
Slufl. 6 ober 7; ba^er wieber 2 ftonftruftionen. 

©in ftetig geteilte Sinie ju lonflruiere«, von weld^er 

2. ber größere Slbfd^nitt = a ift. (§. 115, 3.) 1. SlnaL 85ejeid^net 
man hm Heineren Slbf d^nitt mit x, f o ift x (x -h a) == a^ alfo x^ + ax 
-a2 = 0; bal[^ÄonfiruItion nad^ gaaiy.,b, Slufl. 7 ober 8. 2. änaL 
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Sejeid^nct man btc ganje ßtnte mit x, fo ift x (x — a) « a^, alfo x^ — 
ax — a^ = 0, bälget x ju fonftruieren nad^ gall III., b, 3lufl. 7 ober 8. 

3. bcr Heinere Slbfd&nitt == a ifl. (§. 115, 4.) 1. Sinai. a5e:= 
jeid^nct man mit x ben größeren Sä[bfd^nitt, fo ifl x^ = a (x + a) 
ober x^ — ax — a2 = 0; bal^er x ju fonftruieren na(% gaff HI., b, 
SKufl. 7 ober 8. 2. Sinai. SBejeid^net man mit x bie ganje Sinie, fo 
tji ax = (x— a)2 ober x^ — 3ax-+-a2 = 0. 3)a]^er lann jur ftom 
jlruftion g^aff I unb a, Slufl. 6 ober 7 benufet werben. 

4. ©egeben a unb b; man foff a fo teilen, baß ein S^eil bie 
mittlere ^proportionale jn)if(3^en bem anberen unb b mirb. 1. Sinai. 
Sejcic^net man ben Slbfd^nitt, meliä^er mittlere ^proportionale merben 
foff, mit X, fo ift x^ = b (a — x), alfo x^-f-bx — ab = 0; bal^er 
fJaflIV., b, Slufl, 1 — 6. 2. Sinai. Söejeid^net man mit x ben 
3lbf(^nitt t)on a, meld^er nid^t mittlere ^proportionale werben foff, fo 
ifl (a - x)2 = bx, alfo x^ - (2a + b) x -h a^ = 0. g^aff I, a, 
Slufl. 6 ober 7. 

3m 3)reie(f ABO foff mit AB eine «paraffele XT (X liegt auf 
AO, T auf BO) fo gejogen werben, ba§ 

5. XT: AX = AX: AB. Sinai, ©efet man AX = x, fo ifl 

X2-+--T-X— 0^ = 0; ober wenn man P'=-ü- f^fet^ x^-hpx — c2 = o. 

p wirb nad^ §. 135 lonflruiert unb bann x mit Slnmenbung t)on IV., b. 
— Unter oielen anberen ftonflrultionen tönnen l^ier f olgenbe gemad^t 
werben: 1. ftonftr. (Srrid^te auf AB bie ©enfred^te BD = b, unb auf 
AD in A eine ©enfred^te, weld^e bie SBerlängerung oon BD über B 
l^inauö in E trifft, lonftruiere über BB als S)urd^meffer einen Äreiö, 
her bie aSerbinbungSlinie feine« SDWttelpunfteö mit A in F trifft unb 
f d^neibe AX = AF auf AO ab. 2. Äonflr. SCrage an AB in B 
Zy an, beffen freier ©d^enfel AO ober beren SBerldngerung über 
l^inauä in D trifft. S)ann errid^te auf AB in A unb in ber aWitte 
von AD ©enfred^te, fd^lage um il^ren S)urd^fd^nittöpunft E mit BB 
einen Äreiö, meld^er bie aSedängerung »on AO über A l^inauö In F 
trifft, unb fd^neibe AX = AF aufAO ab. 

6. XT : AX = BT : AB. Sinai, ©efet man AX = x, fo ergiebt 

c^ bc^ C"^ 

ftd^x^H — X = 0; wirb — = p gefefet, fo ift x^ + px — bp 

a a a 

= 0, bal^er p ju lonflruieren nad^ §. 135, unb x nad^ IV., b. 

7. XT : AB = AX : OX. Sinai. AO ift in X fletig geteilt 
Slnmerl. ^^nlid^e Slufgaben fte^e §. 76, 12 biß 25. 

SWit ber Seite AB bed 5Dreiedfö ABO foff man bie gJaraffele XT, 
weld^e bie aSerlängerungen x)on AO unb BO über A unb B l^inauä 
fd^neibet, fo jiel^en, bafe 

11* 
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8. XY:AX = AX:AB. »naL ©eftt man AX«x, fo i^ x 

ou« X* — -r- X — c* = ju fonffaruieren. f[§n(i<i^ wie 5. 

9. XT: AX = BT : AB. SnaL ©efet man AX = x, fo ijl x 

)u fonftruieren aus x^ x = 0. S^nlid^ nric 6. 

ä ä 

Wt ber Seite AB bed 2)me(!d ABC foS man bie ^raOele XY, 

loeld^ bie ^Verlängerung t>on AG unb BC Aber G ^naud tefp. in X 

unb Y fd^neibet^ fo }ie^, ba§ 

10. XY : AX = AX: AB. »nal. ©eftt man AX = x, fo ijl x 

§u fonflruieren aM x* — -c- x -+- c^ = 0. Jatt L, a ÄufL 6 ober 7. 

11. XY:AX = BY:AB. «naL (Se|t man AX = x, fo ijlx 

au8 ber ©leid^ung x* x = ju lonjlruieren nad^ I, a, 

a a 

1 bis 5. 

12. XY: AB = AX:GX. 1. »naL ©eftt man AX = x, fo ifl 
X )u lonjlruieren aM x^ — 3bx + b* = nad^ I, a, SufL 6 ober 7. 
2. SlnaL ©e|t man GX = y, fo ifl y p fonflruieren aus y^ — by 
- b^ = nad^ III, b, SlufL 7 ober 8. 

13. 3luf bem Äreisburd^meffer AB ifl eine Senfred^te CD (0 auf 
AB) errid^tet; man foU oon A aus eine Seltne, meldte ben ^eis in X 
unb CD in Y trifft, fo jie^en, bafe XY = a. 1. galt. SHe ©e^ne 
treffe bie äSerlongerung von CD itber D ^inaus (X jtoifd^en A unb Y). 
änaL ©e^t man AX = x, fo finbet man bie ©leid^ung x^ -h ax — 
AC-AB=0 ober x^ + ax — AD2 = 0; bal^er x ju fonflruieren 
nadj IV., b, SufL 7 ober 8. 2. ^alL 2)ie ©el^ne trifft CD fettft 
(Y jmifd^ X unb A). 3lnaL x^-ax-AD» = 0; ba]&erin.,b, 
Jbiff. 7 ober 8. 

14. a)urd^ P innerl^att K eine ©el^ne fo ju jiel^en, bafe pe in P 
fletig geteitt wirb. «nal. 3fl XY bie ©e^ne unb jiel^t man XA II KY 
bis jum 3)urd^fd^nitt mit KP, fo ifl AK in P fletig geteilt. 

15. 3m ftreife K ftnb bie ©eignen AB unb CD, unb auf ber 
erfleren P gegeben; man fott burd^ P eine britte ©el^ne, meldte 
AB unb CD fd^neibet, fo jiel^en, ba§ bie duneren Slbfc^nitte ber 
britten ©el^ne gleid^ grofe ftnb. Sä[nal. ©d^neibet bie gefud^te ©el^ne 
CD in X, fo ifl CX-XD = AP.PB; bal^er a, äufl. 2. 

16. 2luf ber 5ßerii)l^erie eines ^alblreifes mit bem ©urd^meffer AB 
iflP gegeben; man foff PX nad^ bem ©urd^meffer fo jiel^en, bafe, rotnn 
man bie ©enlred^te XY auf bem a)urd^meffer errid^tet, PX^-XY^=d* 
mirb. anal. PC ± AB. S^eid^net man PC mit c, CA mit a, OB 
mit b, CX mit x, XY mit y, fo ifl PX^ = x^ + c^ unb XY^ = 
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AX.BX«(a-x)(b-4-x), f olgUd^ x» 4- c« - (a - x) (b -4- x) « d^ 
ober ha c^^ab, x^- VaCa-b) x- y^d* = 0; ballet ift x m^ 
III., b ju lonfiruieren. 

17. Xuf AB ifi gegeben; man foU X jmifd^en A unb B fo 
beftimmen, ba^ AX : CX = CX : BX (§. 135, 5). anal, »eaeid&net 
man AC mit a, BC mit b, OX mit x, fo ifi x^- VaCa- b) x- Va^b 
= 0; alfo m., b, aufl. 6. 

3n ben folgenben aufgaben über ba« red^twinltige S)reied ifi aufeer 
ber burd^ bie älufgabe gegebenen ©leid^ung no($ eine ber @leid^ungen 
a^ = cp « Cp •+• <j) P/ b^ =» cq = (p 4- q) q, h* == pq }u benu^en. 
S)a in aden älufgaben jn)ei Unbelannte oorl^anben finb, erl^alt man^ 
je nad^bem man bie eine ober bie anbere junäd^ft bered^net unb totu 
fkuiert, ftetö jwei oerfd^iebene Jtonftrultionen. S)er Äoefficient beö 
;n)eiten (SHebed unb bad britte @tieb ber refultierenben quabratifd^en 
©leid^ung finb juroeilen nad^ §. 135 bi« 136 ju lonfiruieren. 

©in red^ttoinlligeö 3)reied ju lonfiruieren aM 

18. b, p 23. a — p, c 28. a-hq, p 

19. b = p, c 24. p -h h, G 29. a — q, p 

20. c -h b, q 25. p — h, c 30. p — q, a (bered^ne o) 

21. c-b, q 26. p + h, q 31. p - q, h (§. 136, 7). 

22. a -h p, c 27. p — h, q 

32. c, w.. Sinai. 5Die Halbierungslinie oon ZOAB treffe CB 
in D, ben umgefd^riebenen Äreiß (5BHttelpunlt M) in E, ferner treffe 
EM ben 5lrei§ in G unb BC in F. (Sd werbe AE mit x^ DE mit y 
bejeid^net. 3lu« ber Sl^nlid^Ieit ber SDreiedfe ACD unb AEB folgt 
W.X = bc. SDa ADFG ein ©e^nenoieredf, ift E A . ED = EG • EP,. 
alfo xy = VaC (c — b). ©nblid^ ifi x — y = w^ alfo brei ©leid^ungen 
jur 83efiimmung oon b, x, y. ®« wirb x^— VjW.x— 72^^ = 0. 

33. c + a = s, c + b = 8'. (§.62,1.) 3lnal. c^ — 2(s + s')c 
-I- s^ 4- s'2 = 0, 1., a, Slufl. 6 ober 7. 

34. c - a, c - b. (§. 62, 2.) 35. c -h a, c - b. (§. 62, 3.) 

®in gleii^fd^enlligeö 3)reiedE ju lonfiruieren au« 

36. hc, a + c, Sinai. 83ered^ne a. 

37. hc, c — a (c :> a). 38. hc, a — c (c <: a). 

39. ®in red^tnnnKigeö SDreiedf ju lonfiruieren aud a unb bc = q^. 
anal. 2luöb:c = li:a, bc = q'^ c^-b^^a^ finbet man h^-^ 

-^ h — a^ = 0. 3ur Sluflöfung lonftruiere ben Äoefficient oon h nad^ 

§. 135, unb bann h nad^ IV., b, 3lufl. 7 ober 8. 

©egeben ifi ein Äec^tedf. SWan foH innerl^alb beöfelben paraDel 
mit feinen ©eiten unb in gleid^er ©ntfemung oon benfelben 4 Sinien 
fo jiel^en, bafe ba« oon benfelben gebilbete SÄed&tedE 
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40. bie ^ftlfte bed gegebenen ifl. %nal @inb x unb y bte 
@eiten bed inneren Sted^tedd^ a unb b bie bed augeren^ f o ifi x — y 
= a — b, xy= Vaab. SJal^er eine äufl. unter b. 

41. ftd^ )um gegebenen »mm t)erl^alt. ^I^nlici^ wie 40 ifl 

X — y = a — b unb xy = . Äonjlruiert man na^ §. 135 p = 

mb 


> fo ift xy = ap, unb x unb y ju flnben nad^ b, Slufl. 6. 


n 

©egeben iß ein äted^ted. SRan foQ augeri^alb bedfelben paradel mit 
feinen ©eiten unb in gleid^er gntfernung von benfelben 4 Sinien fo 
jiel^en^ bag bad von benfelben gebilbete äted^tecf 

42. boppelt fo gro§ ald bad gegebene i|l. 9(nal. mie 40. 

43. fi<^ ju bem gegebenen t)er]^äIt = ni:iL Sinai, mie 41. 

44. @in gegebene« SJreied ABC burd^ eine ©erabe fo ju teilen, 
bag fon)ol^I ber S^l^alt aU aud^ ber Umfang beiber Seile einanber 
gleid^ ifl. anal, trifft bie gefud^te Sinie AO in X unb BO in Y, 
fo ifiOX + OY= VaCa + b + c) unbCX.CY= y^ab. 

45. 3n ein S)reiedf ABC ein aied^tedE DEFG fo ju jeid^nen, ba§ 
eine @eite DE auf AB ju liegen tommt, bie beiben anberen @den aber 
G auf AO unb P auf BC fatten, unb fein 3n^alt = q^ ifi. (§. 118, 13.) 
anal, e« fei EP=ax, DE = y, fo ifl c:y = b:CG unb hetx 

«b:AG, alfoCG«^ unb AG= ^; mü^in b = -^ -h-^ 

C De C Ho 

ober cho = yh, + ex. S)a ferner cy = q^, fo flnbet man, wenn 

y eliminiert wirb: x^ — hcXH — ^ = o. ©efet man -3- = z, fo 

c c 

l^ot man jundi^fi z, bann x ju lonflruieren au« x* — hcX -f- hcZ = 0. 

46. 3« ein gegebene« 3)reiedE ein 5ßarattelogramm mit gegebenem 
SSinlel unb ^nJ)aÜ }U ^eid^nen. 9lnal. xoit 45. 

47. S)urd^ einen 5ßunlt auf ber ^albierungdlinie eine« redeten 
SBinlel« eine gerabe Sinie fo ju jiel^en, bafe baä jn)ifd^en ben ©d^enleln 
bedSBinfel« liegenbe ©tüdf==c. Sinai. 3)er ©d^eitelpunft be§ ge* 
gebenen SBinfet« fei C, ber auf feiner Halbierungslinie liegenbe 5ßunlt D ; 
bie burd^ D ju jiel^enbe Sinie treffe bie ©d^enfel in X unb Y. 2)urd^ 
D feien 5ßarattelen mit ben ©d^enfeln gejogen, n)eld^e CX in P, CT 
in E treffen. S)ie gleid^en Sinien DE unb DP werben mit a be* 
jeid^net. Sßun ifi FX* « DX» - a«, EY* = DY* - b? (1). g^met 
FX:PD = DE : EY ober FX • EY = a* ober FX* • EY* = a*. ©eftt 
man auö (1) bie SBerte für FX* unb EY« ein, fo ifl(DX*-a«) 
(DY* - a«) = a*, ober DX* • DY» = a* (DX« + D Y«). ©efet man nun 

]/DX* + DY« = x (2), fo ip DX.DY = ax (3). fjerner erhält 
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man, wenn manDX-f-DY = c quabriert unb (2) unb (3) benufct: 
x2 + 2ax — 0^ = 0. ^ierauß fann man x lonftruiercn naö) IV., b> 
Slufl. 8. gSerlängert man bann DE um DH = x, fo ift m^ (3) 
DX . DT = HD . DE; ballet licßcn X, E, Y, H auf einem Äreife, 
mithin tft ZHXD=DBT=R. Äonftr. aScrlängete FD um DG=c, 
fd^lagc mit EG einen Äreiß um E, ber bie Serlänflerung t)on DE über 
D l^inauö in H trifft, befd^reibe über HD einen Jßalbfeeid, weld^er bie 
SSerlängerung üon CF in X unb X' trifft. aSerlangert man nun XD 
unb X'D bis ju il^ren 2)urd^fd^nittspunften Y unb T' mit bem anberen 
©d^enlel bed gegebenen SBinfete, fo genügen XY unb X' Y' ber 3lufgabe. 

48. 2)ur(^ einen gegebenen $unft auf ber ^albierungdlinie 
eines reiften aßinlelö eine ©erabe fo ju jiel^en, baß baö jtoifd^en ben 
©d^enfeln bed SRebenwinfefe liegenbe BtM berfelben = c ift. Sinai, 
unb Äonftr. läfet fid^ 'a'^nliä^ wie bei ber üorigen Slufgabe burd^« 
fül^ren. 83ei ber Ronftr. fommt III., b, Sluft. 8 in Slnroenbung. 

49. S)urd^ einen 5ßunft D auf ber Halbierungslinie eines beliebigen 
SBBinlels t eine ®erabe fo ju jie^en, bafe bas jwifd^en ben ©d&enleln 
liegenbe ©tüd berfelben = c. (§. 53, 4 u. II, 127). 2lnal. S)iegefud^te 
®erabe fd^neibe bie ©d^enlel beS SBinfelS in X unb T. S)ie burd^ D mit ben 
©d^enleln beS SBinlelS parallel gezogenen Sinien treffen CX in F, OY 
in E. Sejeid^net man nod^ DF = DE mit a, fo ift DX^ = FX'-4-a' - 

2 a PX cost; fefit man hierin FX = -^^, fo erl^ält man DX^ DY' 

= a* . DX^ 4- a^ . DY* - 2a^ . DX - DY cos t ober DX^ . DY^ 
= B? (DX« + DY^ - 2 DX . DY cos t) (1). ©e|t man nun 

j/DX^4-DY^-2DX.DY cost = x (2), fo ift DX -DY = ax 

(3). 2luS (2) unb (3) ergiebt [xä) DX^h- DY^ = x^ + 2ax cosy (4). 
Slbbiert man l^ierju bie mit 2 multiplijierte ®lei<^ung (3) unb berüdt 
fid^tigt, baj3 DX + DY = c, fo erl^dlt man x^+2a (H-cos^) x — 
c^ = 0. 2luS biefer ®lei($ung ift x nad^ IV, b, 3lufl. 8 ju lonftruieren. 
Verlängert man bann DE um DH = x, fo ift nad^ (3) DE • DH = 
DX-DY. 3)al^er liegen E, H, X, Y auf einem Äreife unb es ifl 
ZHXD = DEY = Y. Ronftr. ^ätte oon auf DE ober bereu 
aSerlängerung baS £ot OB, errid^te auf BD bie ©enfred^te DG = c, 
fd^lage um B einen Äreis mit BG, raeld^er bie aSerlängerung oon DE 
über D l^inaus in H trifft; bann lonftruiert man über DH als ©el^nc 
einen Äreis, welcher ben ^ßeripl^erierointel t fajjt; berfelbe trifft bie 
aSerlängerung oon CF in X unb X'. SSeibe fünfte liefern mit D 
t)erb^nben unb gel^örig t)erlängert eine gefud^te Sinie. 

50. ®ur(^ einen gegebenen 5ßunft D auf ber Halbierungslinie 
eines SBinfels eine gerabe Sinie fo ju sielten, ba§ bas jwifd^en ben 
©d^enfeln bes Srtebenminfels liegenbe ©tüdt berfelben = c ift (II, 128). 
Sinai, unb Äonfir. dl^nlid^ wie 49. 
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Um einen $unlt E bet ^albietungdlinie eined redeten äßinleU 
ifl ein 5ltei« mit bem Stabiu« p befd^tieben; man foff an benfelben 
eine SCangente fo jiel^en, ba§ ba« jwifd^en ben ©d^enleln liegenbe 
©tftd berfelben => c, unb Streift E unb ber @($eite[punlt bed ge^ 
^ebenen äßinleld 

51. auf berfelben ©eite ber gefud^ten ©eraben liegen. Sinai. 2)ie 
gefuiä^te ®erabe treffe bie ©d^enfel bed SBinfel« in X unb Y; ber »e^ 
rül^rungßpunlt t)on XY mit E fei D; bie von D auf bie Sd^enfel 
gefaßten ©enhred^ten treffen CX in P unb OY in E; bie von E auf 
bie ©d^enfel gef&dten einanber gleichen ©enfred^ten merben mit a be^ 
jeid^net; il^re SSerlängerungen treffen FD in ö unb DE in H. S)ann 
ifi FX . EY = FD . DE (1). gemer FX^ = DX» - FD^ EY^ = 
DY2 - DES folglid^ FX^ • EY» == DX^ • DY^ - FD^ . DY« - 
DE* . DX* -H FD* . DE*, rooraud mit fiftlf e von (1) DX« . D Y* = 
FD2 . DY^ + DE* . DX* (2). SDa A XFD eo DEY oo EHD, fo ifl 
FD : DX == GE : EÜ unb DE : DY = ÖD : ED, ober ba QE 
«= DE - a, ÖD = FD - a, f o ift FD : DX « DE - a : p unb 
DE:DY = PD-a:p; auö beiben ^Proportionen ergiebt fid^ FD« 

a.DX (DY + p) a.DY(DX-f-p) 

DX.DY-p* ^ ^® ^ DX > DY - p* ""^ ^^"^ "^^^ ^^^^^ 
aBerte für DF unb DE in (2) einf efet, ben gaftor DX* • DY* fortl^ebt 
unb ben Sftenner fortfd^afft, fo ergiebt fid^ (DX • DY - p*)* = a* [(DX 
+ p)*-+-(DY+p)*]. ©efet man ie|t ,/(DX + p)^ + (DY + p)* =* 
X (3), f ifl (DX . D Y - py = aV, alf o burd^ SBur jelauöjiel^en, 
(ba DX . D Y > p*), DX • DY - p* = ax (4). 2lu§ (3) erl^alt man 
DX*-f-DY*4-2p (DX4-DY)4-2p* = x* ober ba DX + DY = c, 
DX* 4- D Y* = X* - 2 pc - 2 p*. Silbbiert man l^ier ju bie mit 2 multi^ 
plijierte ©leii^ung (4), fo ergiebt fid^ c* = x*+ 2ax — 2pc ober x* + 
2ax — c(c + 2p) = (5). 3lus (5) fann man x lonftruieren nad^ 
IV., b, Slufl. 6. S)ann fennt man oon DX -+- p unb D Y -h p bie 
©umme c + 2 p unb nad^ (3) bie Summe il^rer Duabrate x*; folglid^ 
finb DX -h p unb DY 4- p bie Äatl^eten eines red^traintligen 3)reiedEö, 
beffen ^ppotenufe x, beffen Äatl^etenfumme c -h 2p ift. ^onftr. 3^i^"^ 
IM = c, oerlängere ed um MN == 2 p, f daläge um M unb N Greife mit 
a, rod^t pd^ in O treffen, fd^lage um O mit a ^xmn Äreiä, meli^er Ol 
in P trifft, lege an IN in N einen l^alben redeten SBinfel an, 
beffen freier ©d^enlel einen um I mit IP befd^riebenen Ärei« in Q unb 
S trifft, fatte auf IM bie ©enlred^ten QT unb Sü, fd^neibe TV = p, 
VW = p auf TQ unb US ab, oerbinbe V unb W mit ber SWitte Z 
von MN, fo liefern WZ unb VZ beibe einen 2Bert foroo^t für EX, 
als aud^ für EY. 

52. auf oerfd^iebenen ©elten ber gefud^ten ©eraben liegen. SlnaX. 
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unb Aonflr. äl^ntid^ tote 51. ^n betreff eineö SSorje^end mug man 
am @($lu^ genauere Unterfd^eibungen anfteSen. S)ie @teid^ung für 
X f ättt t)erf d^ieben au«, je nad^bem c :> 2p ober c <: 2 p tfi. 

Um dnm 5ßunft ber ^attierunflölinie eine« beliebigen SBinlete 7 
ifl ein Äreiö mit bem SRabiu« p bef (abrieben; man foll an benfelben 
eine S^angente fo {iel^en^. ba^ bad )n)if(j^en ben Si^enleln Uegenbe 
Btüä berfelben = c^ unb ber ftreid unb ber ©d^eitelpunlt bed ge^ 
gebenen SBinlefe 

53. auf berfelben ©eite ber gefud^ten ©eraben liegen. Sl^nlii^ 
n>ie 51. 

54. auf Derfd^iebenen Seiten ber gefud^ten ®eraben liegen. Sl^nlii^ 
Toie 52. 

55. &n 3)reiedf ju jeid^nen, roenn gegeben L, M, m (fiel^e Fig. 4). 
3lnal. 3""äd^ft läfet fid^ p leidet lonftruieren. 83ejei(^nen wir ferner 
Mm mit e, fo ifl r* — 2rp — e* = 0, fo bafe alfo r lonfiruiert werben 
lann. 

56. ©in S)reiedE ju jeii^nen, wenn gegeben C, X, m (ftel^e §. 46, a 

unb Fig. 4.) Sinai. ©« iftOX = 2r cosy; ferner Cm « ^^^V^'^ 

® ^ ' *' ' cos Vq« 

ex 

= 4r sin V^ a sin Va ß/ mitl^in wenn r eliminiert wirb: sin VaT^- oq — 

. ,, Cm — CX cos Vo(a — ß) ^^ ^^ . ,, n w.x 

sm V2T = öc — ' ®^ ^ ' ^^^ /2T == P/ ^^^^^ 

man aud^ p* - V^ CXp - y^ Cm [Cm - CX cos y., (a - ß)] = 0. 

57. R Aa-i-b, h. Sinai. c'4-2hc-(a-i-by = 0. 

58. RAa-b, h. Sinai. c'-2hc-(a-b)« = 0. 
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Slufgaben, in benenSSJurjeln einer biquabratifd^en ©leid^ung, 

weld^e nur gerabe ^ßotenjen entl^ält, ju lonftruieren finb. 

3)ie ©leid^ung mu§ von ber g^orm x* -h abx* -h cdef = fein. 
X) Sioibiert man bie Oleid^ung burd^ g^, too g eine Sinie t)on beliebiger 

(vä \2 flVl t' C(\ PT 

— I 4- -H — j— = 0, ober iubem 

X* r i-x Q ab cdef ^ c« « ^b 

man — =yfefet, y'+ -^ y -^ -^2- = 0. SRun fann man — 

u^^i) _5^ nad^ §. 135 unb bann y nad& §. 139 lonftruieren. %üx 

X finbet man au« ber ©leid^ung — = y ben SBert x = }/ gy , fo 
oa^ fid^ X nad& §. 137 lonftruieren läfet. 
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b) Äonftruftion ber fpeciettcn ©leid^ung x* — a*x* 4- Vc^ = 0. 3Hatt 
fann biefelbe afe eine quabratifd^e ©leid^ung mit ber Unbefannten x* 
anfeilen, ©inb x,* unb x»* bie beiben SOSurjeln, fo ift Xi^/ = bV 
ober x,X2 = bc, unb x,*-+-X2* = a'. ®n öltd auf biefe beiben 
©leid^ungen jeigt, ba§ bie Slufflabe auf bie fotgenbe jurüdgefül^rt ift: 
,,@in Sied^ted mit ben ©eiten b unb c in ein anbereö ju vtwoanMn, 
beffen diagonale a ifl." S)ie ©eiten beftfelben werben x, unb Xa fein. 

c) Slnbere Äonftruftion ber SBurjeln ber ®iei(ä^ung x*— aV+bV = 0. 
aßan finbet wie in b) bie ©leid^ungen x," -4-Xa' = a*, x,x2 = bc; 

f olgli<§ ift X, 4- X2 = |/a' + 2bc unb x, — Xa = ]/2f — 2bc. ^M 

je jioeien ber brei ©leid^ungen x, -+- Xa = }/ a^ + 2bc, x, — Xa = 

j/a^— 2bc, x,X2=bc fann man x, unb Xg lonftruieren. 

1. ©in red^twinlligeö ©reied ju lonflruieren, xotnn gegeben a unb 
bc = ql ain al. Tlan finbet für b bie ®teid;ung b* 4- a^b^ - q* = 0, 
bie na^ (a) ju fonftruieren ift. . Sin ©tette oon g lann man a ober q 
wälzten. ®benfo erl^ält man für c bie ©leid^ung c* — a^c' — q* = 0, 
xodä)e \iä) ebenfo bel^anbeln la§t. 

2. 3n einen Äreid ein reguläres günfed jujei(3^nen, 2lnal. 2)er 

JRabiuö beö Äreifes fei r. SBejeiiä^net man ben SRabiuä bed bem güttfed 

eingefd^riebenen Äreifeö mit x, fo ift x = r cos %Tt, Um eine SSe* 

fümmungögleid^ung für baöfelbe ju erl^alten, gelten wir oon ber 

Oleii^ung sin 5 a = 5 cos a* sina — 10 cos a* sina^ 4- sin a* au«. 

sm 5 OL 
©efet man sin a^ = 1 — cos a^ fo erMIt man —. = 16 cosa* — 

12 cos «^ 4- 1. ©efet man nun a = y^iz, fo mirb bie Knie ©eite = 0, 
man erl^ält bemnad^ 16 cos Vair* — 12 cös VsTt* +1 = 0, ober inbem 
man mit r* muItipUiiert: x*-3 (V2r)2x2-f-(V2r)* = 0. SWit Slm 
roenbung oon c) finbet man x,X2 = VM^ «nb x, — Xj = Var. 3)al^er 
ftnb X, unb Xg na(]^ §. 139, b Slufl. 7 ober 8 leidet ju fonftruieren. 
SRod^ ift JU unterfud^en, roeld^en biefer beiben SBerte man für x jii 
ro'cä)ltn ^at 2)a x,x2 = (V2r)^ fo ift X2<:V2^; wollte man ballet 
Xa für ben Siabiuö beö eingef(|riebenen Äreifeö nel^men, fo wäre bie 

©eite be§ günfedö 2 y r^- x^ , alfo größer afe r |/F, mitl^in größer 
afe bie ©eite beö bem Greife eingef(^riebenen Duabratd, weld^e gleid^ 

r j/T ift. 2)al^er ift ber größere SBert x, ju wäl^len. 

Slnmerfung. 3"^^^^^^ gelangt man aud^ ju einer ©leid^ung 
4 ten ©rabeö, weld^e in eine reciprole oerwanbelt werben fann, alfo bie 
f^orm l|at: x^+ax^-^-bcx^+ad^-f-d* = 0. aWan erpit burd^ fucceffiDC 
Umgeflaltung berfelben x*-f-d*-+-a (x^-^d^) x-i-bcx^ =0 ober (x^-hd^)^ 

+ a(x2 4-d'^)x-f-(bc-2d^)x* = Oober {^-^--Y'^^ V^"*"") 
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+ bc — 2d2 = 0. ©efet man nun x h = y, f o erl^ätt man y^ -h 

ay -h (bc — 2d2) = unb lann baraud junäd^ft y lonftruieren. S)ann 
finbet man x a«ö ber Icii^ung x h — = y, weli^e bie g^orm x^ — 
yx + d^ = annimmt. 

§. 141. 
Slufgaben, in benen Sffifnfel au« einfaiä^cn trigonometrifd^en 

gunitioncn ju fonpruietcn finb. 

a) sin 9 = — . ftonfiruiere ein ted^in lligeö S)reic(f, in weld^cm a 

a 

Öppotenufc, b eine Äatl^ete ifi. cp ift ber b gegenüberliegenbe SBinfel. 

b) cos <p = — . (Sbenfo, nur ifi <p ber b anliegenbe SBinlel. 

a 

^) ^g 9 = — • Äonflruiere ein red^troinlHge« SDreiedf, beffen 
Äatl^eten a unb b finb. <p ift ber b gegenüberliegenbe aSinfel. 

d) cot <p = — . aSie c) nur ift 9 ber b anliegenbe aBinlel. 

a 

(Sin ©el^nent)ieredE ju lonftruieren au« 

1. a, b, c, d (§. 60, 9; §. 135, 6; §. 138, 1). änaL 6« ifi 
f2= a^-i-d^— 2ad cosa unbP = b2+c2-2bccosY == b24-c2H-2bc 

cosa; mitl^in cosa = H^Vh Jßierauö folgt, inbem man 

1+cosa unb 1-cosa bilbet unb bimbiert, cot V^a^ ^ ^T^^To^^^T. 

' (b+c)2— (a— d)^ 

©efet man i/(a+d)2-(b-c)2 = p, p/(bH-c)2-(a-d)2 = q, fo finbet 
man, nad^bem man a + d, a — d, b-hc, b — c gejeid^net l^at, p unb q 

nad^ §. 136 unb fd^liefelii^ Va« au« ber Oleid^ung cot Vaa =-£- 

2. a, c, e, f. (§. 60, 10; §. 135, 7; §. 138, 2). Sinai. äl)nlid& 
tole 1. 

3n ben 2luf gaben 3 bi« 15 fommt e« barauf an, Z 9 ju finben, 
ben XT mit AB bilbet. 

3m A ABC bie ßinie XY (X auf AC, T auf BO) fo ju 
jiel^en, ba§ 

3. AX = XY = BY. (§.76,37.) SÄnal. sin? = sina-sin ß. 

a 

Äonfir. (gntweber mie 6 ober auf folgenbe SBeife: ®« ift sin a = ^ ; 
siii ß = 2" > witt^i" sin 9 = — ^-—. S)al^er lonftruiere um ABC einen 
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AteiS; fd^tage um A einen Jtceisbogen mit bem 9tabiu8 a — b^ toet^ 
ben »oflen AC in D trifft, fo ifl Z ABD = 9. 

4. AX -t- BT = XY unb AX:BT = m:n (§. 76,39). 1. 3lnal. 
^^eüi^net man ben S)ut(i^nittdpun{t t>on AB unb bet SSertängenmg 

t)on XY mtt Z, f ifl X Y + TZ = -^^^^i^ unb TZ == ^^^^, 

' Sin 9 sin<p ' 

X. w j: /-- tx «XI vxr AXsina — BT sinß ^. 

AX . BY . ß msina — nsinß ^ -, ^^ ,. 
= -YY ^^^ °^"" xY ^^^^ '^ "^ Äonflr. ©(i^neibe 

m = CD unb n = OE refp. auf GA unb OB ab, fd^foge um E einen 
£rei« mit nn- n, ber eine burd^ D mit AB gejogene gJaraHele in F 
trifft, fo giebt EF bie JRid&tung t)on XT an. 2. Äonftr. S^nlid^ wie 

in 3 erMlt man sin 9 = ^ ( -^ —, — ). SBeaAtet man, bafi 

^ ^2rVni4-nni + n/ ^ 'm 

nl) 
xotnn CA in D wie n : m geteilt wirb, CD = ift, fo lägt fi(§ 

bie Äonftruftion SL^nli^ wie in 3 auöfül^ren. 

5. AX-BT = XT unb AX:BT = m:n. 2lnal. unb Äonftt. 
äl^nlid^ n)ie 4. 

6. AX:BT:XY=:m:n:p. (§.76,41.) SÄnal. 3Äan finbct 

£ Sit fj: cm «f ' ' 1 • msina — nsinß ^^. . ^ 
auf itl^nudge SBeife, roie tn 4, sin cp = ^. gsjte m 4 

jraei Ronfttuftionen, bie jweite mit ^ülfe t)on §. 135. 

3m A ABC eine ßinie, raeld^e bie SBerlängerungen Don AC unb 
BC über A unb B l^inauö refp. in X unb T trifft, fo ju jiel^en, bafe 

7. AX = BT = XT. (§. 76, 38.) SBie 3. 

8. AX + BT =XT unb AX:BT = m : n. (§. 76, 40.) SBie 4. 

9. AX-BT = XT unb AX:BT=:m:n. SBie 5. 

10. AX:BT:XT = m:n:p. (§. 76, 42.) SBie 6. 

3fm A ABC eine Sinie, n)el(ä^e bie SSerlängerungen üon AC unb 
BC über C l^inauä refp. in X unb T trifft, fo ju jiel^en, bafe 

11. AX = BT = XT. SBie 3. 

12. AX + BT = XT unb AX:BT = m:n. 2Bie 4. 

13. BT - AX = XT unb AX:BT = m:n. SBie 5. 

14. AX:BT:XT-m:n:p. (§. 76, 43.) SBie 6. 

15. gm A ABO eine Äinie, roeld^e BC inT unb bie SSerlangerung 
Don AC über A l^inauö in X f^neibet, fo ju jiel^en, bafe AX:BT:XT 
== in:n:p. Sinai. aWan finbet für ben SBinfel 9, ben XT mit AB 

fcifk** «;•, m sin a 4- n sin ß 
mlbet, sin 9 = 1-. . 

P 


§. !«• 173 

16. S)ut(^ P eine ®etabe fo ju jiel^en, baS t)on ben 3 Slbfd^nitten, 
in tueld^e fte non 4 gegebenen fi^ in einem $untt fd^neibenben @eraben 
geteilt wirb, bie beiben äußeren einonber gleid^ werben, anal 2)er 
Durd^fd&nittdpunft ber 4 gegebenen ©eraben fei O; i^re S)urd^f(j^nitt«5 
punite mit ber gefud^ten ©eraben X, U, V, Y, bie aSinlel XOU, 
UOV, VOY refp. a, ß, ^, 5Dann ifl ber 3nl^alt bed SDreiedd XOU 
= VaOX.OU sina unb ber be« A VOY = y^OYOY siny; unb 
ba beibe einanber gleid^ jtnb, fo ifi OX • OU sina = OY • OV • sinY. 
öel^anbelt man ebenfo bie beiben gleid^en 3)reie(Ie XOV unb YOU, 
fo erhält man OX • OV sin (a-4- ß) =: OY . OU sin (p -h t). 

OX^ 

S)urd^ SWuItipIifation beiber ©leid^ungen ergiebt ^6) "OY^""* 

sinif sin ^p Tj ^^ inbem a eine fiinie von beliebiger S&nge be^ 

sma sin (a -t- ß) ' o o 

jeid^net, OX: O Y = j/ a sin 7 • a sin (ß -h 7) : j^ a sin a • a sin(a+ß). 
Äonjlr. 33efd&reibe mit a um O einen Äreid. a sin^ u. f. ro. 
werben lei^t als ©enlred^te fonftruiert, bann OX : OY nad^ §. 137, 
»oburd^ bie 9K(^tung von OY belannt ifl. 

17. (Sin ajreied ju fonjiruieren aus c, t«, a— ß=8 (ftel^e §. 63, 22). 
anal. 3ft CD = te unb bejeid^net man Z ADO mit 9, fo ift AO :D0 == 

sin AOD: sinDAO; baber -^rr- = ^ — ^ = sin© cota -4- cos 9. 

' ^ 2to sina ^ ^ 

äuö A BDO erl^&lt man ebenfo -^1- = "^v""P^ =« sin <p cot ß — cos 9, 

gerner ift cot8= ^^ " ^ '^^ , — . ©Uminiert man cota unb cotß aM 
" ' cotß — cota ^ 

biefen brei ©leiiä^ungen, fo ergiebt ftd^ cot8 = — . . ^ - 9 — ^ ^^^ 

sin(2y-4-5) _ c^ _ (V,c)^ @ctt man^'^^^^'-i) foift "^^^^^"^^) 
sin8 ""4^^ "" V -^^«^"^^^ te -P'1^^'^ sin8 

= -2-. S)ie Jtonflrultion oon p gefd^iel^t nad^ §. 135. 3lu« ber lefeten 

®lei(3^ung entnel^men wir: Äonfiruiert man ein SDreied au« ben 
Seiten p unb t, unb bem ber lefcteren gegenüberliegenben SBinlel 8, fo 
ifl ber eingefd^loffene SBinlel = 2cp. Äonfirultion (oon Seffel). 
ftreife um D mit VaC unb t« mögen eine buri^ D gezogene gerabe 
Sinle refp. in A, B unb L, M treffen. SJrage an DA in A Z 8 an, 
beffen freier ©(^enlel ben mit to um D gefc^lagenen Ärei« in E trifft; 
DB trifft ben Äreiö mit V^c in P; jiel^e PG li BA bi« ^nm S)urd^ 
fd^nitt mit DA; Pö treffe ben Äreiö mit t« in H; bie ^albierungd^ 
Knie bed äBin{ete ADH treffe ben Areid mit t, in 0. 
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18. aWalfattifd^e SlufgaBc. 3n A ABC (c:>b>a) 3 Äreife 
fo ju jcid^nen, ha% jcber üon il^uen bie beiben anberen unb jroei 
ajreiedfifeiten bcrül^rt (fiel^c §. 102, 12). 1. Slnat. {von ©runert). 
S)aö gegebene S^reied fei ABC, bie aWittelpunfte ber gefud^ten Äreife 
feien D, E, F, ifyvt Slabien refp. r, r,, rj; ber £reiß um D berfil^re 
AB unb AC, ber um E berül^re AB unb BC, ber britte BC unb CA. 
AB berfil^re bie Äreife D unb E refp. in G unb H; bie Äreife felbfl 
berül^ren fi(ä^ in I; eine burd^ I gelegte gemeinfd^aftlid^e S^angente ber 
beiben Äreife treffe AB in K. 3^^^^ ^<^ ^"^^ ^ ^i"^ 5ßarallele ju 
AB, mtlä)t EH (ober wenn r :>r,, bie SBerldngerung von EH) in L 
trifft, fo ift DW - EL^ = DL2=GH2, ober GH2=(r, -Hr)2-(r, -r)^ 

= 4rri, ober GH = 2 |/n7 ; ferner ift GH = c - AG - BH = c- 

r cot Va« — r, cot '/gß. SRitl^in 

2 1^, = c — r cot 72« -- J*i cot Vap 

2 j^r.Pa = a — r, cot Vap — Fa cot % 7 (1). 

2 V^ = b — Ta cot 72T ~ r <^öt 72«- 

SKuItiplijiert man t)on biefen @Iei(^ungen bie 2te mit sinß, bie 3te mit 

sina, unb fubtral^iert bann beibe, fo erl^ält man 2 \/t^2 sinß — 2 ]/r^ 
sin a = r cot Yaa sina — r, cot Va ß sinß -4- rg cot VaT (sina— sinß) 
unb ba cot 72« sina = 2 cos 72«^ iitib cot 72 T (sina — sinß) = 
2sin 7a(a-4-ß) sin 7a(a — ß) = — (cosa — cosß) = 2sin 72«^ — 

2 sin 72?^ ift/ fo ergiebt fid^: i/r,r2sin ß — j/rgr sina = r cos 72«^ — 
r, cos 72ß^-*-r2sin 7aa2— rasin '/aß^ober: r, cos 72ß^-*-2 |/r^cos 72? 
sin Vaß+raSin 72ß^=r cos Vaa^+2 |/r^ cos 72asin 72a^-r2 sin 72«^ 
ober \/r^ cos 72ß + V^ sin 72ß = }/T" cos 'Aa 4- |/"^sin Vaa. 3tuf 
beiben ©eiten mn^te bas pofitit)e 3^^^^^ genommen werben, ba 
feine ber beiben ©rögen negatio n)erben fann. 3)ur(ä^ al^nli(ä^e 8e^ 
l^anblung ber Iten unb 2ten, unb ber Iten unb 3ten ©leid^ung bcs 
©pftemö (1) erl^ält man brei ©leid^ungen: 

|/ r^cos 72ß "+" / ^sin 72ß == V^ cos 72« + V^ sin 72« 

1/^ cos VaT + /r"sin 72T = V^\ <^os 7aß + )/T sin y^ ß (2) 

^/Tcos 72«-*-/^ sin 72a = /r^cos 72T + /i7sin '/aY- 

S)ur(^ Slbbition ber 2ten unb 3ten biefer ©leid^ungen ergiebt pd^: 

yT" (cos 72 a— sin 7a ß-+-sin 7a t) = /r'i (cos 7a ß -hsin 72T— sin 72 a) 
(3.) 9iun ift aber: cos 72«— sin Va ß+sin 72T = ^^os y* (ß 4-7) cos % ß 
sin 74T/ i^^i> ebenfo cos 72ß+sin V2T— sin yaa=4cos y4(T-*-a)cosy4a 

sin 7* T- 2lu« (3) ergiebt fi(ä& bemna(ä& : /F cos 7* (ß -+-t) cos 7* ß = |/r7 

cos % (T4-a)cos 7* ot ober i/F : j/?r= "^u '/Sl ^ • """^^y*^ ^ (4) 
^ . '^ cos74(ß-hT) cos74(Y4-a)> ^. 


§. 141. 175 

Um bicfe 5ßroportion für bic Äonfirultion bequemer ju mad^en, multfc 
plijiere man bie ©lieber bed erflen SSerl^ältniffed mit i/r, f o ergiebt fid^ : 

2)/S;=ÖH, uttb baKG = KH = KI, fo ift }/rr; = KG = KH 
= KI, njorauö gleid^jeitiß folgt, bafe zDKE ein red^ter SSJinlel ifi. 
Äonftr. SBerlängere OA unb OB über A unb ß l^inauö refp. bi« Q 
unb R, teile bie 4 SBinfel BAC, ABO, BAQ, ABR jeben in 4 gleici^e 
Xleile, fäHe von einem beliebigen 5ßunlte D' ber ^albierungdlinie von 
Z BAO auf AB ba« ßot D'ö'. SDann fd^neibe D'G' von A au« auf 
ber AB jundi^ft liegenben SIeilungölinie von Z BAQ ab = AM; fälle 
t)on M auf AB bad Sot Mü unb verlängere es, bis efi bie AB ju^ 
ndd^fi liegenbe 2^eilung«linie von Z B AO in N trifft, fd^neibe AN von 
B aus auf ber AB junäd^fl liegenben 2^eilungölinie von Z ABO ab 
= BO, unb fälle von O auf AB ein Sot, n)eld^e« verlängert 
bie AB junäd^ft liegenbe 2;eilungdlinie von Z ABR in P trifft. 

ATT 

2)ann ifi AM « ^rrfr ««*> AU = AN cos NAÜ, folglid^ AM 

' cos MAÜ / I ö r7 

_ AN cos NAÜ _ AN cos V4 a . . . pTi _ _OB_cosV4_ß_ 
■" cos MAU "" cos V* (ß -+- t) ^^^ ^^^"^^ ^^ "" cos »A (7 -4- a) ' 

unbbaAN = OB,foiftAM:PB= 'f.^'J*'' . : ^f /'i ^ 

' ' ' cos V4(P-+-t) cos V^CT"^«) 

= r:GK. «Run fd^nelbe BP auf G'B von G' auö biß K' ab, unb 
von K' aus nod^ einmal bi« H', errid^te auf D'K' unb K'H' refp. in 
K' unb ff Sote, weld^e Tiä) in E' treffen; bann wirb fxd^ D'G':G'K' 
= r:GK verl^alten. SHe SBerlängerung von AE' über E' l^inauß wirb 
bie §albierungdlinie von z ABO in E, unb eine burd^ E parallel D'E 
gejogene (Berabe bie Halbierungslinie von ZBAO in D treffen. 2. Sinai, 
(von ©d^ellbad^). S)ie 3 gefud&ten Äreife feien K, K', K"; K berühre 
bie Seiten b unb c, K' bie ©eiten a unb c, K" bie ©eiten a unb b ; 
AB u)erbe von K in L, unb von K' in H berül^rt; ed fei AL=x, BH=y 
unb bie ©ntfernung be« 5ßunlteö vom Serül^rungäpunlt von K" unb 
ber ©eite AO = z. SDann ifi KL = xtg y^a unb K'H = y tg V2P. 
®a nun KK'==xtg Vaa-f-y tg V^ß, unb LH = c-x-y ift, fo 
erl^ält man: (xtg Va« + y tg %^y = (c- x~y)^-H(x tg %a^ 
y tg Va ß)^ ober x 4- y -4- 2 ]/xy tg 'A a tg »A ß = c. »ejeid^net man aber 

a-i-b-^c = 2s,foiittgVaa=::'^ ^"';g^^^y^) unb tg %ß « 

y^?^^^^^^, alfo tg %a tg V^ß = 1 - y- ®efet man nun 
1 ^ =cos9^ ö^^^ <5=s sin92 (1), fo ergiebt fid^: x-+-y4-2 1/ xy cos <p 
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= s am 9^ (2). Slnalog erl^dlt man, wenn man b = s sin x^ (la) 
Uttb a = ssin^*(lb) feftt: x-+-z4-2vSco8x = 8 sinx^ (2a) unb 

y -h z -h 2 ]/yz cos «j* = s sin tj^^ (2b). ®e|t man ferner x = s sin \^, 
y = s sin jA^ z = s sin v^, fo gej^t (2) über in sin X^ -+- sin jx^ -+- 2 sin X 
sinji cos<p = 1— cos <p\ ober cos <p^4-2sinX sinfx co8<p -h sin X^ sinji.* 
= 1 — sin X^ — sin JA* + sin X* sin \i^ ober coscp •+■ sinX sinfji==fc:CosX 
cos [x; bal^er ift cos cp==fccos (X=tfi.), roo bie oberen unb unteren 3^i^^Ä 
jufammengel^ören. ^olglid^ ifi entweber X -+- jx = <p ober X— jx = ic— <p; 
ba lefeterer SBert für bie tnnerl^alb bed 3)reie(Id Hegenben Äretfe leine 
SBebeutung l^at, f o gilt nur X -i- jx = 9 ; anaCog X -+- v = x w^i> jx + v = ^. 
35urd^ äbbitton ergiebt fi(^ X 4- jx 4- v = Ya (9 + x + +) = ^J mitl^in 
X=:a — tj;, aIfox = s sin (<j — 1|;)2 (3) ; analog y = ssin (a — x)^ (3a) 
unb z = s sin (0 — 9)* (3b). Äonflr. x, y, z finb nun nad^ ben 
©leid^ungen 1 unb 3 ju lonfiruieren; l^iet^u werben aber junäd^ft 9, x 
unb 4» lonjiruiert werben muffen. aSerldngere BA über A l^nauö bid F, 
fo bafe BP = s; f daläge über BP ate JDurd&meffer einen ^alblreiä, beffen 
aRittelpunIt M, nad^ ber ©eite ju, auf weld^er ba§ JDreiedE liegt, unb 
errid^te auf BP in A ein Sot, welc^eö ben ^albfreiö in A' trifft, fo 
ifiA'B2 = cs«=s*sin A'PB*, ober c = ssinA'PB2, mitl^in nad^ (1) 
Z A'PB=s9 unb Z A'MB = 29. ©d^ldgt man ferner auf AB von 
B aud b = BD unb a = BE ab, unb errid^tet auf AB in D unb B 
Sote, weli^e ben ^albfreis refp. in D' unb E' treffen, fo ifl b = 
s sinD'FB2,aIfoZD'MB=2x; unb c=s sinE'PB2,aIfoZB'MB=2i|;. 
Um nun j.S3. x ju lonftruieren, nel^men wir (3), wonad^ x=s sin((j-i^)^ 

S)a a — tji = Va (9 4- X — "^^ f<> ifi ^^^ Gentriwinfel 29 + (2x — 2^}^) ju 
lonftruieren. ®d ift Z D'ME' = 2x-2^; fd^ldgt man bal^er auf Sogen 
A'P t)on A' aud D'E' ab bis G, fo ifl ZBMG = 2(94-x-i'); 
wirb Sogen BG in H' halbiert, fo ift Z BMH' = 9 -h x - 1*; ^^^i^ 
Z BPH' = V2 (9 4- X - ^). SBirb bal^er von H' auf AB ba§ ßot H'H 
gefdOt, fo ifl BH = AL « x. SDie Äonflruftion üon y unb z ijl öJ^nlid^. 
19. ©in 2)reiedf ju lonfiruieren auö p^ pb, pc (fiel^e §. 64, 55). 

ana r. esiflsin Va a=--==Ji=== unb tg Vaa^ 


»/(pa-^Pb) (P.+ Po) V^p.pb -f- PbPc + P.P« 

u. f. w. ; mitl^n p« cot % a =s= pb cot V2 ß = P« cot V2T. £onflr. Sluf 
berfelben ©eraben mad^e man DE = pa, EP = Pb, EG=:po. ©ine 
©enfred^te in P treffe ben ^albfreiö über DG in H, fo ifl HD = 

l/(p. -^ pb) (p. + Pc). ®in Äreid mit DH um D trifft eine auf DF 
in B errid^tete ©enfred^te in J, fo ifl Z DJE =72«; mitl^in EJ 
= P. cot Va Gt = p„ cot V2 p, alfo Z EJP = V2P. aWan trägt nun auf 
JE t)on E aus JK = p, ab, errid^tet auf JE in K eine ©enlred^te, 
weld^e JD in A unb JP in B trifft; ©enfred^te auf JD unb JF 
in refp. A unb B treffen fid^ in m. 
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Slufgoben, in betten SBinlcl an^ unetxttoidelteit ©leid^uttgen 

ju tottftruieren finb. 

a) Äottflrultlott be« SBittfeld cp au« eitter ®Iei(ä^utt9 von ber %otm 
a) a coscp -+- b sincp = c, ß) a coscp — b sincp = c, 7) b sincp — 
a COS9 = c. 
a) Äottfiruiert tttatt eittctt reci^tett aBitilcI uttb tttad&t feilte ©d^eitlel 
OA = a, OB = b, legt battn att O A itt O ben SBinfel 9 fo att, bafe 
feirt freiet ©(ä^eitlel aufeerl^alb be« ©reieds OAB Hegt uitb fällt auf 
bettfelben unb feilte SBerlättöerung bie fiote AA' unb BB', fo ift A'B' = 
OA'-+-OB' = a C0S9 4- b sincp = c, njobuti^ bie Aufgabe auf §. 70, 6 
jurüdgefü^rt ifi. SDa bie Äonprultion von A'B' nid^t ^auptjtoed ifi, 
fo fann matt biefelbe bei bet Äottfirultiort fortlaffen. Äonftt. Äott* 
ftruiere ein ted^tiointtiged Dreied mit ben ©eiten OA = a unb 
OB = b, erriiä^te ober AB als 2)urd&meffer einen Äreiö unb fd^Iage 
um A mit c einen 5lrei«, n)el(ä^er ben tjorigen in D unb E trifft 
(D auf bem SBogen AOB), fo ift Z OAB ein Sffiert t)on 9. 3ft c 7> % 
liegt alfo D jn)if(ä^en O unb B, fo genügt au(^ Z OAD ber Slufgabe. 
P) S)ie Äonflruftion ift nur möglid^, wenn c <: a coscp, alfo c <: a 
ifi. 3^id^net man einen redeten SBinlel mit ben ©(ä^enfeln OA = a, 
OB = b, jiel^t bann innerl^alb be§ SBinfels AOB burd^ O eine Sinie, 
bie mit O A ben SBinfel cp bilbet unb faßt auf biefelbe bie Sote AA' 
unb BB', fo ifi A'B' = OA' — OB' = a cos cp — b sincp = c, alfo 
bie Slufgabe jurüdEgefül^rt auf §. 70, 15. Äonflr. ebenfo wie beim 
t)origen 3=aII, nur trifft ber um A mit c befd^riebene Ärei«, ba c <: a, 
ben Sogen AO in D. S)er Slufgabe genügt l^ier nur Z OAD. 

7) 3)ie Äonftruttion ift nur mögli(^, wenn c <: b sin cp, alfo aud^ 
c<c:b ifi. Sl^nlii^ wie ber Dorige gaff läfet pd^ aud^ biefer auf 
§. 70, 15 jurüdEfül^ren. Äonftr. ebenfo wie in a). 2;rifft ber um A 
mit c befd^riebene Äreid ben ^albfreiö, weld^er ni(^t bad S)reiedt AOB 
enthalt, in E, fo ifi Z OAE = <p. 

6in 3)reiedf ju lonflruieren auö 

1. c, hc, a — ß (§. 29, 1). 3lnal. SWan finbet y auö ber 
©leid^ung 2hc siny — c cos 7 = cos (a — ß). 

2. p — q, hc, t(§- 29, 5). anal, g^ür a — ß finbet man bie 
©leid&ung 21ic sin(a — ß) — (p — q) cos(a — ß) = (p — q) cosy. 

3. a — b, Wc, if. Sinai, a — ß = 8 ju finben an^ 2wc sin V27 
sin 8 — (a — b) cos 8 = (a — b) cos y- (§. 53, 12.) 

3n ben Slufgaben 4 bis 14 ift V2T, in 15 bis 25 ift VaC« — ß), 
in 26 bid 29 iji t, in 30 unb 31 ift a— ß, in 32 ift «, in 33 unb 
34 ifi ß bie unbefannte ©röße. 

®eometrif($e Jtonftruftii)n8«9(uffla(en. 12 
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4. a+b-i-c,hc, a— ß 16. a+b-hc, p.— p^, y 24. p., p, -4- p, y 

5. c,p,a— ß (§.46, 94) (§.46, 90) 

6. a-+-b-4-c,Wc, a— p 17. a-hb— c, p.— pb,T 25. u — v, p.-r-pb, w« 

7. a+b— c, hc, a— ß (§. 46, 95) 26. a-f-b-f-c, hc + p«, r 

8. a-hb— c,We,a— ß 18. a-hb, p^ ^ 27. a-f-b— c, K -p, r 

9. c, pc. a — ß 19. We, pv T (§.46,37) 28. a+b+c,p.-+-pb,po+p 

10. c, p^ a — ß 20. p— q, hc — P, T 29. a+b-c,p.+pb,pe+p 

11. a-+-b, he— p, a— ß 21. p— q, h« + p«, T 30. w«, p«— pb, T 

12. a-f-b, he+pc, a-ß 22. p, p« — pb, T 31. p— q,u— v, p.-f-pb 

13. a H- b 4- c, Wc, p (§. 46, 92) 32. h^, p. — Pb, ß 

14. a+b— c, We, Pc 23. pc, p«— pb, T 33. b^ Pc+p, « 

15. a - b, p, T (§. 46, 93) 34. h,, p. — Pb, « 

b) Äonjiruftion bet SBinlel |x unb v, tüenn jiH-v = a, (a<:2R) befannt 
ift unb jn)ifd^ett |x unb v eine trigonomettifd^e ©leid&ung befielet. 

a) [L unb V ju beftimmen aud jx + v = a unb a sin jx = b sin v. 
1. Slufl. 3^i^"^ ^i"^^^ SEBinfel = a unb ma<3^e feine ©d^enlel OA = a, 
OB = b, unb t)erbinbe O mit bet mHU üon AB. SDann ifi Z AOO 
= fi, Z BOG = V. 2. 3lufl. 3ei(%ne einen SBinlel = 2R— a, ma^e 
feine ©(ä^enfel O A = a, OB = b, fo ift O AB = jx, OB A = v. Sin m. 
3ft a== jx-i-v > 2R, fo ift, wenn \i unb v' bie SWebenwinfel wn 
JA unb V bejeid&nen, jx' -h v' = 4 R — a, alfo <: 2R unb a sin jx' 
= b6inv'; ballet jx' unb v' ju lonftruieren. 3. Slufl. ßonfttuiere 
ein gleid^f^enlUgeS 2)reie(f ABC, beffen ©runbtinie AB = a -h b, 
beffen SBinlel AGB = a, trage AD = a auf AB ab, f o ift Z AGD = v, 
Z BGD = IX. 

ß) [x unb V JU beftimitien aus |x + v = a unb a sinjx + b sin v = c. 
2lufl. ^ti^m einen SBinlel = a, unb mad^e feine ©d^enfel OA = a, 
OB = b unb jiel^e nad^ §. 70, 6 burd^ O aujgerl^alb Z AOB eine 
Sinie ber Slrt, bafe, wenn man auf fie bie ©enf redeten AA' unb BB' 
fällt, A'B' = c ift. 3)ann ift Z OAA' = jx, Z OBB' = v. 

i) fx unb V JU beftimmen m^ jx-f-v = a unb a sinjx — b sin v = c. 
Slufl. 3^i^«ß ^i«^" SBinlel = 2 R — a, mad^e feine ©d^enlel OA = a, 
OB = b unb jie^e nad^ §. 70, 15 burd^ O innerhalb Z AOB eine 
Sinie, bafe, xomn man barauf bie ©enfred^ten AA' unb BB' fällt, 
A'B' = c ift. S)ann ift Z OAA' = fx, Z OBB' = v. 

8) |x unb V JU beftimmen auö jx -+- v = « unb ab sin jx sin v = c^. 
1. Slufl. 3^i^«^ ^itt^« 8BinIel=a mit ben ©d&enfeln OA = a, OB=b, 
jiel^e bann nad^ §. 75, 4 burd^ O aufeerl^alb beö SBinfels fo eine Sinie, 
bal3, wenn man bie ©enlred^ten AA' unbBB' auf biefelbe fättt, OA'. OB' 
= cMft. SDann ifl Z OAA' = [x unb Z OBB' = V. 2. Slufl. Seidene 
einen saSinlel = 2R— a mit ben ©d^enleln OA = a, OB = b, unb jiel^e 
nad^ §. 75, 4 Durd^ O innerl^alb beö SBinlete fo eine Sinie, ba§, wenn 


j 
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man barauf bic (Btnhtä)tm AA' unb BB' fattt, OA' . OB' = c^ ifl. 
21 nm. Sei StntDcnbnng bicfcr Äonftruftion fann man oft baburd^ eine 
aSereinfad^ung erjielen, ba^ man ftatt a unb b jn)ei Sinien nimmt, 
bie fid^ = a : b t)et]^alten. 

e) ©ntl^alten bie Oleid^ungen jiatt ber ©inuffe bie ©ofinuffe ber 
SBinfel, fo ift bie ßonftrultion ä^nlid^ audjufü^ren. 

3n ein 5ßarattelogramm ein SSiered ju befd^reiben (wenn ein 
^arattelogramm in ober um ein anbereö bef daneben mirb, fo l^aben 
beibe benfelben SUKttelpunft), weld^d 

35. ein Duabrat ift (§. 123, 24.) 2lnaL S)aö gegebene 5ßarattel0i 
gtamm fei ABCD, ber S)urd^fd^nitt§punlt ber diagonalen B, bie ju ben 
©eiten a unb b gel^örigen ^ö^en feien refp. h. unb hb. 2luf AD Hege 
bie edfe F, auf CD bie ©dfe G- beä gefud^ten Duabratö; EF unb EG 
werben bann feine l^alben 2)iagonaIen fein. Z ADC merbe mit 8, EFD 

mit X, EGD mit X bejeid^net. S«un ift EP = jr^, EG =0"^/ 

f olgtic]^ ba EF = EG ifi, -^ = -h-, ober ba h^ : h. = a : b, 

smx siuA 

a sinX = b sinx. gerner x+X = 3R — o ober 2R — (x+X) = 8 — R. 

Äonftr. (mit ^ülfe t)on a), SlufC. 2). ©rrid^te in ber 3Witte H t)on 

AB bie ©enlred^te HI = y^ a; EI ift, gel^örig t)erlängert, eine 

diagonale be§ Duabratä. Setoeis. HIE + HEI = 2R - IHE = 

2R-(8-R) = 3R-8; sinHEIisinHIE = HI:HE = a:b; mit^ 

j^in ZHEI = x. 

36. ein 3ll^ombu§ ift, beffen diagonalen fid^ = m:n Derl^alten 

(§. 123, 26). 2lnal. Sejeii^nungen wie 35. Tlan erl^ält äl^nlid^ mie 

ua 
bort sinX==b sinx, voo ber Äoefficient Don sin X naä) 

§. 135 iu fonftruieren ift. Sann wie 35. 

37. ein Sled&tedE wirb, beffen ©eiten fid^ m:n oerl^alten (§. 123, 27). 
Sinai. 83ejeid^nungen roie bei 35. 2)urd^ bas SBerpltniä ber ©eiten 
be§ aied^tedfö ijt aud^ ber S)iagonalenn)infet ö beftimmt. 3)ann finbet 
man, äl^nlid^ mie in 35, a sinX = b sinx unb x -h X = 4R - (8+ö); 

38. ein 5ßaraIlelogramm ift, weld^es einem anberen gegebenen 

äl^nlid^ ift (§. 123, 28). 2lnal. SDie Sejeid^nungen bleiben, ©inb 

in bem jweiten gegebenen 5ßaraIIelogramm f unb g bie diagonalen, 

ö ber oon il^nen eingefd^loffene SBinlel, fo finbet man, n)ie in 36, bie 

fa 
©leid^ungen — sin X = b sinx unb x -+- X = 4R — (8 + 0) ; 

39. einem beliebigen gegebenen SSieredf äl^nlid^ mirb. 2lnal. 2)aö 
gegebene ^Parattelogramm fei ABOD, ba§ gegebene SßieredE EFGH, baä 
gefud^te E'P'G'H', unb jwar liege E' auf AB, F' auf BO, G' auf 

12* ' ' 
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CD, W duf AD. G'E' unb H'P' fd^neiben jtd^ in I. S)ann fennt 
man bad SBerl^ältniö ber 9l&ftänbe beö ^untted I t)on Den parallelen 
AB unb OD, weld^eö = E'I : IG' ifr ebenfo Iftfet ftd^ ba§ »et:: 
pünis ber abfidnbe beö 5ßunfte§ I t)on BO unb AD angeben = 
IF'rlH'. 35aburd^ ijl ber ^unft I beftimmt, fomit alfo aud^ bie von 
il^m auf OD unb DA gefällten ©enfred^ten. gerner lennt man 
Z GIH' unb G'I:IH'. ®ie Aufgabe läfet fid^ bann in äl^nlid^er 
aBeife auflöfen, wie bie t)origen. 

Um ein gegebenes Parallelogramm ein aSiered fo ju jeid^nen, 
ba^ basfelbe 

40. ein Duabrat wirb (§. 127, 6). Sinai. 2)as gegebene ^ßarallelo? 
gramm fei ABOD, bie 3)iagonalen fd^neiben fid^ in E unter bem 
aSJinlel s, baö gefud&te Duabrat fei FGHI, unb eö liege A auf IP, 
B auf FG, auf GH, D auf HI. gemer werbe Z EAP mit x, 
EBP mit X bejeid^net, AO mit e, BD mit f, bie ©eite be§ Duabrots 
mit X. S)ann ifi e sin x = x, f sin X = x, folglid^ e sin x = f sin X; 
ferner x-hX = 3R — e. Äonftr. (mit ^ülfe von a), 3lufl. 2). @t^ 
rid&te auf EB in E bie ©enfred^te EK = EB. Sann ifl AK ge= 
prig t)erlängert eine ©eite beö Duabratö. 33 en). äl^nlid^ wie bei 35; 

41. ein SRed^tedE wirb, beffen ©eiten fid^ wie m:n üerl^alten 

n6 
(§. 127, 5). Sinai. a3ejeid^nungen wie in 40. 3Kan pnbet — sinx 

= f sin X. 3)er Äoefficient von sin x ifl nat^ §. 135 ju fonfiruieren,. 
bann wie 40. 

42. ein SRI^ombuS mit bem SBinlel » wirb (§. 127, 13). 9lnal. 
3)ie beiben einanber gleid^en ^öl^en beä Sil^ombuS jtnb esinx unb 
f sinX; folglid^ ijl e sinx = f sin X unb x + X = 4R — (s -h 0). S)ie 
Äonftruftion ift mit Senufeung von a) SCufl. 2 dl^nltd^ wie 40. 

43. ein ^arattelogramm wirb, weld^eä einem gegebenen P'G'HT 

mit bem Sffiinlel » ä^nlid^ ift (§. 127, 12.) 3lnal. SDie ^öl^en e sinx 

unb f sinX beö gefud^ten Parallelogramms t)erl^alten fid^ umgelel^rt 

wie feine Seiten, alfo e sinx :f sinX = FG:PI = P'G'tPT, ober 

P'I' • e 

■p^ ,' sinx = f sinX unb x-hX = 4R — (s+8). 3^ benufeen 

§. 135, bann öl^nlid^ wie 40 unb 42. 

44. Um ein beliebiges SSieredE ABOD ein ^ßarattelogramm PGHI 
ju befd&reiben, weld^es einem gegebenen P'G'HT mit bem SBinlel & 
ä^nlid^ ift (§. 127, 12). 3lnal. AO unb BD fd^neiben fid^ in.E; 
Z EAP werbe mit x, Z EBP mit X bejeid^net. S)ann pnbet man, 
wie in 15, G'H'.e sinx = FG' -f sinX, unb xH-X = 4ß — (e ■+•»). 
a), aufl. 2. 

3n ben folgenben 4 aiufgaben fommt b, 8) in Slnwenbung. 
■ 45. 3n ein gegebenes ^Parallelogramm einen SRI^ombuS von gegebenem 
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Sttl^alt q^ gu lottfituicrett (§. 123, 29). anal. Scjeid^nungen wie 
in 36. 3Ran finbet, ba q2 = 2EF.EG ift, gut Sefiimmung x>on x 
unb X bic ©leid^ungen 2q • q sinx sinX = hX unb x + X = 3R— 8. 

46. 3n ein gegebene« ^Parallelogramm ein anberefi }u befd^reiben, 
beffen Snl^alt = q^ unb S)iagonalenn)infel » gegeben ifl (§. 123, 30). 
Sinai. 83ejeid()nungen rote 37. Slel^nlid^ wie in 45 erl^ält man 
2q.q sinx sinX = h, — hb sin& unb x-hX = 4R — (8-I-&). 

47. Um ein gegebene« ^arattelogramm ein Sled^ted von gegebenem 
Snl^alt q^ ju lonjlruieren (§. 127, 7). Sinai. Sejeid^nungen n)ie 41. 
S)a q2 = FG. FI, fo ift ef sinx sinX - q^ unb x + X = 3R — s. 

48. Um ein gegebene« 5ßaralIelogramm ein anbere« ju befd^reiben, 
beifen Sn^alt q^ unb SBinlel » gegeben ifi (§. 127, 14). Sinai. Se^ 

jeid&nungen wie 43. S)a q^ =» -^, fo finbet man -=— ^r f sinx sinX 

= q2 unb x-hX = 4R-- (8-4-8). 

3n einen gegebenen Äreififeltor (©entriroinlel <: R) ein SRed^ted, 
von roeld^eut jroei (Mtn auf einem SRabiu« liegen, fo ju jeid^nen, ba§ 

49. feilt Umfang = 2s wirb (§. 120, 13). Sinai. SDer aWittet 

punft beö Äreisfeltorö fei M, ber Sogen AB, ber ßentriminlel 7. SSon 

bem gefud^ten SRed^tedf ODEF liegen bie ©den C unb F auf MA, D 

auf MB, unb E auf bem 83ogen AB. gerner werbe ED mit x, EF 

mit y, Z BME mit fx, Z AME mit v bejeid^net. 3)ann ergiebt fid^ 

r sin M» 
auö ben 2)reiedEen MED unb MEF x= — -, — -. y = r sinv, unb ba 

siny '^ 

x-hy = sift, — ^ — sin fi -H r sinv = s unb fx-Hv^sY. Äonflr. 

nad^ P). 

50. bie a)ifferenj ber Seiten = d ifl (§. 120, 14). Sinai. S^nlid^ 

n)ie in 49 finbet man -; — sin u. — r sinv = d unb »a -h v = 7. 
' sinf "^ 

Äonftrultion nad^ i). 

51. feine SDiagonale == e wirb (§. 120, 15). Sinai. SBie in 49 

finbet man — — 5 sina^-^r^ sinv^ = e^. 3)rüdtt man sinu^ unb sinv^ 
' sinY^ ^ 

buxäf cos 2[x unb cos 2v au«, fo erl^ftlt biefe ®lei($ung bie gorm - — 2 

sin Y 

COS 2fiH-r2cos2v = -= — ö + r^ — 2e* ober, inbem man - — =p 
^ sinY^ sin-f ^ 

fefet unb bie ©leid^ung burd^ p bit)ibiert, p cos 2?* + r sin^ cos 2v = 

26 • e 
p -+- r sinY , wäl^renb 2?* -f- 2v == 2^ ift. Äonftr. nad& e). 

3n einen Äreisfeftor ein SRed^tedE, von weld^em jroei (SdEen auf 
bem Äreiöbogen liegen, fo ju jeid^nen, bafe 
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52. fein Umfang = 2s (§. 120, 8). 3lnol. 5Der aWittelpunft be« 
itceidfeftots fei M, ber 93ogen AB, ber Senttiwinfel 2^. 93om gefu(|ten 
SRed^ted liegen bic ©den E unb F auf AB, auf MA, D auf MB; 
ED werbe mit x, EP mit y, Z BMB mit ft, Z EMG (G bic SBHtte 
oon AB) mit v bejeiii^net. 2)ann finbet man äl^nttd^, mie in 49, bie 

r Gin IL Y 

©leid^ungcn x = . ^ , y = 2r sinv, folglid^ -^^ sin [i.H-2r sinv 

s=s; ferner ift }jL-hv = Y, al[o [i unb v na6) p) ju finben. 

53. bie 2)ifferenj ber Seiten = d ifi (§. 120, 9). 3lnal. 3Ran 

finbet äl^nlid^ wie in 52 bie ©leid^ungen — — sin ja — 2r sinv = d, 

jjL 4- V =: Y, fo ba§ i) in Slnwenbung lomntt. 

54. feine SDiagonale = e ift (§. 120, 10). Sinai. Sejeid^nunßen 

wie in 52. Sl^nlid^ wie in 51 erptt man jur Sefiintmung von 2\i 

2e«e 
unb 2v bie ©leid^ungen p cos 2[i.-*-4r sin-f cosv=pH-4rsinY 

unb ?[x + 2v = 2y, n)o p == -; — gefegt ifi. ©ö fonimt alfo s) in 

sin I 

Slnroenbung. 

55. ©egeben A ABC. Xnx^ eine Sinie fo ju jiel^en, bafe, 
xoenn man auf biefetbe bie Sote AX unb BT fällt, A ACX = 
A BOY wirb. anal. Z AOX = ji, Z BOY = v gefefet, giebt A ACX 
= V^b^ sin2 [1 unb ABOY = V^a^ sin2 v; bal^er b^ sin 2[i=a2 sin 2v, 
n)0 2[i.4-2v = Y. SBefd^reibt man um ABO einen Kreiö (3WitteIpunft M) 
unb fäat auf OM bie Sote AD unb BE, fo ift CD sin 2fx = 
BE sin 2v. 1. 3luf l. 5«ad^bem man bie 5ßuulte D unb E be:: 
ftimmt l^at, fd^neibe man CD = MF auf MA, CE = MG auf MB 
ab, t)erbinbe M mit bem 3Wittelpunft von FG. 2)iefe Äinie treffe 
ben Ärei« in H, fo ifi OH bie verlangte Sinie. 2. 3lufl. SRaiä^bem 
man um ABC einen Äreis befd^rieben, teile man AB im SBerJ^dltniä 
a2:b^ (§. 114, 13). SDer SCeilpunlt fei L. SDie aSerlängerung von 
ML über L l^inauä treffe ben Äreiö in H, fo ift OH bie Der= 
langte fiinie. 

56. ©egeben A ABO. auf AB einen 5ßunlt X fo ju beftimmen, 
bai wenn man auf AC unb BO bie Sote XY unb XZ fättt, A AXY 
== BXZ wirb. 2lnal. SBirb Z ACX = jx, z BCX = v gefegt, fo ifi 
XY = CX sinfjL, XZ = CX sinv, ferner A AXY = y^ AY • XY = 

VaXY-^cota= V.CX^sinji^cota; ebenfo ABXZ = '/aCX'-^sinv^coip 

' ° ^ sinv ' cota ' h« cota ' q a 


^ > * 4)t( <' » -^ ^ 


foter ^tt|atig. 


8Citfga6eit, tuelil^e mit Sttttoettbiing ber Jtootbttta(ett«anet]^obe 

jn ISfen finb. 

Sei einigen Slufgaben fül^rt ber ©ebraud^ Don Äoorbinaten ju einer 
Befonberö einfad^en Äonftruftton. ®8 mögen ballet, tomn aud^ bie Seigre 
von ben Äoorbinaten au^erl^alb beö ^penfumö ber ©^mnafien liegt, 
bo(^ bie erflen ©lemente biefer 2;i^eorie, foroeit fie jur Söfung ber 
folgenben aufgaben erforberlid^ finb, in biefem Sud^e als Slnl^ang einen 
5ßta4 finben. 

a) ©rlldrung. SBir benlen uns jroei im g?unlte O auf einanber fen!- 

red^t fiel^enbe gerabe Sinien OX unb OY (unten Unis O, red^ts X, 

oben Y). 2)iefelben nennt man Äoorbinatenad^fen unb in)ar 

OX bie äbfciffenad^fe, OY bie Drbinatenad&fe, O ben 

Slnf angspunit ber Äoorbinaten, Z XOY ben Äoorbinaten:: 

winlel. gällt man von einem beliebigen innerl^alb Z XOY 

liegenben 5ßunlte P auf OX unb OY refp. bie ©entred^ten PQ 

unb PR, fo nennt man biefelben bie Äoorbinaten beö fünftes P, 

unb jroar Pß = OQ feine Slbcfiffe, PQ = OR feine Drbinate. 

gür jeben innerl^alb Z XOY gelegenen ^unft lann man bie 

Äoorbinaten leicht fonftruieren; ebenfo leicht lann man aber aud^ 

einen ^unft lonftruieren, ro^nn feine Äoorbinaten gegeben finb.. 

6in ^unlt ift alfo burd^ feine Äoorbinaten beflimmt. 

Slnmerlung. SBenn man bie Äoorbinaten eine§ ^unltefi nennt,, 

fo feftt man bie Slbfciffe ftetö ooran. SBirb j. 33. gefagt, bafe bie 

Äoorbinaten eines geroiffen fünftes x unb y feien, fo ifl ol^ne 

weiteres unter x feine Slbfciffe, unter y feine Drbinate ju oerftel^en;. 

unb man bejeid^net ben ?punft bur($ (x, y). 
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3u[aö. S)ie anal^tifd^c ©eometric l^anbelt aud& oon ben Jtoor^ 
binaten folget fünfte, bic nid^t inncrl^atb bea ÄoorbinatentDinlcte liegen. 
SDiefelben !önnen jebod^ in bem t)orüe9enben gaHe fteta von ber Setra^- 
tung auägefd^toffen werben. aWan brandet bie Äoorbinatenad^fen nur [o 
ju roäl^len, ba§ bie ganje gigur innerl^alb beö Äoorbinatenroinlete liegt. 

b) aiufgabe. 3)ie Äoorbinaten beö SWittelpunfted einer fiinie ju be^ 
rechnen, wenn man bie Äoorbinaten il^rer ©nbpunfte fennt. Slufl. 
5Die ©nbpunlte ber gegebenen ©eraben feien P (x, y) unb P' (x', y'). 
enblid^ fei P" (x", y") ber SWittelpunft üon PF. SDann finb x" 
unb y" aRittettinien ber 2:rapeje PRRT' unb PQQT', folglid^ 

ijlx"=V2(x + x'), y" = V,(yH-y'). 

c) 2)enlen wir um ein Parallelogramm PPjPaPa; bie 4 ©dpunlte feien 
refp. (x, y), (x,, y,), (X2,y2), (xg, yg). 3)ie Äoorbinaten beö aWittefc 
punftes ber 3)iagonale PPa finb VaCx+Xa) unb 'ACy+ya)/ i>i^ 
Äoorbinaten beö SUiittelpunfteö t)onP,P3 finb y2(x,-i-x3) unb 72(71 
-*" ya)- 3)a aber bie ßinien PP2 unb P, P3 benfelben SKittelpunÖ 
l^aben, f mu§ offenbar x -t- Xa = x, -h X3 unb y + y2 = Yi + ya 
fein, woraus X3 = x — x, + Xa unb ys = y — yi -♦- J2 folgt. 

d) Umlel^run'g. Äennt man bie 5ßunlte P (x, y), P, (x,, y,), 
P2 (X2, 72)/ f lägt fid^ ber 5)3unlt (x - x, -h Xg, y — yi -+- J2) leidet 
fonftruieren, inbem man burd^ Pg eine parallele mit PP, unb 
burd^ P eine 5ßaraIIele mit PjPa jiel^t. SBeibe fd()neiben fid^ in bem 
gefud^ten 5ßunlte. 3Kan fann aud^ P, mit ber SUiitte von PP2 
perbinben unb bie aSerbinbungölinie um fid^ felbfi t)erlängem. 
SDer enbpunft ber aSerldngerung wirb ber gefud^te 5punft fein. 

3«f <xfe. 3ft X2 = X, ya = y, foa alfo ber 5punft (2x ~x„ 2y-y,) 
lonfiruiert werben, fo verlängert man einfad^ bie ßinie PPj über P l^in^ 
aus um fid^ felbfi. S)er ©nbpunft ber 5Berlängerung ift ber gefud^te 5ßunft. 

e) SlufgaBe. (Segeben bie 5punfte P (x, y) unb P| (x,, y,); man 
foff ben 5ßunft P2 (x,, ya) finben, burc^ weld&en PP, im aSer^ältniö 
m:n geteilt wirb. 2lufl. ©ö fei junäc^ftx<Xi; eine ^parallele 
burd^ P2 äu O Y treffe bie Slbfciffe üon P unb Px refp. in R' unb Ri'. 
®ann ift PR':PiRi' = PPatPaPi = m:n unb ba PR' = X2 
— X, PiRi' = Xi -- X2 ift, fo erl^ätt man Xa — x:xi — x^, = m : n, 

TYITT I I irv" 

alfo X2 = — j^^jj^ ' S)aöf elbe würbe man erl^alten, wenn x >> Xi 
ift. eine äl^nlid^e gormel ergiebt fid^ aud^ für ya unb man erl^ält 
fdbliefilicbx - °^^^"^"^ v _ J^ZlU?!. 

©oll Pa auf ber SBerldngerung von PPi über Pi l^inauö liegen, 
iinbPPa:PiPa = m:n fein, fo erl^ält man mittelfi beöfelben 5ßep 

jährend Xa =^~^~f J2^ ^m^^ ' Öiernad^ fmb bie ^Punfte 
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/ m^+^ my, + ny \ ^^^ fmx,-ux xny,-ny \ 
V nn-n m + n / Vm — n m — n J ^ ^ 

lonftruieren, inbetn man PPi im crjieren %OiSi xkolS) innerem, im jroeiten 
nad^ äußerem aSerl^ältnid, wie in:ii teilt (§. 114, 1). 
t) Slufgabe. 3)ie Äoorbinaten beö ©d^toerpunltes eine« 3)reie(f8 aus 
ben Äoorbinaten ber 3 QAzn ju bered^nen. 2luf t. 3)ie ©den feien 
P (x/ y), Px (xi, yO, Pa (X2,y2); ber ©d&roerpunft feiPg (xg, yg), 
ber awittelpunit t)on PPi fei P* (x^, y4). SDann liegen P«, Pg, Pa 
in einer geraben Sinie unb es üerl^ält fid^ P4P3 : P3P2 = 1:2, f olglid^ 
ift nad^ e), inbem man 1 unb 2 für m unb n fefet, Xg = V3(x2H-2x4). 
3?ad^ b) ift aber x^ = VaCx-hXi), folglid^ X3 = V3(x-hXiH-X2) 
unb ebenfo y3-= V3 (y + Ji -+- Ja). 
3m folgenben foffen bie (jefud&ten ^ßunfte mit P, Pq, Pi, P2 ^c, 
il^re Äoorbinaten mit x unb y unter ^injufügung beö bem entfpred^enben 
5ßunlte jugel^örenben Snbej, bie gegebenen 5punfte l^ingegen mit Aq, Ai, 
A2 2c. (mitunter treten boppelte Snbiceö auf), il^re Äoorbinaten mit 
a unb b ebenfalls unfer ^injufügung bes Snbej, roetd^en ber ent? 
fpred^enbe 5)3unlt l^at, bejeid^net werben. Sie Äoorbinaten t)on P3 finb 
alfo X3 unb yg, bie t)on A4 finb a^ unb b*, bie t)on Aoi finb a^i unb bd. 

1. ©in günfedE ju lonftruieren, menn bie ajlitten ber ©eiten gegeben 
finb. Sinai. SDas gefud^te günfedt fei P0P1P2P3P4. SDie gegebenen 
2»ittetpunfte ber ©eiten PqPi, P1P2, P2P8, P3P4, P4P0 feien refp. Aoi, 
Aj2/ A23, A34, A40. 2)ann erl^ält man na(^ b) bie ©leid^ungen 

Xo + Xi = 2aoi Yo-i-yi = 2boi 

Xi-hX2=2a,2 yiH-y2 = 2b,2 

Xa-t-Xg = 2a23 72-^-73 = 2b23 

X3+Xt = 2a8r Ya+y* = 2b84 

X4-4-Xo = 2a4o y4+yo = 2b4o 

unb aus benfelben: Xo == a^i — ai2 + a23 — a34+a4o, yo = boi — bi2 + 
b23 — b34+b4(,. Um l^ieraus eine gefd^idfte Äonftrultion abjuleiten, fefee 
man: a,2 — a23+a34 = u, b,2 — b234-b84 == v (1). S)ann ift Xq = 
a«i— u+a^o, yo = boi — v+b4o (2). aJiit ^ülfe t)on d) fann man 
axxQ (1) ben 5punft (u, v) unb bann aus (2) ben ^punft Po lonftruieren. 
SDaS giebt folgenbe Äonfir.: aWan oerbinbe A^g mit ber aMitte t)on 
AiaAat unb oerldngere biefe ßinie um fid^ felbft bis Q, t)erbinbe bann 
Q mit ber aWitte t)on A01A40 unb t)erlängere biefe Sinie ebenfatts 
um fid^ felbft. S)er (Snbpunft ber aSerlängerung ift Pq. 3" einer 
anbern Sluflöfung gelangt man, xotnn man bebenit, ba§ aus ben 
Oleid^ungen für Xq unb yo: V3(a«iH-a23+a4o) = VsC^o -t- a,2+ agO unb 
VaCboi+boa + b«) = Va (yo + b,2 + b84) folgt, fomit nad^ f) bie 
S)ireiedfe AoiA.i3A4o unb PüAuAgt benfelben ©d&roerpunit l^aben. 

2. ein gflnfedC ju lonftruieren, wenn bie 3Kittelpun!te ber SDiago* 
naUn gegeben finb. Sinai, wie 1. 
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®in ©iebenctf ju lonflruiere«, rocnn bie 3Ritten 

3. bcr ©eiten gegeben finb. 3lnal. Unter äl^nlid^en 83ejeid^nuugen 
wie in 1 erl^ätt man für Xo unb y© bie ©leid^ungen 

Xq = aoi — 8ii2 •+• ^22 — ^ "^ ^« ^56 "^ ^60« 

yo = boi — bi3 -H b,3 — bw + bis — bss + bgQ. 
3ur Sonftrultion fefee man: 

^23 — ^3i + b45 = V, b,2 - V + bsö = s. 

S)ann ifi Xq = a,,i — r + a^jj, y^ = b^i — s 4- bgo- äl^nlid^ wie bei 1 
fonfiruiert man nad^ d) fucceffiüe bie fünfte (u, v) unb (r, s), enbti(i^ 
Po felbft; 

4. ber 7 diagonalen gegeben finb, wetd^e ein ©reied abfd^neiben. 
3lnal. wie 3; 

5. ber 7 diagonalen gegeben finb, weld^e ein SSiered abfd^neiben. 
Sinai. n)ie 3. 

änmerlung. ä^nlid^e Slufgaben, wie bie bisl^erigen, laffen ^iSf 
über iebeö aSieled mit ungeraber ©eitenjal^l auf biefelbe SBeife auflöfen. 
Slnberä ift eä bei ben aSieleden von geraber ©eitenjal^l. SBoHte man 
j. S. ein SBiered auö ben aJiitten ber ©eiten lonjlruieren, fo würbe 
man finben, bafe bie 4 gegebenen fünfte bie &din eine« Parallelogramms 
fein müf[en, unb bafe bann unenblid^ t)iele SBierede ber Aufgabe genügen. 

6. ©in aSiered ju lonftruieren, rotnn bie ©d^roerpunlte ber vitt 
2)reiede gegeben finb, meldte t)on jroei ©eiten unb einer 3)iagonale 
gebilbet merben. 2lnal. 3)a§ gefu(§te Siered fei P0P1P2P3/ bie 
©d^roerpunfte ber 4 SDreiede P1P2P3, P0P2P3/ P0P1P3/ P0P1P2 tefp. 
Ao, Ai, Aj, A3. 3)ann iji nad^ T) 

Xi -»-X2-f-X3 = 3ao yi + ya + ys = 3bo 

Xo + Xa + Xa == 3ai yo + y2 + y3 = 3bi 

Xo4-Xi-hX3 = 3a2 Jo + yi+ya = Sba 

X0 + X1+X2 = 3ag yo + yi + y2 = sbg 

unb l^ierauö: Xq = — 2a, + ai + aj + ag, yo == — 2bo4-bi -*- ba+bj. 
3ur Äonftruftion t)erfal^re man äl^nlid^ mie bei 1, inbem man u = 2ao 
— ai unb V = 2bo — bi fefet, moburd^ Xq = a^ — u -t- ag, y^ = ba - 
V + bg. 3)ann ifi (u, v) nad^ d), B^faft unb Pq nad^ d) ju lonjlruieren. 

7. (Sin günfed ju lonftruieren, rotnn bie ©d^roerpunlte ber fünf 
3)reiede gegeben finb, roeld^e von jmei ©eiten unb einer ©iagonale ge^ 
bilbet werben. Sinai. SBejeid^net man baö günfed mit P0P1P2P3P4, bie 

©d^raerpunfte ber SDreiede P4P0P1, P0P1P2/ P1P2P3. P2P3P4/ P3P4P0 

refp. mit Aq, Ai, A2, A3, A4, fo finbet man : Xo = — 33-1-2 a4— 3^ + 
2ai — ao, yo = — bg + 2b4 — bo 4- 2bi — bg. 3^^ Äonftruftion fefee 
man: 2a^ — ag = u, 2b4 — bj = v, 2ai — aa = r, 2bi — ba = s, 100« 
burd^ Xo = u — a« 4- r, y^ == v — b© -h s. unb oerfal^re roie in 6. 
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8. @in günfetf ju lonftruicren, xomn bie ©(ä^rocrpunfte ber fünf 
SJreiede gegeben finb, bie von einer ©eite unb jwei S)iagonalen ge* 
bilbet werben. 3lnaL wie 7. 

6in ©iebened P0P1P2P3P4P5P6 i^ lonjlruieren, wenn gegeben finb 

9. bie ©d^roerpunfte ber 7 3)reiedfe, weld^e t)on 2 ©eiten unb einer 
diagonale gebilbet werben. 

10. bie ©d^roerpunlte ber 7 S)reie({e P0P2P3, PiPgP«, P2P4P5/ 

P3P5P6/ P^Pe^o/ P5P0P1/ P6PiP2- 

11. bie ©d^roerpunfte ber 7 SDreiede P0P3P4, P1P4P5. ^2^5^^^^^ 

PsPePo/ P4P0PV P3P1P2/ "6P2P3' 

Slnmerfung. Sei Söfung berfelben 2lufgabe über SBieletfe, bereu 
©eitenjal^l burd^ 3 teilbar, würbe man ju äl^nlid^en SRefuttaten gelangen, 
wie bei ben in 5, Slnmerl. erwäl^nten 3lufgaben. 

12. ®in 3)reied ju fonftruieren, wenn bie irei 5ßunlte gegeben 
pnb, weld^e bie brei ©eiten im aSerl^ältnifi m:n teilen (m 7> n). älnat. 
SDaö gefugte SDreied fei P0P1P2. 2luf ben ©eiten PiPa, P2P0, PqI^ 
liegen refp. bie 5ßunfte Aq, Ai, Aa, fo ba| PiAq: A0P2 = PaAiiAiPo 
= PoAo : A2P1 == m : n. 9Dann l^at man nat^ e) fed^ö ©leid^ungen: 

mxa + nxi = (m + n) a^ mya 4- nyi = (m+n) bo 

mXo -H 11X2 « (m-f- n) aa myo 4- nyj = (m+n) bi 

mxi -H nxo = (m H- n) 3,2 mji + nyo = (m-hn) bj 

imo hieraus Xq = 2 ; — 2 — ^ Yo = 5 -, — — . 

^ .. mai— na^ mbi— nbo .^. mao— nai 

©cfet man nun: — - — — = u, — ^ = v (1), — ^ = r, 

* m— n ' m— n ^ ^' m— n ' 

— ^-^ — - == s (2), fo laffen pd^ bie beiben ©leid^ungen unter 

folgenbe jwei formen fd^reiben: 

_ (^^ — J^^) ^ + D^a^ _ (m^ — mn) v-hD%j . . 

m^ai — (mn — n^) r __ m-bi — (mn — n^) s . . 

^^"" m2-(mn-n^) ' ^^ ~ m'^ - (mn - n^) W- 

aWan fonfiruiere nun aus (1) mit ^ülfe von e) ben 5ßunft ü (u, v), 
unb eBcnfo aus (2) ben ^unlt R (r, s). SRun ift aus (3) nad^ e) er^ 
fid^tltc^, bafe Po bie Sinie A^ü im SSerl^ältniS m^ — innrn^ teilt, alfo 
febcnfaHö auf biefer ßinie liegt. @benfo ergiebt fid^ an^ (4), ba§ ber 
gjunft Po ciuf ber SBerlängerung t)on AiR über Ai l^inauö liegt. 
Fo ifi ölfo ber S)urd^fd^nittdpunft von A2Ü unb AiR. 

13. (Sin aSieredf ju lonfiruieren, wenn bie t)ier 5punlte gegeben finb, 
toetd^e bie ©eiten im SBerl^ältniä m:n teilen. Sinai. S)aö SBieredE fei 
P0P1P2P3/ auf ben ©eiten PoPi,PiP2,P2P3,P3Po Hegen refp. biegSunIte 


1 
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Aoi/ A| 2/ A23/ A30, fO Ddp "o^oi'-A-oiPi = "lAiat A|2lr2 = P2'^23* -^23^3 

= P3A3o:A3oPo = ni:ii. 3)ann ^at man nad^ e) bie ®lei(^ungen: 
mXo*4- nxg = (na+n) ago myo-f ny, = (im- n) bgo 

mxi -t- nxo = (m -hn) Eq! myi -hnyo = (m + n) boi 

mxa 4- nxi = (m-f-n) aij my2 +nyi = (nn- n) bia 

mxg + nx2 = (nn-n) aga my3-hny2 = (m-h n) b^s 


unb l^icrauö: Xo = 


yo 


(m^ + n^) (m-n) 
m'bgo — m^nbag + mn^bu — n^boi 


(m'-^-f-n^) (m — n) 
©efet man: u= "^"""^^ v=. °'^»"-°^^»» (1), r == °^^-°^" , 


m — n' m — n "'' m — n 

s = — (2), f ift Xo = T"; — 2—, yn = ö-; — ^r- (3) 

9Jiit ^ülfe t)on e) lonftruicrt man aus (1) ben ^ßunlt (u, v), au§ 
(2) ben gJunft (r, s), enblid^ aus (3) ben ^unft Pq etwa mit Se^ 
nufeung t)on §. 114, b. 


Mkx ^4aiig. 


Sdtfgabett anS ber tteuerett ©eomettte, ttametttliil^ über 

^atmoni^ift ZeUttttg« 

aSorbemerfungcn. 1) SBcnn im folgenben A, A', B, B' 
l^armonifd^e gJunfte genannt n)erben, fo foH A mit A' unb B mit 
B' lonjugiert fein. S)as[elbe gilt für l^armonifd^e ©tral^len. 

2) 2lufgaben, in beneh l^armonifd^e S^eilung jur Slnwenbung 

lommt, finben pd^ unter anbeten nod^ in §. 64 unb §. 64 a. 

a) 1. 3^ P/ P'/ P" ^^^ t)ierten (P" jugeorbneten) l^armonif(]^en 

gJunft iu finben. 1. Sinai, nad^ 114, 1. 2. Slufl. 3Ran jie^e 

burd^ P" eine beliebige ©erabe, nel^me auf berfelben beliebig bie 

5ßunfte A unb C an. ®ä fd&neiben fid^ PA unb P'O in B, PO 

unb FA in D, PP' unb BD in Q, bem t)erlangten fünfte. 

2. (Segeben L, L' L", weld^e fid^ in O fd^neiben. S)en t)ierten 

l^armonif($en (L" jugeorbneten) ©tra^ ju fonftruieren. 1. Sinai. 

auf 1) jurüdEjufül^ren, inbem man baö ©tral^lenbüfd^el burd^ eine 


«tt^ang II. 189 

beliebige ©erabe fd&neibet. 2. 3lnal. STOan mad^e PP' jur SJiagos 
naie eine« ooßfiänbifleti SBierfeitö, fo bafe eine ber beiben anbeten 
a)ia9onalen burd^ P" ge^t. 3. »nal. man fd^neibe L, L', L" 
burd^ eine beliebige ©erabe; bann a^nlid^ wie 1, 2. Sinai. 

3. ©egeben L, P, P', P". 3luf L fott X fo beftimmt werben, 
bafe L, XP, XP', XP" ^armonifd&e ©tral^len n)erben. Sinai. a)er 
^unlt tft ju bead^ten, in wetd^em jid^ XP unb PT" fd^neiben. 

4. ©egeben P, L, L', L". 35urd^ P eine ©erabe ju jiel^en, 
welche burd^ P, L, L', L" l^armonifd^ geteilt wirb. Sinai. 3)er 
©d^nittpunlt auf L fei X, L' unb L" fd^neiben fid^ in A. AX 
ifi ju finbcu. 

5. ©egeben L, L' unb P. Dl^ne ben ©d^nittpunlt üon L unb L' 
JU benufeen, eine ©erabe burd^ P ju jiel^en, bie bur(§ jenen 
©d^nittpunlt gel^t. Sinai, man benufte ein beliebiges t)ottftänbige8 
aSieredf, t)on roeld^em L unb L' jn)ei ©egenfeiten unb P ein 
©d^nittpunft ber 35iagonalen ifi. 

6. ©egeben P, P', L. Dl^ne PP' ju »erbinben, auf L einen 

5punft JU befümmen, ber mit P unb P' in geraber fiinie liegt. 

ainal. aRan benufee ein t)oIIfianbtge§ SSierfeit, t)on roeld^em P unb 

P' groei ©egenedfen finb unb L eine diagonale ift. 

3m folgenben gelten bie SBejeid^nungen t)on §. 46 a. Slujgerbem 

fei Ol ber ©d^nittpunft von AB mit m'm". aWan bead^te, bag 

O, O'", m, m'"; P, O'", P, W"; 0, O^ m', m"; P, O^ F\ P" l^ar* 

monifd^e fünfte finb. 

©in ©reiedE ju lonfhruieren, toenn gegeben 

7. C, P, L 13. 0, F\ L 19. P, P, P', P" 

8. O, W", L 14. Z, P', F" 20. A, P, F, F'" 

9. Z, F, F" 15. Z, F', L 21. A, P, L, F 

10. Z, F, L 16. P, F, F, F'" 22. A, P, L, F'" 

11. Z, F'", L 17. P, L, F, F' 23. A, P, P', F' 

12. O, F', F" 18. P, L, F; P ' 24. A, P, L, F' 
25. M, P, F. Sinai. O'" ju pnben. Örter für bie 3mtte 

von CG finb ber $alblreid über MO'" unb bie 3»ittelfenfred^te 
von PL. 

^I^nlid^ wie 25 finb ju löfen. 
26. M, P, F " 27. M, P, F 28. M, O"', F 29. M, O^ F 

30. p, q unb bie ©ntfernung ber ^öl^enfufepunfte auf CA unb CB. 
9(nat. S5ie aSerbinbungöUnie ber $öl^enfufepunfte treffe AB in Q. 
Q ifi olö merter l^armonifd^er ^unlt ju finben. 3n bem ©alblreife 
über AB ifi burd^ Q eine Seltne t)on belannter Sänge ju jiel^en. 

31. c, a:b, A foll ein SKajimum werben. 
32- t^ a:b A foII ein aJiajimum werben. 
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3m red^twinfligcn 3)rcic(I fatten M unb L gufammcn. L' 
fei bie SDiitte von BO. ^artnonifd^c fünfte finb aufeer ben bereits 
genannten M, P, O'", Oi; A, O', m, m'; C, O', D, D'. 

6in red^trointtiflefi SJreied ju lonftruieren, wenn gegeben 

33. A, m, m' 35. C, D, D' 37. 0, D', L' 

34. O' m, m' 36. C, D, L' 

3m gleidE|f(ä^enItigenS)reie(fe feien bie S3egeid^nungen biefetben 

wie in 7 bis 32; aufeerbem fei & bie aWitte von BO; M,X, m, m'" 
finb l^atmonifd^e ^unlte, ba Am ben SBinlel MAX l^albiert; auger- 
bem ift nod^ ju bead^ten, ba^ XZ = 2MZ ifl. ©in glei(]^fd^enfligeö 
Sireied ju lonjlruieren, wenn gegeben 

38. M, m, Z 41. M, Z, m"' 44. X, m, m"' 

39. X, m, Z 42. X, Z, m'" 45. B, 0, O' 

40. M, X, m 43. M, X, m'" 

46. A, m, m'. anal. O' unb Gr' ju ftnben unb bann gwei 
äörter für B. 

47. m, m', O' 50. m, O', G' 52. A, m, O' 

48. A, m, & 51. m', O', G' 53. A, m', O' 

49. A, m', G' 

3m 2:rapej ABCD feien H, I, K refp. bie SUiitten t)on AB, 
DO, AD unb G ber ©d^nittpunft von AD unb BO. G, E, I, H 
finb l^armonif(§e 5)3unlte. (Segeben ifl einä ber unter a), b), c) am 
gefül^rten ^ßunftfpfteme unb augerbem eins ber ©tüdfe I bis XI. 
es entftel^en auf biefe SBeife bie Aufgaben 54 bis 86. 

a) G, H, E b) H, E, I c) G, H, I 

I. A. 

IL K. Sinai. K mit ber a)iitte von HI ju t)erbinben. 
Iir. SDie mm von AC. 
IV. Z (af), Z (bf). 

V. h, a. 
VI. a, ß (§. 19). 

VII. b, d. Sinai, parallelen burd^ I ju ben ©d^enfeln. §. 19. 
VIII. e, f. Sinai, ^arattelen burd^ I ju ben ^Diagonalen. §. 19. 
IX. Z (ae), Z (af ). (§. 19). 
X. a + c, e. Sinai, wie VIIL 
XL h, e. Sinai, wie VIII. 

87. A, D, G, E. Sinai. gSarattele burd^ E ju AB treffe AD 
in N. 3)ann ift N ju ftnben, 

88. A, C, E, G. 1. Sinai. 3)er 5ßunft ju finben, in weld^em AC 
t)on einer burd^ G ju AB gezogenen parallele getroffen wirb. 2. SlnaL 
S)ie ^ßarattele ju GO burd^ ben SWittelpunlt t)on AC ift ein Ort für H. 

3m allgemeinen SBieredt fei F ber ©d^nittpunlt von AB unb 
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DO, G ber von AD unb BO, E' ber t)on AC unb PG, E" bcr 
t)on BD unb FG. ©in aSiercd ju fonftruicren, xomn gegeben 

89. A, E, F, G 91. A, B, E', E" 

90. A, B, D, E' 

92. E, E' E" unb bie aMitte I von AB. 1. Sinai. ®ne «ßarattele 
burc^ E ju AB treffe E'E^' in K, EI treffe E'E" in L. a)ann ifi 
E (ABIK) ein ^arntonifd&es »üfd^el, alfo E', E", K, L ^armonifd^e 
gJunfte. 2. anal. SDte SRid^tung t)on AB läfet ftd& md^ §. 68, e finben. 

b) ®in Jlreid, weld^er ben 3lbflanb jn)eier jugeorbneten l^armonifd^en 
fünfte jum SJurd^meff^r l^at, fd^neibet jeben burd& bie beiben 
anberen 5punlte gelegten Äreiö red^tminllig. 3)ie Slufgaben biefea 
3lbfd&nitte8 jinb bann mit ^ülfe von §. 90 ober ber ©äfee oon 
ber 5ßotenjlinie ju löfen. 

93. ©egeben P, P', P" in geraber Sinie. PP' burd^ eine 
©tredte XX', bereu SÖKttelpunlt P" ifi, l^armonifd^ ju teilen. SÄual. 
Öalbireis über XX' unb Äreiö burd& PF. 35ann ift P"X gleid^ 
ber t)on P" an ben anberen Älrei« gejogenen S^angente. 

94. ©egeben L, L', L", bie pd^ in einem fünfte O fd^neiben. 
2)urd^ O jroei ©tral^len ju legen, weld^e z. (LL') l^armonifd^ teilen, 
unb bereu SBinlel burd^ L" halbiert wirb. Sinai. aJian f(^ueibe 
ba§ Süfd^el burd^ eine ©erabe fenfred^t ju L", bann wie 93. 

95. ©egeben P, P', P", P'" auf einer ©erabert. ein fünfte:: 
paar XX' ju befUmmen, weld^efi PF unb FT'" l^armonifd^ 
teilt. Sinai. Segt man burd^ PF unb burd& P"P"' beliebige fid^ 
fd^neibenbe Äreife, fo fd^neibet ber ^albfreiä über XX' beibe red^t^ 
roinllig. ©ie WUe Y von XX' liegt bal^er auf ber g5oten}'- 
linie unb YX = YX' ift gleid^ ber oon Y an einen ber Greife 
gejogenen SJangente. 

96. ©egeben li, L', L", L'", bie burd^ benfelben ^unft O gelten. 
5Durd^ O jTOei ©tral^len ju legen, bie Z (LL') unb Z (L"L"') 
l^armonifd^ teilen. Sinai. Sluf 93 jurüdE^ufü^ren, inbem man 
fämtlid^e ©tral^len burd^ eine beliebige ©erabe fd&neibet. giel^t man 
biefe ©erabe parallel mit einer ber gegebenen ©eraben, fo wirb bie 
Slufgabe auf 95 gurüdCgefül^rt. 

97. ©egeben P,P'. ©8 fott PF burd^ eine ©tredte gleid^ a 
l^armonifd^ geteilt werben. Sinai, wie 93. 

98. ©egeben L, L'. 6« fott Z (LL') burd^ }n)ei ©tral^len, bie 
einen gegebenen SBinlel a einf daliegen, l^armonif($ geteilt werben. 
Sinai. 9iimmt man A auf L' beliebig an unb jiel^t burd^ A eine 
5ßaratlele ju L, weld^e bie gefud^ten ©tral^len in X unb X' trifft, 
fo ifl XA = AX' unb AXX'O uadEi §. 19 ju lonfiruieren. 
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99. ©egcben P, P', P", P"', P^. SDurd^ P iwei ©tral^Icn ju 
jiel^cn, TOcld^e PT" unb F"P^ l^armottifd^ teilen. 3lttal. SRan t)er^ 
bittbe P mit ben übrigen fünften unb roenbe 96 an. 

100. ®tiebtn L, L', h'\ L'", L^. auf L jroei «ßunite ju 
beftimmen, n)et(ä&e ju Z (L'L") unb ju Z (L"'L^.) ]^armonif(j^ liegen, 
anal. SWan bead^te bie ©d^nittpunlte von L mit ben übrigen 
©eraben. 95. 

3Kit gegebenem Siabiuö einen Äreiö ju lonftruieren, roeld^er 

101. PP' l^armonifd^ teilt unb iux^ P" gel^t. 

102. PP' unb F'F" ^armoni[(5 teilt. 

103. einen Äreiö ju lonftruieren, ber PP', P"P'", P^P^ 
l^armonifd^ teilt 

104. ©egeben L, L', h'\ L'", meldte fid^ in O fd^neiben, 
unb P. 35ur(ä^ P eine ©erabe ju jiel^en, roeld^e bie ©tral^len in 
X, X', X", X'" fo fd^neibet, bafe XX' = X"X"'. anal. Y fei 
bie aMitte t)on X'X" unb OY' II XX'". ®ann finb OY unb OY' 
na^ 96 ju lonftruieren. 

105. ©egeben P, P', P", P'" auf einer ©eraben unb L. auf 
L fott X fo beftimmt n)erben, bafe Z PXP' = P"XP"' wirb. anal. 
Sie Halbierungslinien von Z P'XP" unb PXP'" finb nad^ 96 
JU lonftruieren. 2:reffen fie PP'" in Y unb Y', fo ifl ber ^alb- 
Ireid über YY' ein Drt für X. 

106. ©egeben P, P', P", F", P^ P^ in geraber Sinie. X fo 
JU beftimmen, bafe Z PXF = P"XP"' = P^XP^ ifi. anal, wie 105. 
c) Sei ben folgenben aufgaben !ommt 93, bei einigen 94, 95 ober 

96 in anroenbung. 

Sin SJreied ju lonftruieren (33ejei(]^nungen wie in 7 bis 29) aus 

107. M, P, O'" 109. A, P, O'", L 

108. M, P, Ol 110. A, P, Ol, L 

©in red&tn)inlliges SJreied (SSejeic^nungen wie 33 bis 37) ju 
lonftruieren aus 

111. P, O'", F 113. P, O'", M 115. 0, O'", Gt 

112. P, O'", F" 114. A, O; G' 116. C, Oi, H 
117. ©lei(5fd^enHige3 A aus M, m, m'". 

(Sin gleid^fd^enlliges ^rapej (antiparallelogramm) (Sejetd^:: 
nungen wie in 54 bis 86) ju lonfiruierrn aus 

118. 0-, E, A 119. G, E, K 

©in SBiered (Sejeid^nungen toie in 89 bis 92) ju lonftruieren aus 

120. E, P, G, 3Ritte von AB. 124. E, P, G, a, e 

121. B, P, G, amtte t)on AO. 125. E, P, G, b, Z (bd) 

122. E', E", E'", e, a 125a. A, E', E", a, ß 

123. A, E, E", f, Y 125b. A, E, E", c, a 
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126. B, D unb bie ^ßunftc, in benen AO »on ben ^albierunfl«^ 
Itnien von Z B unb Z D getroffen wirb. 

127. ©egeben L, L' unb P auf ber JßattierungdUnie von Z (LL'). 
S^urd^ P )n)ifd^en L unb L' eine ©trede XX' von gegebener £änge 
a }u jiel^en. ^nal. L unb 1/ fd^neiben ftd^ in O. Wlan lonftruiere 
in A OXX' ben inneren Serül^rungdfrei« unb ben äußeren Se^ 
rül^rungdlreiö an XX'. ©ie berül^ren L in Y unb Y'. 3iel^t man 
no($ PA ± h, fo ifi OA befannt, YY' = XX' = a unb O, A, Y, Y' 
l^armonifd^. 97. (§. 53, 4 unb §. 139, 49.) 

128. SHefelbe älufgabe^ nur foQ P auf ber ^albierungdlinie bed 
3tebenn)infeld liegen. 9lnaL SRan lonflruiert bie äußeren ^t^ 
rül^rungdlreife an OX unb OX'. (§. 139, w.) 

129. ©egeben äSiered ABGD. S)ie äBinlel A unb C^armonifd^ 
fo }u teilen^ baß bie S^eilungöfiral^len ein ^araQelogratnm bilben. 
ä(nal. S^t^^ ^^^ ^^^^ ^ parallelen ju ben ©d^enleln von C^ fo i{l 
96 an)un)enben. 

130. ©egeben »iered ABOD. AB unb OD l^armonifd^ fo ju 
teilen^ baß bie ä^eitpunlte ein gleid^fd^enfliged 2:ra))e) bilben. 1. Sinai. 
3)er Äreiö nm bafi SCrapej fd^neibet bie Äreife über ben SJurd^meffem AB 
unb DC red^ttoinllig unb fein SRittelpunlt liegt auf ber ^albierungdlinie 
t>on z (AB, DO). 2. Anal. aJlan projijiere bie ®dCen beö aSieredd unb 
bed ä^ropejed auf bie ^albierungdlinie oon Z (AB, OD); bann Sufg. 95. 

d) S)ie Säfte fiber $ol unb polare ftnb ju benuften. 

131. ©egeben P, E, L. Sßon P nad^ L eine ©erabe )u }iel^en, 
bie burd^ E l^armonifd^ geteilt n)irb. 9lnal. @d^nittpun£t t>on L 
mit ber polare. 

132. ©egeben K, E' unb P auf E. S)urd^ P in E eine ©el^ne 
JU giel^en, weld&e von E' l^armonifd^ geteilt wirb. 

(Sinen Jtreid }u lonflruieren, menn ein $ol P, beffen 
polare L unb 

133. ein ^eripl^eriepunlt F gegeben ifi. 1. »nal. PA±L, 
bann b) anjuwenben. 2. anal. 35er jroeite ©d^nittpunlt P" ber 
©elante PF unb beö Äreifed läßt ftd^ finben, »eil FP" burd^ 5pol 
unb polare l^armonifd^ geteilt n)irb. 

134. ber 9tabiud gegeben ifi. älnal. mie 133. 

135. ©egeben P, P' unb E. »urdj P' eine ©el&ne XY fo ju 
jie^en, bafe PXrPY - P'XrPT. »nal. PZ±PP' treffe bie 
©el^ne in Z, bann ifi Z ein 5ßunlt ber ^polare oon P'. 

136. ©egeben P, F, P". (Sinm ftreiö fo ju lonfiruieren, baß 
hM von ben polaren gebilbete S)reied einem gegäenen !ongruent ifi. 
SSnal. z PMP' u. f. n). belannt, baburd^ M benimmt. @d^lägt man 
um M einen beliebigen Jtreid unb lonftruiert in bejug auf biefen bie 
gjolaren, fo ifi bad entfianbene S)reied mit bem gefugten in ^nlid^:: 
{eitdloge unb M ber ^l^nlid^Ieitdpunlt. 

137. ©egeben Sßiered ABOD. SRit gebenem 9tabiud einen 

Oeümetrif^e itonilntftionS^SEufflakn. 13 
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Ärei« fo ju lonflruieten, ba§ baö SBiered, toeld^eö bie polaren t)on 
A, B, C, D Mlben, ein ^ßaraaelogramm Iji. anal. 3)a bie 5ßolat:en 
t)on A unb C parallel werben fotten, mufe ber aWittelpunft auf AO 
liegen, ebenfo auf BD, alfo 2)ia9onalenfd^nittpunft fein. 

138. ©inen ÄreiS ju fonftruieren, votnn ein jugel^örigeä S^ripel 
(S)reie(I, bejfen ©eiten polaren ber ©den finb, ober ein ©pflem t)on 
brei fünften, roeld^e bie ©igenfc^aft l^aben, bafe jeber ^ßunft ber ^ol 
JU ber SBerbinbungölinie ber beiben anberen ifi) gegeben ift. 1. 2lnal. 
er teitt bie fiöl^en ^armonifd^. 103. 2. anal. SDer 3Rittelpunft ift 
ber ^ö^enburd^fd^nittdpunlt, bann 93. 

3m ©el^nenDiered fei M ber SUHttelpunft, bie übrigen ^ 
geid^nungen wie 89 bis 92. S« ifl ju bead&ten, ba^ im AEFG 
jebe ©eite polare ber ©egenede ift; ift alfo biefeö SJreied belannt, 
fo lann man ben Ärei« M lonftruieren (138). 3)a M im A EFG- 
ber $öl^enfd^nittpunft ifl, fo ift, toenn üon ben 5ßunften E,F,G,Mbrei 
gegeben finb, ber t)ierte leidet ju lonftruieren. 3^^ Äonflrultion 
eines ©el^nentjieredö fei eins ber unter a) biö d) angefül^rten 5ßunlts 
fpfteme unb aufeerbem eins ber ©tüde I bis VI gegeben. @ö ent- 
flel^en auf biefe SBeife 24 Aufgaben 139 bis 162. 

a) E, E, G b) F, G, M c) E, F, M 

d) B, M, aWitte oon FG. 1. 3lnal. SDer ftreis um A EFG ifl ju 
finben. 2. Sinai. SDer geuerbad^'fd^e Äreis t)on A EFG ift ju finben. 
I. a III. a V. s (98) 

II. e IV. Z (ae) VI. z (bd) (98) 

163. E, E', E", r. Sinai. EK±E'E". ÄreiS M m^ 97 
JU lonftruieren. 

164. M, E', E", r. Sinai.. E als 4. l^armonifd^er qjunft 
JU finben. 

165. F, G, E, E'. Sinai. E" gu finben, bann wie 164. 

166. E, E', E", F. Sinai. G ju finben. 

167. F, G, A, D. Sinai. FE als vierter l^armonifd^er ©tral^l 
JU finben. GM fd^neibet FE fenlred^t. 

168. E, G, A, D. Sinai, wie 167. 

169. A, E, 0, F. Sinai, ©tral^l PG ju finben. EIJ_FG 
ifl ein Ort für M. 

170. G, r unb bie ßage von AF unb DF. Sin dl. FE als 
tiierter l^armonifd^er ©tral^l ju fonftruieren. ©d^neiben ^S) FE unb 
GM in K, fo ifl ba ber Äreis GK l^armonifd^ teilt, 97 anjuwenbcn. 

171. E, r, bie ßage von AF unb DF. Sinai, wie 170. 

172. G, r bie Sage t)on AO unb BD. Sinai, wie 170. 

e) 3^^ ®erabe nennt man lonjugiert in bejug auf einen 5lreiö, 
wenn ber 5ßol ber einen auf ber anberen liegt, ©offen bie diagonalen 
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eine« ©elnenmcrcdö lonjugicrt fein, fo ifi E' ber 5ßoI v6n BD, E" 
bcr t)on AC, unb A EE'E" l^at aii(^ bie ©igenfc^aft, bais jebc Seite 
Sßolare ber gegenüberliegenben ©de ift. 6d ifi ballet M auä) für 
biefeö ©reied ©urd^fd^nittspunft ber jQöl^en. 
®itt ©el^nent)iered, beffen ©iagonalen lonjugiert finb, ju 
lonftruieren, toenn gegeben ift 

173. E, F, G 176. E, M, aKitte von FG 179. E, E', M 

174. F, G, M 177. E, E', E" 

175. E, F, M 178. E', E", M 

f) ^tn folgenben ijl ber ©afe anjuTOenben: ©d^neiben fid^ jtpei 
lonjugierte ©erabe L unb L' aufeerl^alb beö Äreifeö in O, fo 
bilben fle mit ben von O an ben Äreiö (aJiittelpunft M) gelegten 
SCangenten OA unb OB ein l^amtonif^eö Süfd^eL SBeweiö. 
MO±L fd^neibe L' in D, MC'±L' fd^neibe L in D'. 3)ann 
ijl D ber Sßol von L, D' ber von L', böiger DD' bie gjolare von O, 
gel^t alfo burd^ AB, u. f. u). 

180. ©inen Äreiö ju lonftruieren, wenn ein 5ßol P, beffen 
polare L unb eine ^^angente L' gegeben ift. 

181. ©egeben K, K' unb L, roeld^e K berül^rt. 3luf L einen 
gJunft X ju beflimmen, fo baß ber SBinlel ber von X an K ge« 
jogcnen Slangenten Don ben an K' gezogenen Slangenten l^albiert 
n)irb. Sinai. 2)ie jweite Slangente gel^t burd^ ben 5ßol von L in 
bejug auf K'. 

g) 3« ^intm 2^angentent)ieredf feien bie SBejeid^nungen wie für 
baö attgemeine SSieredf (89 bi« 92). äußerbem fei M ber aWittet 
punft beö Äreifeö, H, I, K, L bejüglid^ bie a3erü]^rungöpun!te 
auf AB, BO, CD, DA. N fei bie SUUtte Don AO. iparmonifd^e 
Strahlen finb E (ABHI), ^armonifd^e «ßunfte A, 0, E, E'; 
B, D, E, E"; F, G, E', E". SBielfac^ lann man junäd^ft 
aSieredt HIKL lonftruieren (139 biö 172). Slud^ ber ©afe in e) 
läßt fid^ mel^rfad^ anwenben. 

Oegeben ift bie ©ntfernung jTOeier a3erül^rungöpunfte (HI) unb 

182. E, E' E" 183. E, E', M 184. M, E', E". 

©egeben ijl: 

185. A, E, E', E" 190. E', E", F, M 195. A, 0, E', E" 

186. A, E, E', M 191. N, E, E', E" 196. A, 0, E, M 

187. A, E', E", M 192. N, E, E', M 197, E, F, G, E' 

188. E, E', E", F 193. N, E', E", M 198. F, G, E', M 

189. E, E', F, M 194. A, 0, E, E" 

199. A, B, O, E. 1. Sinai. AD -OD befannt unb BE ald 
Ort für D. (§. 66, a). 2. änal. E' ju finben, bann jwei Örter 

13* 
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für M, bie ©enlreci^te von E' auf EE" utA bie ^albierungfilinie 
von Z ABO. 

äll^nUd^ wie 199 ju be^anbeln flnb: 

200. A, C, E, P 202. A, E, E', F 204. E, E', P, N 

201. A, B, E, E' 203. B, N, E, E' 

205. A, C, E, H. änal. E' ju finben, HE' ein Ort für I. 
S)aburd^ wirb Z CIE' = BHI bclannt. 
206. A, H, E, E'. SBie 205. 207. E, E', H, N. 3Bic 205. 

208. A, B, E, H. änal. ©tral^I EI benimmt, bann I, ba 
BI = BH, baburd^ 0, bann E'. 

209. E, F, ö, r. Sinai. S)er Äreid M ijl na^ 134 ju 
lonfituicten. 

210. L, H, E, e. änal. 98 anjutöenben. ®tn jweiter Drt 
für A ijl bie 3RitteIfenIred&te von LH. 

211. A,E,E", f (97) 212. A, E, E" a (98). 

213. ©in aSiered ju lonftruiercn, von n)el(§em ein SBinfel a unb 
bie ©ntfernungen bed Siagonalenfd&nittpunftes von ben ©citen ge^ 
geben fmb. änal. EP±AB, EÖ±BO, EH±CD, EI±DA. 
©dalägt man um E einen beliebigen ilreid unb finb in bejug auf 
benfelben F', G', H', r bejüglid^ bie «ßole von AB, BC, CD, DE, 
fo ifi F'G'HT ein Sparattelogramm (137). 3unä(§fl finbet man 
leid&t A, E, F, I, F' I'. gerner finb EG' unb EH' befannt, ba 
EG. EG' = r^ Sielet man nun F'K II G'E unb I'K II H'E, fo ifl 
AF'I'K aus feinen brei Seiten ju lanftruieren. 

214. 3)ad 2lpoIIonifd^e Serül^rungSproblem. ©inen Äreiö ju Ion* 
jlruieren, ml^^t brei gegebene Äreife K, K', K" berül^rt. (§. 100, 10). 
2lnal. nad^ ©t einer. SBir befd^r&nlen unö auf bie beiben Äreife 
M unb M', roeld^e bie brei gegebenen gleid^artig berül^ren. M be* 
rül^re fie t)on au^en bejüglid^ in 0, D, E unb M' berül^re fle 
einfi^Iiefeenb in C, D', E'. M unb M' werben t)on K um 
gleid^artig berül^rt, ebenfo von K', bal^er liegt ber innere Sl^nlid^Ieit«^ 
punft P t)on M unb M' auf ber ^ßotenjlinie von K unb K'. 
Sluö bemfelben ©runbe liegt P aud^ auf ber Sßotenjlinie t)on K' unb K" 
unb auf ber von K" unb K', b. 1^. P ift baö 5potenjcentrum t)Ott 
K, K', K". 3)a P innerer t^nlid^Ieitöpunft ju M unb M' ijl, 
muffen PCC, PDD', PEE' gerabe Sinien fein. M berührt K unb K' 
gleid^artig, baöfelbe tl^ut M', bal^er liegt ber äufeere äl^nlid^Ieitöpunft 
t)on K unb K' auf ber ^ßotenjlinie von M unb M'. 5^^^ ^^" 
biefelben ©d^lüffe für je pei anbere ber gegebenen Äreife aM, fo 
ergiebt fid^, ba^ bie $ßoten}linie von M unb M' bie ftufere 
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%ad^Icitöad^fe AA' uon K, K', K" ifl. S)le in C unb C 
an E 9e}ogenen S^angenten mögen fid^ in F fd^neiben. S)a FG unb 
FC aud^ S^angenten an M unb M' unb ttbetbied gleid^ finb, fo ifl F 
ein ^untt ber ^otenjlinie t)on M unb M'^ Hegt alfo auf AA'. 3lun 
ifl CC bie polare von F in bejug auf K; ed tnu^ alfo ber ^ol 
von AA' in be}ug auf E auf CC liegen. SRan finbet fo )n)ei 
5ßunfte ber ©eraben CO'. 

215. ©afliUon'fc^eö Problem, ©egeben K, P, F, P". 3n 
K ein 3)reiedf ABO ju jeid^nen, beffen Seiten bejüglid^ burd^ P, P', P" 
gelten. (§. 125, 6). Snal. 3n ben Ärei« K feien bie 3)reiedte ABO 
unb A'B'O' befd^rieben, unb eö fd^neiben fid& AB unb A'B' in P, BO 
unb B'G in F, OA unb CA' in P". 6« ifi ABOA'B'C ein 
Sel^nenfed^dedC, bal^er Hegen nad^ bem ^adcal'fd^en Sa^e bie @d^nitt^ 
punlte ber gegenüberHegenben Seiten in einer ©eraben. @d^neiben 
ftd^ AO' unb OA' in Q", fo Hegen bemnad^ P, F, Q" auf einer 
©eraben. äu^erbem Hegt Q" auf ber 5ßoIare von P", ift alfo be* 
fHmmt. SDer ©d^nittpunlt O" von 00' unb AA' ift 5ßol von P"Q". 
@benfo lann man ben ©d^nittpunlt oon AA' unb BB' fon)ie ben von 
BB' unb 00' lonfiruieren. 

216. ©egeben K, L, L', L". Um K ein S)reiedf ABO ju 
jeid^nen, beffen ßdten bejügHd^ auf L, L', L" Hegen, änal. 3)ie 
»erül^rungöpunfte oon BO, OA, AB mit K feien bejüglid^ D, E, F; 
P, F, P" feien bie 5pole bejügHd^ von L, L', L". ®a ED ^polare 
von C ift, fo mn^ fie burd^ P" gelten, ebenfo mufe DF burd^ P' unb 
FE burd^ P gelten. S)reiedC DEF ift alfo nad^ 215 ju lonftruieren. 

SteieM'SItiffifttettr in beitett tefottberS bie Sitiffiftint 93, 97, 127, 
128 biefeS üttl^oitfieB jttt 8(tttiieitbttstfi lotttmeit« Fig. 4. 

217. a + b, he, t (§• 53, 7). anal. Sunäd^fl ifi A 08G be^ 
fiimmt, alfo aud^ So = V, (po ■+■ p). SBerben 0, m unb m'" auf 
HG aU O', N unb N'" projijiert, fo wirb N"'N - Pc -^ p burd^ 
LC = ho ^armonifd^ geteilt. JCrägt man nun SX = y^NL auf 8G 
nnb SY= V2NO' auf ber Verlängerung oon 8G ab, fo wirb SG 
burdö XY = Vaho l^«rmonifd& geteilt. (II, 97). 

218. a-b, K r anal. 3unad^ft ifl A OWH beflimmt, alfo 
aud^ HW. S)ie $ßrojcftionen von m', m" unb auf HG feien 
tefp. N', N", 0'; bann wirb N'N" = p.-p, burc^ O'L « K l^ar. 
monifd^ geteilt. SCrägt man WY« VaN"0' auf WH uitb WX = 
VaN"Ii auf ber Verlängerung von WH ab, fo wirb HW burd^ XY 
= Vaho l^armonifd^ geteilt (Ü, 97). 

2)ie aufgaben 219 bis 224 finb fi^nlid^ wie bie oorl^ergcl^enben 
JU löfen. 

219. a-4-b, h^ a— ß (A AHW juerft beftimmt) 

220. a— b, ho, a— ß (A ASG juerfl beftimmt) 


233. r 

236. p.-pk 

234. p. 

237. p-q 

235. p.+Pi 

238. u-v 

iben 


245. t. 

248. p-q 

246. w. 

249. u-v 

247. r 

250. p.-p 
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221. a-4-b, K PoH-p (§. 64, 60) 223. a-f b, h^ p.-pb (§. 6^56) 

222. a-b, he, Po+P (§. 64, 61) 224. a-b, K p.-pb (§. 64,57) 
3n bcn aufgaben 225 bis 251 ift C'L burd^ eine Qt^thtm ©trcdc 

na(i^ II, 97 l^armonifd^ ju teilen. Sluger he unb pe+p ift no(§ ßegebcn 

225. a 229. a 

226. Y (§. 64, 62) 230. h. 

227. a-p (§.64,63) 231. t, 

228. c 232. We 
SlujBer hc unb p.— pb ifi nod^ gegeben 

239. a 242. c 

240. T (§. 64, 58) 243. a 

241. a-p(§. 64,59) 244. h. 
3n ben aufgaben 251 bis 262 ift außer h« entroeber p«— p ober 

p.H-pb gegeben. 3m erfteren g^att lennt man auf HG bie $ßunfte L, ü 
unb G ; bal^er ijl LC bur(§ bie ©trede NN'" nad^ II, 93 l^armonif^ 
fo }U teilen, bafe G il^r aJlittelpunlt n)irb. Sm jweiten gaU lennt man 
auf HG bie 5punlte L, C unb H; bal^er ift LC nad^ II, 93 burd^ 
bie ©trede N'N" l^armonifd^ fo ju teilen, ba§ H il^r SRittelpunft mirt 
Slufeer hc unb po— p ift nod^ gegeben 

251. a (§. 66, 90) 253. h. 255. a+b 

252. p (§. 66, 91) 254. t« 256. a-b 
Slu^er ho unb p«+pb ift nod^ gegeben 

257. a (§. 66, 92) 259. h, 261. a+b 

258. ß (§. 66, 93) 260. t« 262. a-b 

263. p, Wc, a. Sinai. ®ie Halbierungslinie bes aßinfefe a ift be* 
ftimmt unb auf il^r m; bal^er ift A CAO nad^ II, 127 ju lonftruieren. 

264. pc, We, a, SKnal. 3)ie ipalbierungölinie bes Srtebenminlete 
von OL ifl befitmmt unb auf il^r m'". S)a]^er ift A CAO nad^ II, 128 
ju lonftruieren. 


Intter ^%ttg. 


3m golgenifen foll 2). g. D. f. a. Sß. I^eifeen: S)er geometrifd^e 
Drt für aUe gSunIte. 

35. g. D. f. b. 3W. a. Ä. fott l^eißen: S)er geometrifd&e Drt für 
bie SJlittelpunIte aller Äreife. 

2). g. D. f. b. ©p. a. SDr. foll l^eif en : 3)er geometrif d^c Drt für 
bie ©pifeen aller S)reiedfe. 
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1. 3). g. D. f. a. 5ß., welche t)on P ben Slbjlanb a l^aben, ifi 
ein Ärciö mit a um P. 

2. 5D. g. D. f. a. $ß., welche von P unb F gleid^en äbflanb 
§aben, ift ein £ot in ber aWitte t)on PP'. 

3. 3). g. D. f. a. 5p., weld^e von L um a entfernt finb, finb 
jwei ^parallelen im Slbftanbe a ju L. 

4. 3). g. D. f. a. 5p., toeld^e von ben ^parallelen L unb L' 
gleid^e ©ntfernung l^aben, ift eine ^parallele in ber 3Witte jwifd^en L 
unb L'. 

5. 3). g. D. f. a. 5p., toeld^e von ben fid^ fd^neibenben L 
unb L' gleid^e (Entfernung l^aben, flnb bie Halbierungslinien t)on 
Z (LL'). 

6. 3). g. D. f. b. 3W. a. Ä., weld^e L in P berühren, ifl ein 
Sot auf L in P. 

7. 3). g. D. f. b. 3». a. Ä., weld^e K in P berül^ren, ift KP. 

8. 3). g. D. f. b. ©d^eitelpunfte ber redeten aSinlel aller red^t^ 
njinfligen S)reiedEe, weld^e eine gegebene ^^potenufe l^aben, ift ber 
über ber ^ppotenufe als ©urd^meffer gefd^lagene Äreiö. §. 10. 

9. 3). g. D. f. b. ©p. a. 3)r., von benen bie ©runblinie unb 
ber SBinlel an ber ©pifee gegeben, ifl ein ilreiö. §.11. 

10. 3). g. D. f. b. fialbierungöpunfte aller ©eignen = a in K 
ifl ein Äreiö um K mit bem Sot von K auf a. 

11. 3). g. D. f. b. Halbier ungspunite aller ©eignen in K, weld^e 
burd^ P gelten, ijl ein Ärei§ über KP als 3)urd^mejyer. 

12. 3). g. D. f. b. ®nbpunlte aller Stangenten = a an K ifi ^in 
Äreiö um K mit bem ätbftanbe beö ©nbpunftes ber S^angente 
von K. 

13. 3). g. D. f. b. 3)urd^fd^nittöpunfte aller S^angentcnpaare an 
K, weld^e z a bilben, ifl ein Äreiö um K mit bem Slbftanbe beö 
3)ur(^f(^nittöpunfteä ber 3::angenten von K. 

14. 3). g. D. f. a. 5p., beren ©umme ober S)ifferenj ber (Snt^ 
fernungen von jmei 5parallelen L unb L' = a, finb 5parallelen in ber 
©ntfernung VaCh— a), refp. VaCa— h), n)enn h ber 3lbftanb von L 
unb L' ifi. 

15. 3). g. D. f. a. 5p., beren ©umme ober S)ifferenj ber ®nU 
fernungen von jmei ftd^ fd^neibenben L unb L' = a, finb mer ©erabe. 
§. 69, c, Sel^rfafe 1 unb 2. 

16. 3). g. D. f. b. ©p. a. 3)r., meldte gegebenen ^n^alt unb 
gegebene ©runbfeite l^aben, ift eine 5parallele burd^ bie ©pifee jur 
©runblinie. §. 104. 

17. 3). g. D. f. b. 3W. ber vkt Serül^rungöfreife berjenigeti 
©reiedfe, von benen zim B^it^ unb ber gegenüberliegenbe SBinfel 
gegeben, finb jwei Äreife. §. 40, 3. 4. 5. 
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18. 3). 9. D. f. b. ©p. a. S)r., t)on betten bie ©rutiblinie 
unb bie S)ifferett} ber Cluabrate ber @eitett gege&ett^ ifl eine 
®erabe. §. 47. 

19. 3). 9. D. f. b. ©p. a. S)r., t)ott bettett bie Otuttbltnie 
utib bie ©utttttte ber Duabtate ber Seiten ßegeben, ift ein 
Ärei«. §. 48. 

Slnmerlung. Sin ©teile ber ©nbpunfte ber ©runblinie lönnen 
in 18 unb 19 aud^ Äreife treten. 

20. S). 9. D. f. b. a». a. Ä., n)el(]^e burci^ P gelten unb K 
red^twinlUg fd^neiben, ifi eine ©erabe. §. 90, a. 

21. S). g. D. f. b. a». a. Ä., wellige burd^ P gelten unb K 
unter beut 3)urd^meffer fd^neiben, ijl eine ©erobe. §. 90, b. 

22. 2). g. D. f. b. a». a. Ä., weld^e burd^ P gelten unb 
t)on K unter bem S)urd^meffer gefd^nitten werben, ifl ein Äreiö. 
§. 90, c. 

Slnmerlung. SCn ©teile t)on P lönnen in 20, 21, 22 mSf 
Äreife treten unb bann lönnen imtner je jwei ber Sebingungen t)on 
20, 21, 22 fombiniert werben. 

23. 2). g. D. f. a. 5p., in benen bie Sinien von P nad^ L = m:n 
geteilt werben, ifl ein 5ßarallele ju L burd^ ben 5pun!t, in weld^em 
eine beliebige Sinie von P nad^ L = m : n geteilt toirb. 

24. S). g. D. f. a. 5ß., in weld^en bie Sinien jnnfd^en ben 5ßaraHelen 
L unb L' = m : n geteilt werben, ift eine 5ßaraHeIe burd^ ben fßunft, 
in weld^em eitte beliebige Sinie jwifd^en L unb L' = m : n geteilt wirb. 

25. S). g. D. f. a. 5ß., in benen bie jwifd^en ben ©d^enleln 
eined gegebenen äBin!eld in paralleler 9tid^tung gezogenen Sinien 
= m:ii geteilt werben, ijl eine ©erabe t)om ©d^eitelpunlt beS SBinlete 
burd^ ben 5punlt, in weld^em irgenb eine ber ^parallelen = m:n 
geteilt wirb. 

26. 3). g. D. f. a. 5p., beren Entfernungen von L unb L' = 
mtn, ift eine ©erabe vom 3)urd^fd^nittöpunlt burd^ ben 5punlt, ber 
von L unb L' refp. bie Slbfiänbe m unb n l^at. 

27. S). g. D. f. 0. sp. B, in benen bie von P nad^ ber 
^eripl^erie von K gejogenen Sinien PA, PA' u. f. w. = m : n ge^ 
teilt werben, ifl ein Äreid, ben matt erl^ält, wenn man PK in M fo 
teilt, bafe PM:MK = m:ii, PA beliebig nad^ ber 5perip]^erie von K 
jie^t, MB II KA bis jum S)urd^fd^nitt mit PA, unb mit MB um M 
einen Äreid f dalägt. Sew. folgt aM §.100, Sel^rfafe 2. 

28. 2). g. D. f. a. 5p. B, in benen bie t)on P nad^ L ge« 
jogenen Sinien PA, PA' u. f. w. fo geteilt werben, ba§ PA . PB = 
PA' . PB' = m^ ifl ein Äreid, ben man erl^dlt, wenn man PA _L Li 
in B fo teilt, ba^ PA • PB = m^, unb über PB ate 2)urd^meffer 
einen Äreiö befd^reibt 
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29. ®. g. D. f. a. ^. B, in benen bie t)on P ouf ber 5ßeripl^erie 
t)on K gejogenen ©eignen PA PA' u. f. to. fo geteilt werben, bafe 
PA.PB = PA'-PB' = m% ifl eine ©enfreii^te ju PK unb jtoar 
burd^ ben 5pun!t B be« 5Dur(§meffeT« PKA, in toeld^em biefer fo 
ßcteiU ifl, bafe PA • PB = m^. 

30. S). g. D. f, a. 5ß. B, in benen bie t)on P auf ber 5ßerip^erie 
t)on K auögel^enben ©eignen PA, PA' u. f. n). fo geteilt werben, 
bafe PB.BA = PB'.B'A' = m^ ift ein Äreiö um K mit bem Wy^ 
jianbe ber ©el^ne 2 m tjon K. 

31. 3). g. D. f. a. $ß. B, in benen bie von P na(§ ber 
5ßeripl^erie von K gejogenen ©eraben PA, PA' u. f. n). fo geteilt 
werben, bafe PA • PB = PA' • PB' = qS ip ein Ärei«, weld^er 
mit K gemeinf(i^aftH(§ P jum ai^nlid^feitfipunft l^at. Sem. folgt 
and §. 100, Se^öft 2. 

82. 3). g. D. f. b. britte ©de B eine« SJreiedö oo apy, beffen 7 
entfpred^enbe ©de in ben gegebenen 5punft P fällt, unb beffen a ent^ 
fpred^enbe ©de ouf Jj Hegt, ifi eine ©erabe, bie man fo erl^ätt: 
Äonflruiere A PA'B' 00 ^aß, fo ba§ A' unb B' auf L liegen, lege an 
PB' in B' nad^ ber vom S)reie<I abgewanbten Seite z a an, fo ift 
ber freie ©d^enlel beöfelben bie gefud^te ©erabe. 83 ew. 3^^^* ^^^ 
burd^ P jwei Sinien unter Z 7, beren eine L in A, bie anbere ben 
gefunbenen Drt in B trifft, fo ifi PBAB' ein ©e^nenoieredf; alfo 
A PAB CO PA'B' aM ©leid^^eit ber 3BinfeI. 

33. 2). g. D. f. b. britte ©dfe B eine« SDreiedtS <=« aß^, beffen 7 
entfpred^enbe ®dfe in ben gegebenen 5punft P fällt, unb beffen a tnU 
fpred^enbe 6dEe auf K Hegt, ifi ein Äreiö M, ben man fo erl^ält: 
PK treffe ben Ärei« in A' unb E; lonftruiere über PK APKM 00 «yap, 
jie^e A'B' II KM bi« ium SDurc^fc^nitt mit PM, mit MB' um M 
ämn Äreiö, meld^er ber gefud^te Drt ift. 83 em. S^^¥ ^^^ ^^'^^ P 
jtoet Sinien unter Z 7, beren eine K in A unb 0, bie anbere 
M in B unb D trifft, fo bafe bie ^ßunlte A unb B fowte 
unb D einanber entfpred^en; bann ifi PK:PM = KA':MB' = 
KA:MB, alfo APKAooPMB; unb PA:PB = PK:PM, alfo 
A PAB CO PKM CO Yaß. 

34. SD. g. D. f. b. britte ©de B eines Sreiedö PAB, von 
weld^em ZAPB = y «nb PA.PBs=p-q; t)on bem ferner eine 
©de in P, bie jweite A auf L Regen fott, ifi ein Ärei«, ben man fo 
erpit: gäCe PA'±L, trage Z 7 an PA' in P an = A'PB', fo 
ba^ PA'-PB' = p-q; befd^reibe über PB' ate ©urd^meffer einen 
Ärciö, fo ifi biefer ber gefud^te Drt. 83 ew. Si^^t ^^« ^^ beliebig 
nad^ li, legt an PA in P Z APB (B auf ber gSeripl^erie) gleid^ 
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unb in QUi^tx Sage mit ATB'; bann ift APBB'ooPA'A, alfo 
PA.PB = PA.PB'= p.q. 

35. SD. g. D. f. b. btitte ©de B eincd JDreiedd PAB, t)on 
toeld^em Z APB = y w^i> PA«PB = p-q; von betn ferner jioct 
©den P unb A auf ber Sßeripl^erie von K ließen foHen, P aufeerbem 
in einem gegebenen 5punfte, ift eine ©erabe, bie man fo erl^ält: 
3iel^e ben SDurd^meffer PA', trage Z y an PA' in P an = A'PB', 
f baB PA' . PB' = p . q, enid^te auf PB' in B' eine ©enfreci^te, fo 
ifl biefe ber gefu(§te Drt. 33 en). wie in 34. 

36. 3). g. D. f. b. britte @<Ie eined ©reiedö, von bem eine 
©de in P (P nid^t auf K), bie jweite auf K liegen foü, von 
weld^em ferner ber 3BinIeI bei P = y unb bad ^ßrobuft ber eim 
fd^Iie^enben ©eiten = p- q, ift ein Äreiö, ben man fo erl^ält: (g^igur 
unb 33ejei($nungen wie in 33). 3^^^^ PA'KE, trage Z y an PK 
in P an = KPB', fo bafe PE.PB'==p.q, KM II A'B' bis jum 
2)urc^fd^nitt mit PB', mit MB' um M ein Äreiö, weld^er ber ge^ 
fud^te Drt ift. »em. SBie in 33 folgt, ba§ PA:PB = PK:PM = 
PA'iPB'; bal^r APBB'coPAA'coPECcoPFD; alfo PA- PD 
= PO.PB = PE.PB' = p.q. 

37. 3). g. D. f. b. ©p. a. 3)r., von benen bie ©runblinie unb 
baö aSerl^ältniö einer anberen Seite ju il^rer ^öl^e gegeben, ift ein 
Äreiö. §. 55, b. 

38. 3). g. D. f. b. ©p. a. ®r., von benen bie ©runblinie unb 
bas aSerl^ättniS ber ©eiten gegeben, ifl ein Äreiö. §. 59. 

39. 3). g. D. f. b. ©p. a. 3)r., von benen bie ©runblinie unb 
bad SSerl^ältnid ber Ouabrate ber ©eiten gegeben, ift ein ÄreiÄ. 
3)urd^ §. 114, b auf 38. 

40. 3). g. D. f. b. $ß., ffir meldte bie nad^ P gezogenen Sinien 
unb an K gelegten S^angenten ein gegebene« SSerl^ältniö l^aben, ift 
ein Äreiö. §. 96, Slnmerl. 

41. 3). g. D. f. b. 5ß., für weld^e bte an K unb K' gelegten 
aiangenten ein gegebenes SSerl^ältniö l^aben, ift ein Äreid. §. 96. 

42. 3). g. D. f. a. 5ß., von benen bie ^an^mUn an jwei ge« 
gebeneÄreife gleid^ finb, ifi eine ©erabe (©l^orbale, 5potenjUnie). 
©d^neiben fid^ bie Äretfe, fo ift fie jugleid^ bie gemeinfd^ftlid^e 
©elante; fc^neiben fid^ bie Äreife nid^t, fo ifi ein Äreid ju lom 
ftruieren, weld^er beibe fd^neibet, unb t)on bem ©urd^fd^nittöpunft ber 
gemeinfc^aftUd^en ©elanten ift auf bie Centrale ber gegebenen Äreife 
ein Sot )u fäSen. 

43. S)er geometrifd^e Drt für bie SBittelpunfte fämtlid^er S5oppefc 
feigen t)on K unb K' (b. 1^. fdmtlid^er ©treden, weld^e burd^ einen 
©d^nittpunlt von K unb K' fo gejogen finb, ba§ ber eine ©nbpunft 
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auf K, ber anbete auf K' liegt, 9lei(§t)iel ob fie auf benfelben ober 
auf t)erfd^iebenen ©elten beö ©d^nittpunfte« liegen) ifi ein Ärei«, ber 
burd^ bie ©d^nittpunfte beiber Äretfe ge^t, unb beffen SBittelpunlt 
bte aJUtte ber Sentrale ijl. 33 en). K unb K' f(ä^neiben fid& in 
O unb D. 3i^^t ^^^" ^^^^ bie SJoppelfel^ne AA' (A auf K, 
A' auf KO, beren SWitte E fei, femer bie Surd&meffer OB unb OB', 
fo ift BA ± A A' unb B' A' ± AA', BDB' eine ©erabe unb parattel 
KK'. 3fi P ber aWittelpunft t)on BB', fo liegt E auf einem Äreife 
über OP afe SJurd^meffer. SJiefer Äreiö gel^t aud^ burd^ D. Bzin 
gmttelpunft M ifi bie SWitte mn KK', ba KM : MK = BP : PB'. 

SDie jn)8If Örter für ben SRittelpunlt eines Äreifed, beffen SRabiud 
gegeben, pnben fid^ in §. 87. 


Wxtxitt ^ttjang^ 


§. 7a. 
ßinfad^e 3lufgaben über ba« Sintiparallelogramm ober 

gleid^fd^enflige £rape}. 

3u bead^ten ifl, ba§ AD=BO=b, AO=BD=e, ZDAB = 

CBA=a. Z(be) fei ZACB. 

1. a, b, h 8. b, h, Z(ae) 15. a, a, Z(ae) 

2. a, e, h 9. b, h, Z(be) 16. b, e, a 

3. a, h, a 10. a, b, e 17. b, e, Z(ae) 

4. a, h, Z(ae) 11. a, b, a 18. b, e, Z(be) 

5. b, e, h 12. a, e, a 19. b, a, Z(ae) 

6. e, h, a 13. a, b, Z(ae) 20. e, a, Z(ae) 

7. h, a, Z(ae) 14. a, e, z(ae) 

3u §. 8b. 
3jl bas airapej gleid^fd^enllig, fo ifl in einigen aufgaben ju be^ 
ad6ten, bafs APBO gleid^fd^enflig ifi, alfo PB burd^ bie ©enfred^te 
Don l^albiert wirb. 

50. a, b, c 52. a, c, a 54. a, c, Z(ae) 

51. a, c, h 53. e, h, Z(be) 

3« §. 8c. 
3fi bad Xxapti gleid^fd^enllig, fo ifi in einigen Aufgaben ju be^^ 
aiä^ten, bafs A AOP gleid^fd^enflig ifi, alfo AP burd^ bie ©entred^te 
von O l^albiert wirb. 
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55. a, c, e 58. e, a, e 61. a^ a, e 

56. a, e, e 59. h, a, e 62. b, e, e 

57. e, e, Z(be) 60. b, a, s 63. a, c, s 

8« §• 12 b. 
(Sin 9lnti|)ataOelogtamm ju lonfiruieren aus 

43. a, c, Z(be) 

8" §• 18. 
15. b, V, p. ancL 3m AADO ifl Z ADO-AOP-=p. 

Slto §. 14. 

8u §. 25. 
b) 2^t&0t man AO auf AB von A aus ab bis H unb BG auf BA 
oon B aus bis L, fo ijl LH = a+b-c, ZOHL=.R-V»a, 
Z OLH = R - Va ß, Z LOH = R - Va T. S)ie SHfferenj ber 
$d$enabf(i^nitte Im ALHO ifi (p-q)-(a-b.) 
3. a-Hb - c, h., T (§• *2, is) 

8« §• 29. 

a) 7. a + b — c, h„ a — p, SlnaL tiatS^ §. 25, b). 

b) 8. (p-q)-(a-b), lü, t- Stn«!- ««<§ §• 25, b). 

8« §• 35 c. 
183. a, p, T, 8. 1. anal. Z ABD = AOD == 8' = Y,(p+7_e), 
2. anal Rteis um ABE treffe AD in F unb BO in O; bann 
ifi ^ » ^. 

8" §• 44- 
31. a-Hb, p,+p, tr Sinai. Si^nlid^ wie §. 19, n, 2. Snal. 

8« §• 45- 
45. a— b, p.— Pfc, t,. 3lnal. h^nlvSi wie §. 19, is, 2. SlnaL 

8« §• 46. 

101. r, p, 7 104. h^ w^ p. 106. h„ p— q, p.— p 

102. r, pi if 105. hv w^ p.+pk 107. Iw P— q» p.+pb 

103. r, p^ t 

3n ben aufgaben 108 unb 109 ifl ju UaSjKxn, bog BG gemein« 
f^aftli^e S^angente ifi an Jtteife um L mit Val^« unb um Qt ober H. 
108. p, p^ h. (§. 64, 64) 109. p^ Pk, h. (§. 64, 86). 

§.48a. 
1. a^+b^+c» = q», r, t.. »n al. @S ifl b»+c«=» yja»+2t.» tc, 
mithin q* = V, (tj + ti h- i?) (1). S)et aWittelpunft bcs Umhafe« 
werbe mit M, ber ©(i^werpunlt mit S, ber SRittelpunft oon AB mit 
D bejeid^net, unb es fei ME ± CD. S)ann ifi MG' « MS>+GS* 
+ 2CS.SE unb MD«-MS*-t-SD»-2SD.SE, alfo r» + 2M[D> 


SCtt^ang IV. 205 

= 3M82 + 68D2 ^^^^ r»+ 2r»- 2AD» = 3M8» + 6SD». SJa nun 
A8^ + BS2=2AD2 + 2SD2, ^^ ^^ 3^2 « sms^ + A82H-B82+48D2 
= 3M82 + V9 (ti + ti + 1^. ^af)tx unter »erüiflici^tiöuna t)on (1) : 
3r^ = 3M82 -*- Vsq^ alfo M82 = r^ — V,q>. Sttfo ijl A 8MC bc^ 
flimmt, ballet auil^ D. 

3u §. 60. 

pr bie Stuf gaben 18 Uü 32 tfl §. 8, b) unb c) ju bea(i^ten. 

(Sin S^rape} }U lonfiruieren aud a^ c^ b:d unb 
18. h 19. e 20. e 21. Z (ae) 22. Z(bi) 

(Sin Xxapzi ju lonfltuieren aud a^ c, e:f unb 
23. h 24. b 25. a-f-ß 26. a 27. Z (bf). 28. b:d 

(Sin 2;rape} ju Ion{lruieren aud 

29. a — c, h^ e, b : d 31. a + c, h, b, e : f 

30. a — c, h, Z (ae), b : d 32. a + c, h, a, e : f 

%üx bie Stuf gaben 33 bid 36 ifl § 12, d) ju bea(i^ten; augerbem 
ffir 35 unb 36, ba§ bie 93erbinbungdlinie bed S)ur(^f(i^nittdpun{ted 
ber nid^t paraQeten Seiten eined S^ropejed mit bem S)iagonalen' 
fd^nittpunlt bie parallelen Seiten l^albiert. 

(Sin S^rapes )u lonflruieren aud 

33. brei ©tüden, weld^e ABFO.bejiimmen unb e:f 

34. brei ©tüden, roeld^e A ACQ- beftimmen unb b:d 

35. a, Z (ae), Z (af), b : d 

36. a, a, ß, e:f. 

37. @in 93iere(! )u lonftruieren aM brei Stüden, xod^e AABO 
befiimmen unb e, c:d. 

pr bie Slufgaben 38 bid 48 ifi §. 23, a) }u bead^ten. 

(Sin äSiered }u lonfiruieren aud 

38. e, f, 8, a:b, c 44. e, f, e, a:c, Z(ae) 

39. e, f, 8, a:b, Z (di) 45. e, f, e, a:c, b:d 

40. e, f, 8, a:b^ a+ß 46. e, f, 8, a:b:c 

41. e, f, 8, a:b, c:d 47. a, c, ß, 7, e:f 

42. e, f, 8, a:c, b 48. a, b, c, ß + if/ e:f. 

43. e, f, 8, a:c, ß + Y 

3u §. 64. 
3n ben folgenben Slufgaben ifl ju bead^ten, ba§, n)enn C, O, 
m, m', m", m'" auf ben ©urd^meffer HG ald C, L, N, N', N", 
N'" projiziert werben, bann C, L, N, N'" unb L, C, N", N' ^arrno* 
nif^e 5ßunfte ftnb unb ba§ ferner G ber SBittelpunft t)on NN'", H 
ber t)on N' N" ifl. — gür bie Stufgaben 66 bid 68 ifi bie »emerhing 
0U §. 46, 106 unb loe (@. 204) ju bead^ten. 
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64. K P/ P« (§• 46, loe) 70. K Pc p« -^• pb 

65. ho, Po, p. (§. 46, 109) 71. ho, p., po, — p 

66. ho, p, h. 72. ho, p, u — V 

67. ho, po, h. 78. ho, p^ u — v 

68. ho, pb, h. 74. p., Pb, u — V 

69. ho, p, p.-Hpb 

75. a, p, Po. 2lnal. SBerben m unb m'" auf bie ^öl^e CP als Q 
unb Q'" proiijictt, fo ijl ate merter J^armonifd^er ^unft ju Q"', 
Q unb P bejilmmt. 

76. a, p., pb. äl^nlld^ wie 75. 

3u §. 66. 
d) 3n ben Slufßaben 90 bl« 93 Ifl ein Ätei« ju lonftruicren, 
n)el($er burd^ B unb G gel^t unb au^erbem eine parallele }u AB 
berül^rt, alfo §. 100, 2. 

90. a, ho, Po — p (11, 251) 92. a, h^ p. + pb (II, 257) 

91. K ß/ Po— P (11/ 252) 93. h^ ß, p. + pb (II, 258) 
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35 ü r r e b e. 


\yn ben ©ammlungen geometrifd^er ÄonfituItiong=3Iuf gaben unb 

trigonometrifd^et Slufgaben, todä)t id^ vov Solaren im aSerein mit meinem 

ÄoIIegen v. Sül^mann l^erau^gegeben l^abe, waren mir bei ber SInorb« 

nung ber SKuf gaben von bem ®runbfa|e ausgegangen, bafe biefelben, 

xütnn bie ©efamtl^eit ber ©d^üler im fianbe fein foH, fie ju löfen, 

fpfiematifd^ bel^anbelt unb in befttmmte ©ruppen geteilt merben muffen, 

für meldte bie ©runbjüge ber Söfung anzugeben ftnb. aSon bemfelben 

®eftd^tSpunft auSgel^enb l^abe id& nun aud^ bie fiereometrifd^en aufgaben 

bearbeitet unb jmar nur biejenigen, meld&e ftd^ auf bie Sered^nung ber 

Äörper bejiel^en; ber größte Xeil berfelben bürfte jebod^ nid^t als blofee 

Sled^enaufgaben anjufel^en fein, ba ju il^rer Söfung grünblid^e Übung in 

ber fiereometrifd^en Slnfd^auung burd^auS erforberlid^ ifi. SluSbrädHid^ 

bemerfe id^, um S^^^w: ju Dermeiben, ba^ id^ bie fiereometrifd^en 

Übungsaufgaben, meldte mel^r fonjlruftit)er Sftatur ftnb unb meldte fid^ 

namentlid^ in ber t)on Dr. Xl^ieme l^erauSgegebenen Sammlung t)on 

Se]^rfä|en unb aufgaben aus ber Stereometrie finben, für ebenfo bered^tigt 

l^alte. Sfhir bürfte ftd^ bei mel^reren berfelben ber Übeljlanb geltenb 

mad^en, ba§ ju il^rer Söfung bie ÄenntniS ber befd^reibenben ©eometrie, 

meldte in ben Sel^rplan unferer ©pmnafien nid^t aufgenommen iji, er= 

forberlic^ ifi. 

3ur befferen Orientierung ber Sefer l^obe id^ ben aufgaben bie 
9lef ultate, einigen fd^mierigeren aud^ eine fui^e SKnleitung jur Söfung 
beigefügt. S)ie aufgaben über fSRapma unb SWinima, fomie biejenigen. 
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iDeld^e auf hibifd^e ©leid^ungcn fül^ren, finb nid^t in befonberen 5ßara= 
gtopl^en Dereinigt, fonbem finben ftcfi, ba ja festere aud^ an bem Slefultat 
leidet ate fold^e etlannt werben fönnen, in ber ®ruppe, weld^e bie t)er= 
n)anbten Aufgaben entl^ält 

99ei ber Bearbeitung ber Dorliegenben Sammlung l^abe id^ benu|t: 
SRüttrid^, Sammlung fiereometrifd^er aufgaben, l^eroui^gegeben t)on 
t). SBel^r; einjelne 9[biturienten=ä(uf gaben unb Aufgaben, meldte in bem 
Slufgaben^3tepertorium ber vovx 5ßrofeffor iQoffmann J^erauggegebencn 
3eitfd^rift für matl^ematifd^en unb naturmiffenfd^aftlid^en Unterrid^t Der= 
öffentlid^t ftnb. 

Stettin im DItober 1887. 
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§ 1. 

2)ie ©runbPad^e eincg geraben breifeitigen 5ßriSmag ift ein bei C 
red^troinMigeS S)reiecl ABO; burd^ bie Äante AC = b werbe eine 
@bene gelegt, weld^e bie gegenüberliegenbe Äante in D trifft. S)er 
9leigunggn)infel ber beiben ©benen AGB unb AOD werbe mit a, ber 
Snl^alt ber ©d^nittpäd^e ACD mit F, bag aSoIumen ber ^ß^ramibe 
DABO mit V bejeid^net unb BC mit a. 3)ie fel^Ienben ©tüde ftnb 
ju bered^nen, rotnn gegeben 

1. a, b, a. äufL F= ^r^; V = la^btga. 
' ' ' 2 CQ3 a ' ° ° 

• 2.Si,\F. aufl. cosa = -||r; V = ^^aK^F^-a^b^ 

3. a, b, V. Slufl. tga.= ^; F = j- J^9VM=Vp. 

3)urd^ eine ©runblante eine^ geraben breifeitigen ^ßri^mag, beffen 
^runbfläd^e ein glei^feitige» Sreied mit ber ©eite a ifi, merbe eine 
^bene gelegt, meldte mit ber ©runbfläd^e ben SBinfel a bilbe. Unter 
SBeibel^altung berfelben SBejeid^nungen wie in ben t)origen SCufgaben 
finb bie fel^Ienben ©tficfe ju bered^nen, wenn gegeben 

4. a, öt. Slufl. F = ^-^, V = la^tga. 

5. a, R aufl. cos« = -^p, V = ?^ ^eF^-Sa* . 

V QT er . 8V ^ F3(64V2 + a<^) 

6. a, V. aiufl. tga = -^,F = — ^-^ ^. 

7. 3)ag aSolumen eine^ fd^ief abgefd^nittenen breifeitigen 5ßrigma^ 
ABCDEF ijl ju bered^nen, rotnn gegeben finb bie ©eitenfanten 
AD = a, BE = b, CF = c, ber fenfred^te Slbfianb e jroifd^en a unb b, 
unb ber abftanb h jroifd^en ABED unb CF. 2lufl. man tarn 
ABED unb CF ate ©runbffäd^en eine^ 5ßriömatoibg ^xnfel^en; bie 

eine ©runbfläd^e berfelben ijl ^^^ — ^, bie anbere O, ber STOittelfd^nitt 
ift ^ • -| (^Y^"*" -y^j/ ^^^^^ V = I he (a + b + c); ober wenn 

lieber, ©tereometrifd^e Slufgabett. 1 


2 §1. 

mit q ber 3nl^alt beiJ ju ben ©eitcnfanten fcnfred^ten Qucrfd^nittc^ be= 
jeid^net toitb, fo iji V = ^ q (a + b + c). 

8. 3)a§ aSoIumen cincg fd^ief abgefd^nittenen ^ßaraHelepipebon^ ju 
bered^nen, wenn jwei gegenüberließenbe ©eitenfantcn, alfo entwebec 
a unb c obet b unb d Qt^thtn ftnb unb bet ^nl^alt q be^ }u ben 
©eitenfanten fenfred^ten Querfd^nttteS. Slufl. Sl^nlid^ wie in 7 finbet 
Xjxan V = 1^ q (a + c) = ^ q (b -*- d). 

9. @in SBürfel von bem SBoIumen v wirb fo t)erf droben, bafe ein 
von longruenten 3tl^omben begrenjte^ ^ParaHelepipebon entfielet. SSHe 
gro^ iji baS SBolumen be^felben, rotnn bet SBinfel eineg Sll^ombug a 
unb bet SfteigungSwinfel einet ©eitenlante gegen bie ©tunbflad^e ß ift? 

Infi. 3fi a bie «ante, fo iji a= W; bie ©tunbfläd^e ifl a^ sina 
unb bie $öl^e a sin ß, alfo FoZ = a^ sin a sin ß = y sin a sin ß. 

10. 3)a3 3SoIutnen eine» von fec^g fongtuenten SRl^omben begtenjten 

5ßataIIeIepipebong ju beted^nen, rotnn eine ©eite beiJ 9ll^onibu§ a unb 

fein fpi^et SBinfel a gegeben finb. Slufl. 2)a3 5ßataD[eIepipebon fei 

ABCDEFGH unb jwat fei Z ABC = a; fattt man von F auf 

ABCD bie ©enfted^te FJ, fo liegt J auf bet aSetlängetung von DB; 

fäHt man fetnet in bet @bene ABFE von F auf bie aSetlängetung von 

AB bie ©enfted^te FK, fo ifl Z BKJ = 9(P. fStnn iji BK = a cos a, 

^. „T BK acosa a , x 

alfo BJ= = unb FJ== V « 2 

cos -^ cos -^ cos^ ^ 2 


a 


- t/' . 3 . a 
a |r I 


-. f sin -^ a sin^; ba bie ©tunbfläd^e ABCD = a^ sin a, fo 

cos -^ Ji Ji 


iji FoZ = 2a' sin -^ f sin -^ a sin -^. 

11. ®n gegebene» bteifeitige» 5ßti»ma foH butd^ eine (^btm fo 
gefd^nitten metben, bafe bie ©d^nittfigut ein gleid^feitigeS 3)teiedE mitb. 
Slufl. SDie ©eite be» gefud^ten gleid^feitigen S)teiedE» fei x, feine btei 
gdCen feien E, F, G. S)utd^ F metbe ein ©d^nitt patattel bet ©tunb- 
Päd^e be§ 5ßti8ma» gelegt; bie Seiten be» entflel^enben 3)teiedf» feien AF 
= c, AC = b, CF = a, unb jmat liege A auf bet G=Äante, auf bet 
E=Äante. Qk^tn mit bann nod^ in bet AC=®bene EH pataHel AC, 

fo iji V^^-b^ = Vji^ - a^ -*- VjF^^^, mithin 3x* - 2x2 (a^ + b^ 
-h c^) + {(a-c)2~ b^} {(a4-c)2 - b^} = 0. »ejeid^net man mit A ben 
Snl^alt von A ACF, fo iji bag le|te ©lieb bet linfen ©eite = 16 A^ 


x^ 


unb ba fetnet bet S^l^alt beä gleid&feitigen 3)teiedCg D = — ^3" iji, f o 


§1. 3 

3^2 ^ Jj2 _|. ^2 

folgt ttug her legten ©leic^ung: D^ -— — D + A^ == o, ober: 

2 wo 

D = -= h y ^ jg ^ — A2. 3n biefem SBerte für 

D l^ot nur ba« pofxüvt S^^^^ ^^ SBui^el ©illtigfeit, benn e« iji 
rF= ^ -T^ ;< D, ba a, b, c < X finb. 

12. ®n ©tüd 5pappe l^at bie gorm eine^ 3led^ted8 mit ben Seiten 
a unb 2 a. SluiJ jeber (gde begf elben wirb ein Quobrat ^erouägef d^nitten 
unb aus bem Slefi ein Äaften bargefteHt. SBie grofe mu§ bie Seite be§ 
jQuobrateg fein, wenn ber 3nl^alt be§ Äafieng möglid^ji grofe werben 
fott? Slufl. 3fi X bie Seite beg Quobrate«, fo finbet man Max. = 

x(2a — 2x) (a - 2x), miti^in x = | a (3 - Vs). 

13. Oegeben fei ein gerabe^ rl^ombifd^eiJ 5pri3ma mit ben Orunb- 
Pfid^en ABOD unb A'B'O'D'; bie ©runbfante fei a, bie ©eitenlante 
b unb Z ADO = 120o. mt P werbe ber 3:eil feiner Dberflad^e be^ 
jeid^net, ber gebilbet wirb von ben ©eitenfläd^en A'B unb BC, fowie 
von ber enbfläd^e B'D'. SBenn man bie ©eitenfläd^en A'D unb CD 
nad^ oben erweitert unb bie ©nbfläd^e B'D' um bie größere SHagonale 
A'C fd^roenlt, fo ifl jebe neue enbfläd^e A'XO'Y roieber ein 9l^ombug. 
a)er neue Äötper ABCDA'XCT l^at ba^felbe Sßolumen aber eine 
anbere Dberflfid^e, meldte von B'X == x abl^ängt, mit F, bejeid^net 
unb beren SÄinimum beftimmt werben fott. Slufl. S)a B'D' =- a, fo 

ift P, = 2ab-ax-*-aV^l/j4-x2; für x = o ifl P, = F,aIfo = 


a irTz /^ . * . r» V TT» TS a 


2ab -^%-VS. ^mcr ergtebt ft(]&P-P, = -Vs + ax-aVS 


2 


V^ + x*; c8 ifl alfo F-F, ^ 0, jcna^em ^ ^3 + ax - a V^ 
y^+x«^ ober 1»^ ^ X ifi. 35a nun für x = o, F, = F; 

für x^jVs, F^^F unb für x=|^K3, wieberum P, = P ijl, 

fo nimmt bei bem ©d^wenfen ber ©nbfläc^e P erjl ab unb bann wieber 
ju; folglid^ mufe jwifc^en ben beiben ©renjwerten ein 3)Hnimum liegen; 
unb bie« tritt ein für x = j a V2. 

änmerfung. SBenn man brei Äörper ABCDA'XO'Y fo ju-- 
fammenfleat, bafe ü^re ©runbfläd^en ein regelmäßige« ©ed^«ed mit bem 
gWlttelpunft D bilben, fo l^at man bie Umgrenjung einer SBienenjelTe. 

1* 


4 § 1. 2. 

3)urd^ aJleifung l^at man gefunben, ba^ bei biefen 3^^^^ ^'X = 

j a J^2 ift. 3)ie Sicnen gebraud^cn alfo ein SDWnimum von SBad^S, um 
einen Slaum t)on beftimmter ©röfee J^erjufletten. 

§ 2. 

SBejeid^net man bie Äante beg SBurfetö mit a, bie diagonale einer 
©eitenfläd^e mit e, bie Siiagonale beg SBürfetö mit d, ben Sni^alt einer 
©eitenPSd^e mit F, ben ^nl^alt einer S)iagonaIebene mit E, ba§ SSoIumen 
be§ aBütfete mit V, fo ftnb bie fel^Ienben ©tilde ju bered^nen, wenn 
gegeben 

1. a. SÄuf I. e = a 1^2 ; d=al^; F = a^; E = a2|/2^ V = a^. 

2. e.2lufl.a=^el^;d=^et^6;P=-^e2;E=ie^»'2;V = ^e3J/2: 

3. d.2lufl. a=|dl^; e=|dJ^;F = |d2; E=|d2|/2;V=|d^K3. 

4. F. 2lufl. Si=V¥; e = |/2F;d=t^3F; E =F 1^2; V = F J^F. 

5. E. aufl. a=y^;e=l^EW; d=}^; F=| E K2; V=Ey|^ 
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6. V. 2lufl. a = rf;e = I^8V2;d = J^27V2;F = J/V2;E= VSW 

7. SBie grofe ift bie Äante eine^ SBürfetö, meieret — eineg burd^ bie 

8 

Äante a gegebenen SBörfete ift? 2luf I. x = a f—. 

SBie grofe ift bie Äante eines SBürfefö, menn 

8. bie Summe feiner Dberfläd^e unb ber eines anberen, beffen Äante 

nmal fo grofe ifl, gleid^ b ift? 2lufl. x = V^Tf^^- 

9. eine aSergröfeerung ber Äante um b, eine aSergrö^erung ber 

(._ 6b^ 
Dberflfid^e um c bewirft? 3lufl. x = — r^v- — . 

10. eine aSerfleinerung ber Äante um b, eine aSerKeinerung beS 

aSoIumenS um c bewirft? auf I. x = ^(b + V ^^^^^ j. 

ll.d-a = bift? auf I. X = I b (t^3 -M). 

12. d4-a = bifi? äufl. x=|b(J^3-l). 

SBie grofe finb bie Äanten jmeier SBürfel, rotnn 

13. bie Summe il^rer aSoIumina b unb bie Summe il^rer fianten 
c betragt? 
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14. ber Unterfd^ieb il^rer aSoIumina b unb ber Utiterfd^teb ü^rer 
Äanten c beträgt? 

15. bie ©umme il^rer Dberfläd^en b unb bie ©umme il^ret Tanten c 
beträgt? 

16. bie Summe il^rer Dberfläd^en b unb bie S)ifferenj il^rer Äanten c 
beträgt? 

17. beibe au§ einem ©toff vom fpecififd^en ®emid^t s bejiel^en, bie 
@nmmt rfyctx Äcmten a dm beträgt unb ein au^ beiben jufammem 

gefegter Äötper p kg wiegt? Slufl. x + y = a; x^ + y^ = ^. 

s 

18. SBie gro^ ifi bie Äante eine0 Sffiürfefe, wenn berfelbe b Siter 

8 

faffen fott? x = KlOOOb cm. 

19. SBieciel Sitet fofet ein ©efäfe, beffen l^ol^Ier Slaum ein SBütfel 

mit ber Äontc a cm ijl? Stuf 1. -^^ l. 

20. Wvt gro§ ifl ba8 fpecipjd^ ©eroid^t eine« aBftrfefö, beffen 
Äontc a cm beträgt unb ber p gr wiegt? SCufl. -^. 

a 

21. aa8iet)iel wiegt ein SBürfel, beffen Äante a cm beträgt unb 
beffen .fpecififd^e0 Oewid^t s ifl? 2luf I. a's gr. 

22. SBie grofe iji bie Äante eine^ SBürfetö, ber p gr wiegt unb 

8 

beffen fpecififdpe« ©ewld^t b ifl? «ufL V^ 

S 

23. Sä[u^ p gr eine« ©toffe« t)om fpecipfd^en ©emid^t s' unb p' gr 
eine« anberen ©toffe« t)om fpecififd^en ©emid^t s' wirb ein SBBürfel ge^ 


8 

cm. 


8 

D d' 

cm. 


goffen. aßic grofe iji bie Äcmtc begfelben? Stuf I. V^ + 4 

s s 

24. aSergröfeert man bie Äante eine« SBürfetö t)om fpecififd^en @e- 
toid^t s um b cw, fo wirb ba« ©ewid^t um q ^r größer. SBie grofe 

ijl bie Äante? Sluf I. x = | ( - b + V^^^^j <^' 

25. ®in l^ol^Ier SBfirfel, beffen l^ol^Ier Slaum ebenfatt« ein SBürfel 
ijl, l^at bie äußere Äante a cm, bie SBanbbidfe b ow unb ba0 fpecififd^e 
©ewid^t s; wiemel wiegt berfelbe? SlufL 2bs (3a^ — 6ab4-4b2)^r. 

26. 3^ einem würfelförmigen oben offenen ©efäfe, beffen fpecifif(|e0 
©ewid^t s ifl, beträgt jebe Äante a cm, ber SBoben unb bie ©eiten* 
wänbe l^aben eine 3)idEe t)on bcm; wiemel wiegt ba0 mit SBaffer ge- 
füttte ®ef ä^ auf I. a« -*- (a - d) (a - 2 d)^ (1 - s) gr. 

27. ©in SBürfel, beffen Äante a cm unb beffen fpecififd^e« ©ewid^t 
s ifl, fd&tx)immt auf SBaffer, fo ba^ bie ©eitenfanten fetrfred^t jur Dber^ 
flfäd^e ftnb. SBie tief finft er ein? SlufL as cm. 
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28. ®in l^ol^Ier SBärfel, beffen äußere jtonte a cm, äBonbbide b m 
unb f^edftfd^S ©etoid^t s i^, fd^toimmt auf äßaffet, fo ba^ bie @eiten« 
tonten fenfteö^t jur Dberjläd^e finb. SBie tief fit* er ein? Stuft. 
(a-2b)''s 


a* 


cm. 


29. SBie wit lann xaan man ben SBfirfel ber t)oriöen Slufgabe 28 
mit einer glüffigfeit t)om fpecififd^en Oeroid^t s' ftttten, fo ba§ er gerobe 
nod^ fc^mimmt? lufl. a»-a^ + (a-2d)^s 


a^Si 

30. 3n einen l^öljernen SBürfel ifi t)on ber oberen glctd^e auS 
ein roilrfelförmiger SCuäfd^nitt gemad^t, beffen Soben uon ber unteren 
SBürfelflädJe 8 cm entfernt ifl. SBirb ber Slu^fd^nitt mit SBaffer ge-- 
füfft, fo wiegt ber ganje SBfirfel 1679 gr. SBie grofe ifl bte Äonte x 
be§ urfprfinglid^en SBörfetö, menn 1 chcm ipolj j gr miegt? Slufl. 
3)er aiu^fd^nitt wiegt (x — 8)^ gr, ber au^gefd^nittene SBfirfel nnegt 

~(x3-(x-8)3) = 18x2-144x4- 384; mit^n x3-6x2 + 48x 
-1807 = 0. 


§3. 

^d^ttitte btttd^ beit äSftrf el ititb JOeted^tmitfl bet babttri^ 

eitiftaitbeiteit ftiiti^tt. 

3)er aSfirfel fei ABODEFGH, fo bafe AE, BF, CG, DH 
fianten unb jmar Don ber Sänge a finb; fein 3)HttelpunIt fei M. 

a) Segt mwx burd^ H unb irgenb einen 5ßunft K t)on FB eine 
ebene, fo ba§ pe t)on EA unb GO gleid^e ©tfidte EJ unb GL aV^ 
fd^neibet, fo ifl ber üuerfd^nitt be§ SBfirfel» ein Sftl^ombu» HJKL 
(bie gegenflberliegenben Seiten finb ifaxoM unb aufeerbem ifl HJ = 

HL), beffen eine 3)iagonaIe JL = AO « a J^ ifl, mäl^renb bie cnbere 
HK t)on FK = p abfängt. 68 ifl HK^ = FK^ -h HF^ = p^ + 2 a^; 

alfo HK = Fp2 4- 2 a^. ferner ift JK = y^+ T "*" T "" 

yJ^p2 + 4a2; EJ=y^-ha2-a2=ip; mitl^in FK = 2EJ. 

Z JHL =» 9 mirb beflimmt burd^ tg -|- ^ar-y— o-äJ ^^'^f^ ^s ? 
== -T^r^r ®^t ber ©d^nitt burd^ F, fo ifl berfelbe ba« 

p 1 4 a 

Guabrat HEFG, gel^t er burd^ B, f o ifl er ber Sll^ombu« HJBL, 
beffen Seite |^ a Kö, beffen diagonalen a K3 unb a K2 finb unb in 
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toeld^em <p beftimmt wirb burd^ tg ^ = V~ ober cos <p = ^ ; tnitl^in 

T = 78027'46",95; Heitier tarn ber SBinfel beg Sl^ombuS nid^t werben. 

Sn ben folgenben aufgaben iji ber SSJürfel ABCDEFGH mit 
ber Rant a gegeben; man foH burd^ H einen ©d^nttt legen, weld^er 
einen SRI^ombu^ au^fd^neibet, von weld^em nod^ ein ©tüd gegeben ift. 
3n ben aufgaben iji FK = p ju beregnen, ©egeben ift nod^ 

1. ber Snl^olt be0 9il^ombu0 « 1,15 a^. 

2. bie ©eite beö 9ll^ombu§ = 1,1a. 

3. cp = 800. 

2)er burd^ ben Sll^ombu« abgefd^nittene Äötper befielet au0 jwei 
gleid^en t)ierfeitigen ^p^ramiben, von benen bie eine H— EPKJ iji; il^re 
©runbfläd^ EPKJ iji ein 3:rape}, beffen Snl^alt = | pa, bie ^öl^e 

ber 5ßgramibe iji = a unb ba§ aSoIumen berfelben = j pa^ ; miti^in 

iji ba§ aSoIumen be§ abgefd^nittenen ©tfidEe^ = |- pa^. 

1 2 

4. gg foH — beg SBürfefö abgefd^nitten werben. SKuf I. p = — a. 

SDurd^ jroei gegenttberliegenbe @dEen H unb B be« SMrfefö finb 
pei parattele (Shtntn, weld^e SU^omben auSfd^eiben, fo ju legen, bafe 

5. ber 2SörfeI in brei gleid^e Xeile geteilt wirb. Sluf I. p = f a. 

6. ber mittlere %vl gleich ber ©umme ber beiben äußeren iji. 
Sluf I. p = ^ a. 

b) ©d^nitte fenfred^t ju einer SBflrfelbiagonale HB. HB 
ftel^t fenfred^t auf ben ebenen GED unb ACE; beibe ©reiedte jtnb 

gleid^feitig, i^re ©eiten fmb a V2. HB fd^neibe GED in L unb ACE 

in K, fo iji HL = LK = KB; benn ^ß^ramibe H-DEG = ^HL. 

EDG=|HL. ~-V3 unb ^ß^ramibe E~DGH= iEH.DGH = 

^a^; aIfo|HL.la2K3=ia^ unb HL = |-a»^; folglid^ HL = 

-HB unb ebenfo BK =|HB. 

fießt man burd^ irgenb einen ^unft L' von HL ©benen paraM 
ju GED in ber Entfernung HL' = p, fo fd^neiben biefe ebenfalls 
gleid^feitige 3)reiecfe aug j. ». G'E'D'; eine ©eite G'E' fei s, fo iji 

s : p == a 1^ : ^ a K3, alfo s = p V^. 3)er ^nl^alt eine« fold^en ®rei- 

edfg G'E'D' ift bann j s^ K3 = | p^ J^. 

Ebenen, meldte jmifd^en EDG unb ACE paraM jU benfelben 
liegen unb bal^er fenfeed^t ju HB pnb, fd^neiben au« bem SBürfel 
©ed^^ede; bie burd^ bie ^Stiüt M von HB gel^enbe fd^neibet ein reget 
mä^iQt^ ©ed^gedt NOPQRS (N auf AD, O auf CD, P auf OG, 
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Q auf FG-, Rouf EF unb S auf AE) ou8, unb jroar jtnb bie däm beä 
@ed^iSe(!eS SOtttten ber SBärfellantett. 

7. £)er 3nl^alt beS regelmäßigen &t^itdt& ift }u bered^nen. 

aufl. £)ic ©eite ifl | a J^, mithin ber gn^olt |a*K3. 

®n ©d^nitt jroifc^en DEG uitb NOPQRS in ber entfernung 
MM' = q »on M fei N'O'FQ'R'S'; biefeä ©ed^äed ^at brci größere 
Seiten S'N',0'F, Q'R' unb brei Heinere N'0',P'Q' unb R'S'; HP 
f(|neibe QR in T unb Q'R' in T'. S5onn ifl MT* = MR* - RT^ 

= I a^ alfo MT = i a K6. 

gemer MT :HM = M'T': HM' ober j a K6 : | a Kä = M'T' : 

i a K3 - q, mithin M'T' = I a »^ - 1 q J^. 

HM : HT =- HM' : HT' ober | a K3 : | a »^ =4^ ~ 1'^'^'' 

alfo HT' = ^ - q |/f , mithin FT' = 2^ + q |/| ; unb R'Q' 

==2PT' = |aV^ + qK6, ba R'T' = T'Q' = FT' ifi. 

gßetien RS unb R'S' oon BE refp. in U unb U' gefd^nitten, 

fo finbet man auf ä^id^e SBeife M'U' =|aK6+iq»^ unbR'S' 

= iaK2-qK6. 

9hin ifl ber ^n^alt be« ©ed^8edEe8 N'O'FQ'R'S' = 3 A M'Q'R' + 

3 A M'R'S' = |(i a J^ - -I- q K2) (4- a »^ + q K6)+ -|-(i a K6 

-<4qr2)(iaJ^- qJ/6) = 4l^3'(a*-4q^). 

S)er Umfong %e8 ©ed^äedte« ifi 3 Q'R' + 3 R'S' = -§- a K2" + 

dqV6 + ^ aVJ- SiiVW =fSa.V2, olfo gleid^ bem Umfange be« 
regelmä^gen ©ed^SedeS unb besS S^reiedeS DEG; mitl^n l^aben aQe 
©d^nttte t)on DEG bis ACF, meldte paroKel biefen ®benen finb, ben= 
fetten Umfang. 
/ S'J'ifd^ctt H unb DEG unb jroar parottel $ur legieren @bene, 

alfo fertfted^t ju HB mirii ein ©d^nitt D'E'G' gefül|rt; wie roeit mu^ 
berfette Don H entfernt fein, bamit 

8. ber Umfang »on D'E'G' gleid^ bem litten Umfang oon DEG 
mit*? 

9. ber 3nl^oft t)on D'E'G' l^oft fo groß wie ber Snl^olt »on 
DEG roiti? 

10. «ß^ramibe H-DEG Mattiert wirb? 

S9ei ben folgenben Stufgaben ift )u bead^ten, baß baS SSoIumen 
einer geraben breifeitigen ^JJ^ramtbc, bereu ©runblante a, ©eiteitfantc b 

unb §ö^e h ifi, ^SL^Vib^-SL^^ ober ^ a't Vs' ifi (§ 4, 1 unb 2). 

Sßie groß ift ba§ SSoIumen ber ^ramibe 
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11. H _ DEG. 

12. M - DEG. 

13. H - D'E'G' mit ber «ebinpng in 8. 

14. M _ D'E'G' mit ber »cbingung in 8. 

15. H - D'E'G' mit ber SSebingung in 9. 

16. M - D'E'G' mit ber »cbingung in 9. 

17. M - D'E'G' mit ber a3cbingung in 10. 

S3ei bcn folgenben 2luf gaben ifi ju beod^ten, bo| ber 9iabiu§ r 

ber Umfugel einer geraben breifeitigen ^ramibe mit ber ©runbfante a, 

jj2 ■./ 3 3h*+ a^ 

ber ©eiteitfonte b unb ber §öl|e h, -q- y „..^_ ^ ober — -^ — unb 

ber 9tabtu8 o ber ^nhigel . -= ober -^^ t^tt 

ifi. (§ 4, 7 unb 8). 

SBie grofe jtnb bte 9tabien ber Um= «nb gntugeln ber 5ß^ramiben 

18. H - DEG 

19. M-DEG 

20. H - D'E'G' mit ber »ebingung in 8. 

21. M - D'E'G' mit ber SBebingung in 8. 

22. H - D'E'G' mit ber »ebingung in 9. 

23. M - D'E'G' mtt ber »ebingung in 9. 

24. H - D'E'G' mit ber »ebingung in 10. 

25. M - D'E'G' mit ber SBebingung in 10. " 

Sttrifö^en DEG unb ACE ifi ein Sd^nitt poraKel ju benfeften ju 
führen, weldper ein 6ed^8e(f N'O'FQ'R'S' au8fc^neibet; meW^c ©tt^ 
fcmung q mufe berfelbe nom SWittelpunft M be8 SBilrfeU l^aben, bo= 
mit ber ^nl^alt beS ©ed^iSedeiS ^ 

26. gleidp^ ^c*^ Snittelfd^nitte« ifi? 3lufl. ^^^Mh. 

27. gleich -I- üon DEG ifi? 3tuf l. q = ^ /5. 

28. mittlere proportionale jwifd^en bem SDUttelfd^nitt unb bem 


=yi-s. 


S^reied DEG ifi? Stufl. q . - 

29. SBie grofe mu| q fein, bamit R'Q' = 2R'S' ifi? 3lufl. 

q = -18-. 

S{n ben SCufgaben 26 bi« 29 ftnb bie ©eiten beä ©ed^ged» ju be« 
rcd^nen; femer bie 3SoIumina ber ^ß^ramiben, beren ©runbfläd^e ba8 
©ed^^edf ifi unb beren ©pi|en in M unb in H liegen. 

30. aSenn man bie ij^ramiben H - DBG unb B - ACE <&-. 
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fd&neibet, fo bleibt ein DItaeber übrig, toeld^ei^ naiver ju befd^iben ift. 
S)a§ aSoIumen begfelben ifl leidet ju bered^nen, ebenfo ber kobiu^ ber 
Utnlugel. 

c) aSie Derl^alten fid^ bie Snl^alte betjenigen gifluren jueinanbet, 
butc^ iDeld^e ein SSJürfel l^albiert werben lann, xotnn biefelben 

31. aied^tedfe finb. Slufl. 3)a8 Sled^tecf fann enttoeber ein 
Duabrat fein ober ein Sled^tedf mit ben Seiten a imb b,V2] mitl^in 
üuabrat: Sled^tetf = 1 : ^2. 

32. Sll^omben ftnb. SCufl. Ser Sll^ombu^ fann enttoeber ein 
Duobrot fein ober ein SUl^ombuS HJBL mit benJDiogonalen a J^3 
unb si/2; müf)in Quabrat: Sll^ombuS = |/2" • ]/3. 

33. regelmäßige ?Jiguren finb. Slufl. S5ie gigur fann entmeber 
ein üuabrat ober ein regelmäßige^ ©ed^iJed fein, beffen Qnl^alt ^sl^Y^ 

ift; mitl^in Quabrat: ©ed^Äedf = 4 : 3 /3. 

d) aSon einem SBilrfel fd^neibet man bie @dfen ab burd^ gbcnen, 
meldte burd^ bie SÄitten berjenigen Äanten gelten, meldte t)on ber ab- 
jufd^neibenben 6dEe au^gel^en. 3^^ beredjinen iji 

34. bie Dberfläd^e be« SHefttorper«. 3lufl. 3)er Slefiförper toirb 
begrenjt von 6 üuabraten, beren Seite 4* ^f^ 2 unb beren ^ii^alt^ a^ 
ifl, unb von 8 gleid^feitigen 3)reiedten, beren ©eite \^i'i unb beren 

3nl^alt \^^V^ iji; olfo Dberflädjie beg Slefiförper« = a^ (3 + /S"). 
2lnm. 3)ie Dberfläd^e beg Slefiförper« ifi boppelt fo groß mie bie eine^ 
Sftejifötper^, meld^ien man in äl^nlic^er SBeife au8 einem Dftaeber er- 
hält (§ 9. 6). 

35. baö aSoIumen beg Sftejiförperg. ^ufl. S)ie ©runbflad^e 
einer abgefd^nittenen ^ß^ramibe % \^ 1^3 unb ü^re §öl^e \ ber 

3)iagonaIe, alfo -^ a }/3 ; mitl^in abgefd^nittene ^ßpramibe = -^ a^ 

unb Sfteftförper == a^ - -^^ a» = 4 a^ »nm. 2)a3 SSerptnig be0 
aSoIumen« be^ Slejlfötper« ju bemjenigen be^ 3leftfötp^g, meldten man 
in äl^nlid^er SaSeife aug einem Dftaeber er^t, iji 2^/2 . (§ 9, 7).) 
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a) 3)ie breifeitige ^ßpramibe. 

3n einer geraben breifeitigen ^ß^ramibe, beren ©runbfldd^e baS 
gleid^feitige 3)reiedE ABC unb beren ©pi|e S iji, fei a eine ®mttb- 
fante, b eine ©eitenfante unb h bie §öl^e SD. 

%a% SSoIumen iji ju bered^nen, menn gegeben 
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1. a, b. aiufl. Vol = ^ a=» y3b*-a^ 

2. a, h. 3lufl. Vol^^si^h^J. 

3. b, h. 3luf L Vol =^^h(h^- h'^ ^J. 

S)cr SKabiu« r ber Utnfttgct ifl §u bcted^nctt, wenn gegeben 

4. a, b. S Kufl. 3ß M ber 3WitteIpunft, f o iß M A = MS = r; 

nun ift SD = yb«_^' = r + MD = r + ^r*- |, oTfo 2t^ + 
2rVr«_|-' = b*unbr=^']/^ 


3 **"" ' 2 ^3b '-a'' 

5. a h. 3luf I. r + ^r^ _ ^ = h, alfo r - ^ 

6. b, h. 3lufl. a* = 3(b=»-h2), mitl^n r = 


a^* 


b 


2h* 
S)en 9ftabiuä p ber Snfugel ju bered&nen, wenn gegeben 

7. a, b. 9lufr. p I- l4^ + 4pJV3-= 4 J' /3 

l/^^, alfo p = /»^3b^-^' . 
3 3 »^ib* - a* + a »/3 

8. a, h. Slufl. p^i/4b*_a^ + -|-p^,/3 = 4-|'j/3h, olfo 

a (t/12h'' + a=» - a) 

'^ 12h 

9. b, h. Slufl. a« = 3 (b^-h''), olfo p « h^/b ^-h" _ 

10. ©egeben ifi ein gleid^feitige« S)rcie(I ABC, fein 3JlitteIpunft 
fei O unb r ber «Rabiug beS Umfeelfe«; ouf OA, OB, 00 werbe »on 
O ttug biefelbe ©trede x = OA' = OB' = 00' obgetrogen (x > r)., 
T fei bog aSoIumen be3 Sietroeberg, beffen ®runbfläd&e bo« gleid&feitige 
S)reie(I A'B'C ifi unb beffen ©eitenfläd^en bie gleid^f(i^enttigen S)reie(Je 
AB'O',^ BO'A', OA'B' fmb. ©efud^t wirb ber SBert t)on x, für welchen 
"^ = T ^^ iP- Sluf I. S fei bie @pi|e be« a;etroeber8 unb e8 fei 
CD ± A'B'. SJonn ifi A'B' = x }/3", OD = -^ 80^== OD« _ OD« 

"'(''^¥)'-(fr=''('^+^)- goigiidp V = I /3"|/r(?Tr) 

= 1 x^»; nm^n x» _ 4 rx _ ^ r« = 0, x = 2r. 

11. iBon einer breifeitigcn 5ßpramibe !ennt tnon bie ßängcn a, b, c 
ber oon einer ©de ouägel^enben Äonten unb bie non il^ncn gebilbetcn 
SBittfel a, ß, T- S« Beregnen ifi ba8 aSoIumen V be« ietroeberS unb 
ber 3iobiu0 p ber ^ntugeL lufl. Sßirb bie nom (Snbput^ ber 
Aonte c auf bie @bene beiS äBinlelS y gefällte ©enlred^te mit h unb ber 
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^äd^tiroinlel an ber Äante b mit ß, bqeid^et, jo tfl h = c sin a 

sin p, ; mit^n V = -i^ abc sin a sin t sin ß„ loo ßi bcfümmt ifi burd^ 

cosB — cosacosY 

cos ß, = ^ ; —. 

^ sin a sin Y 

3fl O bte DberjKiJ^e bed a:etracberg, fo ifl p = -g-. 

b) 3)ic Dierfcitige ^pramibe. 

3n einet geroben oierfeitigen ^ramibe, beren ©runbflad^e ein 
gied^ted ABOD mit ben Seiten AB = a unb BC = b unb beten 
6pi|e S ifl, metbe eine ©eitenfante mit s unb bie $51^ SM mit h 
be^eid^net. 

2)ad Solumen ifl ju beted^en, rotnn gegeben 

12. a, b, h. auf I. Vol = -^ *^*^- 

13. a, b, s. aufl. Vol^^^abV^:^^:^' 

14. a, h, s. auf l. Fo/ = 4 ah i/is^-ih^-a^. 
2)et 9labiu^ bet Untfugel ifl ju beted^nen, rotrm QtQtbtn 

15. a, b, h. aufl. 3fl O bet 3RitteIpunft, fo ifl h = 804- 

OM . ■/ o « -1- M .. ^1. -r a^ 


= r4-rr2- — ^, alfo r = ^ 


s^ 


8h 
16. a, b, s. aufl. r = 

i2 


|/4s-a2-b2* 
17. h, 8. «ufl. r = ^' 


2h 

18. S)ic ^ptamibe foll mittel« einet butd^ bie ©ette AD bet 

®tunbf{äd^ ge^enbe @bene AB'G'D (B' auf SB, C auf SC) ^albiett 
werben. 9lufL SRan lege butd^ ben SRittelpuiA E tion AD, ben 
SRittelputdt F von BC unb S eine @bene, n>elc^e B'C in G fd^neibet; 
fetnet fei EH X SF, SM X ABCD unb SM' X AB'O'D. 35onn 
iji Pyr S - ABOD = 2Pi,rS- AB'O'D, mitl^itt AD • AB • SM = 

2 ^P "^ ^'^' . Eö . SM'; bo AB. SM = EFSM = SF-EH unb 

EG . SM' = SG . EH, fo ifl AD • SF = (AD + B'O') • SG, mithin 

SF , ^ B'C , SG ^ SB , SB' „ ^d.» 
g^ = H- J5- =1+ SP ober gg. = 1+ gg-; alfo SB^ = 

SB^-SB-SB' unb SB'» = SB • BB', b. §. SB ifi in B' fietig 
geteilt. 

19. ©egebcn ifi eine gjpramibe 8 — ABCD, beren ©runbpd^e 
ein Duobtat mit bet 2)iagonale 2 a ifi; bie $ö^e SE bet ^ptatnibe 
fei h. 93on A fäSt man eine Qtxitti^t'AK auf bie gegenöbetliegenbe 
Äante SO unb legt butd^ AK bie ^etpenbtfulatebene ju 80, meld^ 
SB in F unb SD in G trifft. ®efu(i^t witb baä SSolumen ABODPKÖ 
= T. aufl. SE tteffe AK in H. 68 ifi V = PyrS -ABOD — 
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Pyr S _ AFKG- = 4 a% -^ AK • FH • SK. SHutt ifl Steicd ACS 

- 2 ah 

= ah = -2- AK j/h='+ a^ mitl^in AK = gemcr SK* = 

AS* - AK* = h* + a* - tT^\ ; alfo SK = f ~^' . 9hin ift 

h* + a* ' i/h* + a* 

nod^ FH ju bcred^nen. ®« ifi HE : AE = CK : AK ober HE : a = 

2a^ : /^^ , alfo HE = ^, mithin SH = ^'~^' ; ferner 
f^h*H-a* i/h* + a* h' ^ h ' ' 

PH:a= ^^=^ : h, alfo FH = ^^^^-^. S)a^cr V = 
^QuS^l'af^ • Sfi h = a, fo ift V (ba« SSoIutnen ber ^älfte 

cine^ regulären Dftaeberg) =-|-^^- 

20. SBie grofe mu§ bie Äante x ber ©runbfläd^e unb bie igöl^e y 
einer geraben t)ieryeiti9en ^ß^ramibe, bereu ©runbfläd^e ein Duabrat ift, 
fein, xotnn bie ©efamtoberfläd^e berfelben bei bem gegebenen 3Solumen k 
ein SÄinimum werben fott? Sufl. S)ie ^öl^e einer ©eitenfläd^e fei z, 


x2 


bann ift Min = x^ + 2xz. 9hin ijl z^ = y^ + :l- unb x2y= 3k, alfo 

Qlr'2 y Q 1 2 2 

y^= — ^, mitl^in Min = x2 + 2x \^^ -f.—, worauf man x = 
X ' X* 4 


F -y unb y = i/6k finbet. 

3)ur(^ eine t)ierfeiti9e ^ß^ramibe, bereu §öl^e SE = h unb bereu 
®runbflä(^e AB CD ein Duabrat mit ber Seite a ifl, fei ein ©d^nitt 
A'B'O'D' (A' auf SA u. f. m.) parallel ber ®runbfläd&e gelegt. 
SBeld^cn Slbftanb SP = x mn ber ©pi|e S mufe ber ©d^nitt l^aben, 
bamit 

21. Pi/r E - A'B'C'D' ein SKajimum mirb? Sufl. A'B' fei = 
y, fo ift Max= -|-(h — x)y2, unb ba h:a = x:y, fo ift Max = 

— (h — x)— p— , moraug fi(^ x = -|- h ergiebt. 

22. Pyr E ^ A'B'O'D' = — Pw S - ABCD mirb? Sufl. 

n 

e« ifl^yMh-x)= — .4-a*h; unb ba y = ^, fo ifi x'-hx* + 


— = 0. 
n 
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S)te ^öl^e h einer geroben abgefhintpften ^ß^ratnibe ifi ju bered^nen, 
wenn bie ©umme ber ©eitenfläci^en gletd^ ber Summe ber ®runbfld(ä^en 
ift unb 

1. bie ®runbflä(i^en jroei Quabrate mit ben Seiten a unb b ftnb- 
aiufl. Sie igöl^e einer ©eitenfläd^e fei x: bann iji x^ = h^ + (^Y, 

alfo a24-b2 = 4 — 2" Kh^ + (^^J ober a^ + b^ = (a-t- b) 

ab 


j/ 4h2 + (a - b)2, mitl^in h = ^ ^. 

2. bie ®runbfläd^en jn»ei regelmä^ge ^ßol^gone mit ben S)urd>= 

mt^ttn a unb b ber 3fnfeeife finb. 3lufl. S)ie Seiten ber @runb= 

fläd^en feien s unb s'; bann ifi s:s' = a:b; bie ^öl^e einer ©eitern 

nsb^ . .„ 

femer ift 


fläd^e fei x. S)ie ®runbfläd&en ftnb ^ unb ^^'^ 


x2= h2 + 


M- 


mm 5|? + 


]/h» + (LzL^yunb i^ierauä h = 


4 
ab 


4 
nsb^ 


4a ' 


n f ^ bs\ 


2 ; — ' " a + b* 

3. S)te ©Tunbfläd^en einet abgefiutnpften ^^ramibe ftnb ju be^ 
red^nen an« ber §öl^e h, bcm SSoInmen V unb bet Summe ber ©runb« 

flöd^en G + g = 8. 3lufl. 4^h(G+ ^^G^+ g) = V, otfo Gg = 

4. S)ie ^öl^e x einer ^ß^ramibe ju bereci^nen, wenn ein ©tumpf ber= 
felben bie ®runbflä(ä^en Gr unb g unb baS SSolumen V l^at. Slufl. 

Sft y bie ^öl^e beS ©tumpfei^, f o ifi y = 


G 4- }/Qg -H g 


unb ba 


l/G : yö - ^ = x:y, fo ift x = IT ^^ 

GyGr — gyg 

5. 2)ie Äanten ber ®runbfld(j&en einer abgeflumpften quabratifd^en 
^ß^ramibe finb a unb b; biefelbe miegt p kgr unb befielet aus einem 
©toff vom fpecififd^en ®mi^t s. SBie l^od^ ifi biefelbe? Sufl. x = 

3p 
s (a2 -^ ab + b^y 
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§6. 

ä9e}eid^net man bie j^ante besS teguläten ^etraeberS mit a, bte 

ipöl^e einer ©eitcnfläd^e mit p, bie ^öl^e beS ^^etweberS mit h, ben 

Snl^olt einer ©eitenfWd^e mit P unb ba8 SSolumen be? 3;etraeber8 mit 
Y, fo finb bie fcl^Ienben ©tflde ju bered^nen, menn gegeben 

1. a. 2CufL p = 4 a »^; h = t » I^'» F= ^ &' \/3; 
V = A- a' )/2: 

2. p. aufL a = -I p }/S; h= 4 p i/2^ F = ^ P V3; 

V=ih3v'3: 

4. F. Slufl. a = 2 Y^; P = }/Fj/3; h = -| y'2P/3; 


y = 4Fy^. 


»^3 


8 


3j/3 
5. V. äufl. a = y6V|/2] p = 4 t^ 1944V2; 

" 6 

§7. 

^d^ttiite bitrii^ bod regttljlire 2!ehraeber ititb J6ered^mtitg 

ber baintäf eniftaitbeuen %dt)ier« 

a) aSieredige ©d^nitte. 

Segt man burd& bie aWittelpunfte E, P, G, H ber Dier Äatiten 
AD, BD, BO, AO cineg regulären a;etraeberg ABCD mit bem 
SDHttelpunft M einen ebenen Q^nitt, fo ba§ alfo bie beiben jtd^ Ireujenben 
Äanten AB unb OD nid^t getroffen werben, fo eri^ölt man aU ^vixä)= 

j^xitl ein üuabrat; jebe Qtitt be^felben ifl ^f ßlfo fein Umfang 2a 

unb fein 3"^^ö -j. 

©in ©d^nitt paraM bem vorigen unb in ber (Sntfernung p t)on 
bemfelben fd^neibet ein 9led^tedf ET'a'H' au^. 

1- Su bered^nen Umfang unb Snl^alt biefe« aied^tedfg. Sufl. 60 
fei E'F' = Si unb F'Q' = 83. ©ine @en!rec^te T)on D auf AB treffe 
EF in P, ET' in P' unb AB in J; unb eine ©etrfred^te von J auf 
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CD treffe CD in K, EFGH in Q unb E'P'G'H' in Q', fo ijl 
2QJ=ä = EJ^" = -y a?, mm QJ = ^ * Z^"- 3m APQJ ifi PP':PJ 

= QQ' : QJ ober PF : -J }/3" = p : -J }ß, olfo PF == 4" P »^«^ 

3m A ABD iH E'F:FD = AB: JD ober s, : 4" » K' 3" + FF = 
a : 4" a »^3", mithin s, = 4-a+pV2: 3mA BCD treffe BK bie 
©erabe FG in R unb P'G' in R'; bann i|i F'G' : BR' = OD:BK 
ober Sa: 4" a ]f^— PF' = a : 4^ a j/¥, ntttl^in s^ = 4" a — p j/2. 
2)er Umfang be« 9led^te(l3 E'F'G'H' tjl mithin 2 s, +2% = 2 a, alfo 
fonftant; bcr Snl^alt ijl s, Sj = 4 a'' - 2p=« = 4 (a' - 8p=»). 

2. 3u bered^ttcn bie aSolumina ber burd^ ben ©d^nitt E'P'G'H' 
entfiel^enben Steile bc8 Sietraeberä. äCufl. S)cr üeinere berfelbcn be= 
fielet au8 jwei regulären S^etraebem, bercn jebe ©eite Sa ifi, unb einem 
sßriSmatoib, bcffen eine ©runbpd^e ba8 Sted&ted E'F'G'H' ifi unb 
beffen anberc ©runbfläd^e ju einer ©eroben jufammcngefd^rumpft ifi. 

S)a« SSoIumen beäfelbcn ifi 4- Sa' V^ + ^^ ]/'^~ 24 ap* 1/2"+ 64p») 

= -^ a» /2 - 4- a^P + 4- P'- ®« größere 2;eil ifi ein 5ßrtämatoib, 

beffen ^Solumen gleid^ -^ a»i/2 + 4- a^ — 4 P' ifi- 

3. SBie grofe fmb biefe SJoIumina, wenn E'P'G'H' «UHttelfd^nitt 

jroifd^en EFGH unb AB ifi? 3lufl. -Jj- a» j/2" unb ^fn^V^. 

SBie weit mufe bcr Schnitt E'F'G'H' rom «Dlittelfd^nitt EFGH 
entfernt fein, bamit 

4. s, = 2S2 ifi? SÄufl. p = ^ aj^. 

5. s, = nsa ift? Slufl. p = » (P- 1) _. 

2 1/2^(11+1) 

6. SÜed^ted E'F'G'H' bie ^älfte beS SJUttelfd^nitteä ifi? Slufl. 
p=4-a. 

b) S)reiedigc ©d^nitte. 

S)ie ©runbflädpe ABC eine« regulären S^etraeber« ABOD fei 
burc^ EP II AB l^albiert; ber ©(|initt burd^ D unb EP l^albiert olSbann 
baä 3;ctracber; ju bered^nen ift 

7. A DEF. 3luf r. EP» = 4 a^ ölfo EP = CE = CP = 
4aj^2". U fei nod^ DG J.AC unb DH J.EF; bann ifi DE" = 

DG=' + EG» = 4a»+ (4 a »/2-|-)' =4*^-4" a^ V% 
unb DH» = DE»- 4 EP» = 4 a»-4a» /2 _ 4a»= f a» _ 
4a»i/ 2: Mithin A DEP = 4 EP • DH = 4 a» l/ii_4 0. 
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8. ber Slabtu« r bc8 tlwfteife« von DEP. Slufl. 6« fei M bcr 
2)HtteIpunft, fo ifl ME^* = EH2 + (DH_DM)2 ober r=» =(4-a i/2")' 

V ' J p (11 - 4 j/2 ) 

9. ber 3lobiu8 p be8 Strfrcife» vo n DER Stuft, gg ijl 
p(2DE + EP) = EF. DH ober p (2 ^/^^^ ^ + ^ ^^ = 

_ / al/ll-4]/2" 

4aj/2 y^-4j/2; mithin p ^' ,_ . . 

2j^r2y3-j/2+lJ 

£egt man burd^ CD unb ben SRittelpunft L t)on AB einen @d^nitt 
fo toirb burd^ benfelBen boS Xetraeber l^atbiert; )u Bere^n ifi 

10. A ODL. Stuft, -j- a* V^- 

11. ber 8lttbiu8 r, beä Uut!retfe8 non CDL. Stuft. ®« fei 
LKXCD unbM, berMittelpunft,foiflOM,2 = CK* + (LK-LM,)2 

ober r,=» = 4 a* + (t * ^- f«)*; «Ifo r, = -| a y2^ 

12. ber Slabiu« p, be8 Sntreifc« non CDL. Stuft. 68 ifl 
p,(2CL + CD) = CD.LK ober p, (a ^2 + A)=-^a.^i2 , mitl^in 

_ ay2(/2-l) 
Pi 2 • 

@in Xetraeber lann atfo burd^ ^»ei nerfd^iebene gteid^fd^et^ige 
S^reiede l^atbiert roerben; in toetd^m SSerl^ättniS fUi^en 

13. bie gsnl^otte beiber S>reic(Ie? StufL -j- 1/2(11-4/2). 

14. bie gn^olte ber Untfreife beiber S^reiede? Stuft. 16 (11—6 -0) 
:9(ll-4y"2). 

15. bie 34ttltc ber SnJreife beiber JJreiede? Stuft. 17 + 10 1^ 

:4Cl3-4y2+4 "^3 - Yl"). 

16. bie Umfange ber Umfrcife beiber ©reicde? Stuft. 4(3- Vi) 
:3]/ll-4 i2. 

17. bie Umfange ber gnfreife beiber S)reie(Ie? Stuft. l/ll-4y2' 

: 2 (2 ]/3 - /2 + 1)()^ - 1). 

1 
SSon einem regulären ^^etraeber ABCD fott — oBgefd^nitten werben 

burd^ einen ©d^nitt, roetd^er burd^ bie @pi|e D gel^t unb fid& atg gleid^= 
fd^nlligeS ^reiedC barfteUt. 93on te|terem folten Bered^net werben bie 
@runbtinie g, ber ©d^enlet s unb bie ^S^t h. S)a ti vier fotd^er 
©d^nitte gieBt, fo finb biefetBen nod^ nä^ ju Befttmmen. 

Siebet, @tei;eonietrif<$e XufgaBen. 2 
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Er = h,. aiufl. g, =a; äE= — a; s,2=a='+ -^ a*-2a. 


18. S)er ©d^nitt fott nod^ burd^ bte Äante BD gc^cn; er treffe 
AO in E unb e« fei EFXBD; bonn i|i BD == g„ BE = s, uitb 

— a; St*= a*+ — . 
m ' m' 

^a cos 60°, mithin s, = a 1^1-^+^ ; h,=' = s,^ - ^ a^ olfo 

, t/3 i T 

19. 3)er S^itt fott ABO in" EP II AB f^neiben unb jroat fott 

DOEF = — ABOD fein, auf l. 6« fei DG ± EF unb DH ± AO 
bann tfl EF = g„ DE = Sj unb DH = ha. ®8 ifl A OEF = 

— ABO unb ba ABO : EFO = AB» : EF« ober 1 : — = a« : g,« fo 

iH g2 = a y^. ^mer s^* = 4 a« + (-f a-g^)*; alfo s^ = 

aFn- — - y^ unb ha = Vsa^ - 4 g2«=a F 1 + -1--}^ 

20. S)er Sd^nitt fott ABO in EF II AB fc^neiben unb sroor fott 

DABFE = — ABOD fein. Slufl. ©ä fciDGXEF unbDHXAO; 

m ; ' ' ' 

bonn ifl EF = gs, DE = Sa unb DG = ha. 6« mu| ABFE = 

— ABO fein, olfo EFO = ^^^ABO; mitfiin 1: ^^ = a^^tg,* 

unb gs = a V . ^l^nlid^ nne in 17) flnbet man Sa = 

ayi+Ezii_y^„„bh3=ayi+ä^-]^Hi. 

21. SDcr ©d^nitt fott fd^ief burd^ baS Xetraeber gelten, aber 
ftjmmetrifd^ gegen jioei Äanten; er möge AO in E unb BC in F 
treffen; bann foff OE =BP fein. 2luf l. 6^ fei roieber DG X EP unb 
DHX AO; bann ift EP == g^, DE = s^ unb DG = h^; eg fei nod^ 

OE = BP = x. ®ann ijl AEOP= 4x(a-x) sin 60^= — ABO 
= — X ^' mithin 4-x(a-x)-|- fä" = ^ -J l/Funb l^ierau« x = 
a (i - It-W- ^^^^ ^^' = ^^' + CP2 - 20E . CP cos 60^ 
ober g4^ = x2 + (a - x)2 - X (a - x), alfo g* = a Vi - — ; 
S4 = a y 1 — — unb h4 = 4- a r 3 — — • 
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c) 22. 2)en SBittfel }u bered^ncn ivoVi^tn ber ©runbflcid^e beS 
regulären 3;etraeberg ABOD unb bem ©d^nitt burd^ bie Äante BO, 
loeld^er junäd^jl ber ©runbfldci^e ein ©rittet vom Xetraeber abfd^neibet. 
aiufl. S)ie Äante be§ a;etraeberg fei 1; bie burd^ BO gelegte ®bene 
fd^neibe DA in E; ferner fei AHXBO nnb bie von D unb E auf ABC 

gefaßten etntttifyttn feien DG unb EP; bann ijl DG = j/^, EP = 

4]/5; PH = -^yS; mitl^in tg EHA = -^ ; alfo Z EHA = 

22^ 0' 5". 

23. S)urd^ einen in einer Äante eineiS regulären Xetraeber^ burd^ 
feinen Sbjianb b von einer @dfe gegebenen 5ßunft fott eine @bene fo 
gelegt werben, ba§ bie Sd^nittfläd^e ein S)reied{ ijl unb fowol^I bie 
SSolumina ate aud^ bie Dberflad^en ber beiben a;etraeberflttdfe pd^ wie 
m : n t)er]^alten. Suf I. S)ie Äante fei a, bie von ben Äanten abge- 
fd^nittenen ©tüdEe feien b,x, y. S)ie ©eitenfläd^en beg abgefd^nittenen 

2;etraeberg feien s,, Sa, S3, bie ©d^nittfläd^e s; bann ijl ^^ — 


a« 


°^ .(1), alfo ijl xy belannt. gemer ijl s + St + s^ ■+- S3 


m + n ' a^ ys + s — s, — Sa — S3 

= — ober (m + n) (s, + Sg + S3) = (m — n) s + ma^ ]/T (2). 9hin 

ijl s, = 4by ^3"; S2 = X bxyF; S3 = 4- xy i^- ®i^ ®^i^^^ ^^^ 
s jxnb yx2 + y2 - xy, yy^ + b^ - by, yb^ + x^ _ bx , bal^er 
s = 4 y xy + by + b V yä golglid^ gel^t (2) über in (m + n) 
(xy + by 4- bx) = (m - n) fx^y^+b^^ +1,2x2 + ina2 ; bieg ift eine 
quabratifd^e ©leid^ung für x + y, wenn man auS (1) ben für xy ge^ 
funbenen SBert einfe^t. 


§ 8. 

»ejeid^net man bie Äante mit a, bie §ö^e einer ©eitenfläd^e mit h, 
bie S)iagonale mit d, ben 3nl^alt einer ©eitenfläd^e mit P, ben ^nl^olt 
einer S)iagonalebene mit E unb ba§ aSoIumen be8 Dftaeber« mit V, 
fo jinb bie fel^lenben ©tüdfe }U bered^nen, menn gegeben ^ 

1. a. auf!, h = -i-a y^; d = a 1/2"; P =4a2 ys"; E = a^; 

v=4a'y^ 

2. h. aufl a= 4h/3'; d= 4h/6"; F= ih^ys; 
E = 4 h^ V=^h3f6: 

2* 
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3. d. «ufl. a= 4-df2';h = T*T^; ^ = t ^^ i^y 

4. P. äufl. a = 2 f^ ; h = yp fä"; d = 2 y-^; 

E = 4^yT; V= 4 F y2F /T. 

5. E. aufl. a = »/E"; h = -ä-y3E; d=3 y2E; F = 4-Ey3; 
V = 4 ^ l'^E. 

8^ 8 

6. V. aufl. a = y^; h = ^ /gV)/!; d = yW] 

F = 4 yisT* ; E = 4 f36T2. 

SBie gro^ ifi bie Äante cine^ regulären Dftaeberg, lüenn 

7. bie Dberfläci^e beSfelben unb eines anberen, beffen Äante nmol 

fo 9ro§ ifi, jufmnmen fllei(j^ b ifi? Sufl. f ^ ^ ^ . 

8. eine SJergröfeerung ber Äante um b eine SBergrö^rung ber 

Dberfläd^e um c l^erbeifül^rt? SKufl. ^ -2h^Ys 

4b y 3 

9. eine SJertteinerung ber Äante um b e ine aSerHeineru ng beS 

3SoInmen« um c ^erbeifül^rt? SÄufl. ifb + l ^^^ "" l^l^V 

^ 3by2 ^ 

10. ber Unterfd^ieb jmifd^en einer S)ia9onaIe unb einer ßante m 

ijl? aufl. in(y2 + I). 

11. bie Summe einer S)iaöonaIe unb einer Äante s iji? Slufl. 

s(y2"-l). 

12. ber Unterfd^ieb jmifd^en bem Snl^olt einer S)ia0onalebene unb 

einer ©eitenfJäd^e d ijl? Suf l. 2 j/^ . d (4 + Vä). 

13. bie ©umme beS Snl^alteS einer ©iagonolebene unb einer ©eiten- 
fläd^e s ifi? Saufl. 2 j/f . s (4 - fW). 

§9. 

^li^mite bitrd^ ba$ testü&te OHaebet unb J6ered^tmitg 
ber b<^trd^ etttftmtbettett ^di^er^ 

S)a8 DItaeber fei ABCDEP, fo bafe AO, BD, EF bie brei 
SDiagonalen beäfelbefi finb; fein 3Äittetpunft fei M. 

a) 35ie ©d^nitte mögen parallel ben ©eitenfläd^en ABE unb CDF 
fein; eine ©etrfred^te von M auf ABE treffe biefe in G unb ODF 
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in H, fo ijl GH bcr Siurci^meffer ber Sniugel be« DUathtx^, olfo 

MG = -i a /6"(§ 29,3). 

®n ©d^nttt burd^ M fd^netbet ein regelmä^ge» ©ed^^ed au«, 

beffen Seite 4 a ifl; mitl^n ijl fein Umfang 3a unb fein Srt^t 

4a^ yr, alfo gleid^ 4 ^^^ ^^^^^ ©eitenfläd^e. 9htn möge ber ©d^nitt 
in ber Entfernung p = MJ t)on M geffi^rt werben; er wirb ba« 
Dftaeber in einem ©ed^iJedt fd^neiben, in roeld^em je brei nid&t jufammen- 
fio^enbe ©eiten gleid^ ftnb. 3)ie ©d^nitte burd^ M unb J parattel ju 
ABE mögen ABF ref«. in KL unb NO = s, unb BCF refp. in 

LP unb OQ = Sa fd^neiben, fo ifl KL = LP =4a. 

3)ie $ö^ t)on F auf AB treffe KL in R, NO in 8 unb AB 
in T, unb e0 fei RS = x, fo vtx^Sit fld& in bem Xrapej RTGM (bie 
paraOelen ©eiten ftnb MR unb GT) MG:MJ = RT:RS ober 

4 a ye": p = 4 * /3"- ^/ ^i^^ X = 4 P y 2^ S«^^^ ifl AB:FT 
= NO : FS ober a : 4 a f3=: s, : 4 a yT+ 4 P l^/ ^^f^ 
Si =4«'+ 4p V^ *^f ä^nlid^e SBeife flnbet man Sa = 4 * - TP V^- 
ÜJMtl^in ifl ber Umfang be« fed^gedRgen ©d^nitte« 3s, +3 82= 3a alfo 
gleid^ bem einer ©eitenf[äd^e unb bem be0 regelmäßigen ©ed^^edCei^. 

»ered^nung be§ 3n^altei5 be8 fed^gedfigen ©d^nitte«. MR 

ifl ber Heine SftabiuS be^ regelmäjjigen ©ed^Äedfeg alfo = 4 ^ V^ 
gattt man nun von S bie ©enfred^te SU auf MR unb b^id^net bie 
$ö^e MS be« S)reie(l8 MNO mit h„ fo ifl SR» = SU2 + UR» ober 

x2 = p2+ (4a f3-_h,)' ober 4p' = P' + (t ^ y3"-h,)',mit^n 
h, = 4 a f3"- 4 P V 2". S)ie $ö^e be8 SJreiedg MOQ mirb ebenfo 
bcred^net; man flnbet ha =4* /3+tP 1^ SDWtl^in ifl ber ^nl^alt be« 
fed^gedttgen ©d&nitte« = 4 hiSi + 4^282 =• 4 YJisi'- 2p2). 

gmifd^en ABE unb CDF finb ©d^nitte parattel ju biefen ®6enen 
JU fül^ren, meldte ©ed^Sedfe auSfd^neiben; meldte Sntfemung p mfiffen 
biefelben t)om 3JHtteIpunft M beiS Dftaeberg l^aben, bamit ber S^^alt 
beg ©ed^^ed^eS 

1. gleid^ 4 *^^ 3JHtteIfd^nitteg ifl? Sufl. p = 4 * Vl^- 

2. gleid^ 4 ^^^ ^ ^^^ ^i*- 2lufl. p = 4 a. 

3. bie mittlere proportionale jmifd^en bem SDWttelfd^nitt unb A ABE 

ifl? aufl. p = ar^^=J^. 

4. 82 = 4 Si ifl- 2luf l. p = -ß- a fei 

3n ben aufgaben 1 bi» 4 pnb bie ©eiten beiS ©ed^8edfe8 }u be^ 
red^nen; femer bie SSoIumina ber ^ß^ramiben, beren ©runbflftd^e bai5 
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©ed^Scd ifl unb bereit ©pi^en in M unb in bem 3Äittelpunfc t)on 
A ABE liegen. 

5. SBie mx^dttn fid^ bie Spalte berjenigen regelmä^iaen giguren 
jti einanber, burd^ roeld^e ein Dftaeber l^albiert werben lann. SlufL 
S)te ^gur lann entoeber ein Duabrat mit ber ©eite a ober ein reget 
mäfeigeg ©ed^^ed fein; mitl^in Cluabrat: ©ed^gecf = 8:3 fs. 

SSon einem regulären Dftaeber fd^neibet man bie 6dEen meg hux^ 
(Sbtntrif meldte burd^ bie SDWtten berjenigen Äanten gelten, meldte von 
ber abjnfd^neibenben 6dfe auslaufen, ßu bered^nen ifi 

6. bie Dberfläd^e beg SRefttörperg. auf l. S)er giefilörper mirb be= 
grenjt von fed^g Quabraten, beren ©eite ^ a unb beren Stil^alt ^ b? i% 

unb von aä)i gleid^feitigen SJreiedEen^ beren jebe ©eite ^a unb beren 

Snl^alt -^a^ yTifi; alfo ifi bie Oberfläche bei^ SReftförperiS ^ a^ (3+^3). 

Slnmerfung. 2)ie Dberfläd^e beS SRefiKrperg ifi l^alb fo grojs mie bie 
eines SRefiförperS, meldten man in cü^id^er SBeife auS einem SBilrfel 
erl^aßen l^at. (§ 3, 34). 

7. baS aSolumen be» 3lefiförper8. SÄufl. 3)ie ©runbflad^e einer 
abgefd^nittenen ^ßpramibe ifi j a^, bie ^ö^t j a i~2 ; olfo SReftf örper 

= i a^ y 2"- j a^ yT= -I- a^ f2; alfo | von bem »olumen be8 

Dftaeberg. anmerlung. S)a§ SBerl^oltniS be« aSolumenS be« SRefi^ 
förperg ju bemjenigen beS SleftförperS, meldten man in ol^nlid^er SBeife 

aia einem SBilrfel erl^alten l^at, ift — t= (§. 3, 35). 


§ 10. 

a) SBered^nung be8 geraben Splinber« au8 S9efiimmung8= 
fiüdfen. 

1. aSon einem geraben ß^linber (r, h) fennt man ba8 SSolumen V 
unb ben SKantel M; r unb h finb ju bered^nen. Slufl. r = ^-; 

2. SBie groJ5 ift bie ^öl^e h eineö geraben ©plinberS, beffen ®runb= 
pd^en SftabiuS r unb in meld^em bie ©umme ber beiben ©runbfldd^en 

nmal fo groß mie ber SKantel ifi? Slufl. h = — . 
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3. SSott einem geraben ß^Unber (r, h) fennt man r - h = d unb 

ben 3JlanteI M; r nnb h ftnb ju bered^nen. äufl. r = -^-f d + r d^H j, 


= i{f^A 


4. aSon einem geraben ©^linber (r, h) fennt man r + h = s unb ba8 

V 

aSolumen V; r unb h ftnb m bered&nen. 2lufL r^— sr^H =0. 

IT 

5. S)ur(j^ einen geraben ß^Ünber (r, h) vom fpeciftfd^en ©emid^t s 
mirb ein anberer ßplinber (x, h) t)om fpeciftfd^en Oemid^t s' fo ge= 
fd^oben, bafe bie Sld^fen beiber jufammenfatten. SBie gro§ mu§ 
ber aiabiu^ x beö Ie|teren fein, rotnn ber Äötper in SaSaffer gelegt 
jur ^cilfte einfinfen foH? auf l. 3fi p ba^ ©emid^t beg erften ©plinberg 
unb p' ba^ beS jmeiten, fo ijl p = irh(r2 — x^) s unb p' = irx^hs'; ba 


nun p + p' = 4 «r^h, fo ijl x = r r öTv" 


2s 


SBie groJ5 ifi bei gegebenem 38olumen V ber Slabiu» x unb bie 
^öl^e y eineg geraben ©plinberS, menn 

6. bie ©umme au^ bem 3ÄanteI unb einer ©runbfläd^e ein 

2V 
SDWnimum merben foff? Slufl. Min = 2 Tcxy + tcx^ = — + irx^; 

3 

baber x = i — = y. 

IT 

7. bie ®efamtoberfläd^e ein 3Winimum werben fott? (Smedfmafeigfte 
gorm für SWünaen) SÄufl. Min = 27rxy + 2itx2 = — + 27cx2; alfo 

3 X 

l/T" 1 

8. SBie groJ5 ift bei gegebener ©efamtoberfläd^e F, ber 9labiu8 x 
unb bie ^öl^e y eine^ geraben SplinberS, xomn ber Sfnl^aft ein 3Äafimum 

jp 2itx^ 

werben foH? SÄufl. 35a y = — ^ / f^ ^P ^^^ = '^^ = 

|-x (r - 27cx2); mitl^in x = f-^— unb y = f^-, alfo x = -|-y, 

" Die OTC 

b) 2)ie geraben ß^linber, meldte burd^ Sftotation eines 
Sled^tedEcS erjeugt finb. 

SBenn ein Sfted^ted mit ben Seiten a unb b um a rotiert, fo merbe 
von bem fo erjeugten ß^Iinber baS SBoIumen mit V^ ber 3Äantel mit 
M unb bie ©efamtoberftäd^e mit F bejeid^net; rotiert eS bagegen um b, 
fo merbe baS SSolumen beS ©^linberS mit Vi^ ber 3ÄanteI mit Mj 
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unb bte @efamtober{Iäd^ mit F, b^eUjmet. a nnb b finb ju bete^nen, 
Toemt gegeben 

9. V, V,. «ufL a = ^' ; b = — ^^ 

s t 

yic Wi yicvv, 

10. P, P,. «ufL a + b =yZ+Ä; a= , ^' 

' ' 2it ' y2it(P+P,) 

b=^=£_. 

11. V + V, =B, P + F,=8' 2lufLa + by^;ab = y§; 

bobcr finb a unb b SBuxjeln ber ©leidig x^ — y ^^ x + f — r = 0. 

zic its 

12. V + V, =s, M. aufl. a + b = ^ unb ab = ^; böiger 
jiinb a unb b SShw^n bcr ©leU^ng x^ — jj x + öü ~ ^* 

13. V-V, =d,M. Slufl. b-a = ^, *^ = 1^? *^^^ ^ = 

c) Sered&nung cine0 ^ol^lc^UnberS. 3)a§ aSolumcn be^ 
inneren ß^Iinber^ weite mit V, bag be§ äußeren mit V, unb bag ber 
ffüfyct mit J bejeid^net; femer ber gnl^alt ber ringförmige (SrunbflSd^e 
mit g, ber SRontel be8 inneren ßplinbers mit M, ber be^ äußeren mit 
M„ ber Snl^alt ber ®efamtoberfläd^e mit F unb bie SBanbbide mit d. 
Sqeid^et man nod^ ben 9tabiu^ bed inneren S^linber^ mit r, ben bei} 
äußeren mit r, unb bie §öl^e mit h, fo ftnb bie fel^lenben Stade ju 
beredten, menn gegeben 

14. V„ V, d. a«fL h= (f^^-l^)" ; r= ^^^ 

15. v„ V, g. auf r. h = ^'~^ . 

16. v„v,p. attfi.2y^(fv7+yv)hyF+2(v,-v)=Ph. 

17. M„ M, d. aufL h = ^^^. 

18. M, M, g. aufL h = ||/ ^«'-^ . 

«g 

19. M„ M, J. aufl. h = \~j . 
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21. J, g, F. SCufl. h = i-; t, + r = ^ %'^/^^ ">* 

_ 2J 

''"'■" P-2g' 

22. J, g, d. «ufl. h = y; r, -r = d; r, H-r = ^. 

23. J, h, F (21). 25. J, h, d (22). 

24. g, h, F (21). 26. g, h, d (22). 

F 

27. F, d, h. aufl. r, - r = d; r, +''= 2TC(d + h) ' 

28. F,r, r,. Stufl. h= ^ ~ ^ " ^'"'^ ~ '"'^ 

' ' ' 2it(r, +r) 

29. F,d,g. 2CttfI. r,-r = d,r, + r = -j^;h=-^^^. 

3ft M, = M + 2g b. 1^. ber SRontel bc8 ätifeeten e^Iinbcr» glet^ 
htm beS inneten unb ben beiben tingföttnigen @iunbp4>en, fo ift 
2Kr,h = 2itrh + 2ic (r,» - r»), mtt^n h = r, + r. 

30. M, =M + 2g, h, r. aufl. r, =h — r. 

31. M, = M + 2g, r„ r. SCufL h = r, +r. 

32. M, =M + 2g, r, J. SCufl. h»-2rh*- -^ = 0. 

33. M, = M + 2g, h, g. äufl. r, H-r = h, r, -r = -^. 

34. M, = M + 2g, h, d. äufl. r, 4- r = h, r, — r = d. 

35. M, = M + 2g, h, J. auf l. r, + r = h, r, — r = ^. 

36. M, = M + 2g, h, g. SCufl. wie 35, ha gh = J. 

37. M, = M + 2g, J, g (35) 

38. M,=M + 2g,d, J. auf I. h = y^jjlr; r, +r = h, r,-r = d. 

39. M, = M: + 2g, V„ V. aufl. r, = , ^^' - ; 


40. S)ei Shtbiud be§ äu|ecen (SpItnbetS betrage r, cm unb 
bie ^öl^e h cm SSie bid iß bie 9iöl^e, wenn fte p gr wiegt 
unb aü& einem @toff vom fpeciftf^en ©ewid^t s befiel^. 9(ufl. 

p = [w,2h - ich (r, - d)^s; mithin d* - 2r, d + ^ = 0. 

d) S9ered^nung eines cplinbiif^en SSed^etg. 

S)as SSolumen beS öu^eren Splinbecg werbe mit Yi b^eid^net, baS 
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be§ ^ol^IrauTttg mit V, baB SSoIunten beö Sed^erB mit J, fo bafe alfo 
Vi — V = J ift; bie SBanb^ unb Sobenbide fei d. gcmer toerbe ber 
3WanteI beB äußeren ß^IinberB mit Mj, feine Jßöl^e mit hi, unb fein 
Sftabiu^ mit r, bejeid^net; ber 3WanteI beg inneren ß^Iinberg mit M, 
feine $öl^e mit h unb fein Slabiug mit r; bie ringförmige obere ©runb- 
ftäd^e mit g unb bie ©efomtoberfläd^e mit F, S)ie fel^Ienben Qt&dt 
finb ju bered^nen, menn gegeben 

41. M„ M, d. SÄufl. 2irdr2 + (2ird2 + M-M,)r + Md = 0. 

42. F, ä, r. SÄufl. F = 27c [r2+2rh+ (3r + h) d + 2d2], 
morauS h ju bered^nen ift. 

43. F, d, h. Slufl. 3lug ber gormel in 42) ergiebt ftd^ eine 
quabratifd^e ©leid^ung für r. 

44. F, r, h. Slufl. SluS ber gormel in 42) ergiebt fid^ eine 
quabratifd^e ©leid^ung für d. 

45. J, d, h. SKufl. J = ir[rd(2h + r) + (h + 2r)d2 + d3], 
moraug ftd^ eine quabrabratifd^e ©leid^ung für r ergiebt. 

46. J, d, r. Slufl. SluS ber gormel in 45) ift h ju bered^nen. 

47. J, F, d. 3luf I. r = ^nä^ ' ^^^^ ^^ ^ ^^^ ^" *^^ *^ 
bered^nen. 

48. J,F,r. aiufl. Fd-2J = 27rrd2 aIfod2-^d+ — ^0; 

bann ifl h mie in 42) ju bered^nen. 

e) 6 9 Unb erlaufe. SSon einem ßötper, weld^er t)on bem §alb- 
freife 8RQ (SR S)urd6meifer unb M gjlittelpunft), einer gbene PRS 
(P ein 5ßunft beg 3Wantetö) unb bem S^Iinbermantel RSPQ begrenjt 
mirb, ift ber SftabiuS QM = r unb bie ^öl^e PQ = h gegeben; bered^net 
werben foH 

49. bie feumme Dberfläd^e O. äufl. 3[n ben ^albfreiS merbe 
ün 2:eil eineB regelmäßigen ^ßoIpgonB fonftruiert, |t)on bem eine Seite 
j. 33. AB = s fein möge; legt man bann burd^ biefe Seiten Slormafc 
ebenen jur ©runbfläd^e, fo entflel^en 2;rapeje mie j. 35. ABUT mit 
ber SJUttellinie KG. ©nblid^ lege man burd^ AT, GK, BU Slormat 
ebenen ju MQ, weld^e ben ®runb!reiB in ben ^parallelen AD, GH 
unb BO treffen unb fefee HM = x, KG = HL = y, fo ift 2;rape} 

UBAT = sy = — . pat man AE ± BC unb fefet BE = z, 

GM = p, fo ifl X = 2^, alfo ABUT = J^. SJejeid^net man nun 
bie z ber Derfd^iebenen S^rapeje mit z,, Za, . . ., fo ifl bie Ober- 
ftäd^e bes 5ßrigmag, mnn biefeS 2n ©eitenfläd^en l^at: O = -^£^ 
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(z, + za + . . . z„) = 2ph. 3[e größer n toirb, beflo tnel^r nöl^ert fid^ p 
betn Slabiug r, alf o iji O = 2 rh. 

50. bag aSoIumen V. SSlufl. Segt man burd^ M unb bie 
einzelnen ^ßrigmenfanten ©Benen, burd^ toeld^e ber Äörper in ppramibalc 
©tfidfe jerfd^nitten wirb, beten gemeinfame ^öl^e r unb beten ®tunb- 

ftäd^en bie a^tapeje finb, roeld^e baS 5ßtiBnia fcegtenjen, fo ift V = g- r^h. 


§ 11. 
Stehet 

a) S)aB aSolumen V eineB getaben Äegetö ju beted^nen 

1. auB bet ©tunbfläd^e G unb bem mantd M. äufl. r2=-f-; 

2. aus bet ©efamtobetfläd^e G + M = a, wenn betfelbe gleid^feitig 

3. au8 bem Sftantel M unb ber 6ettcnUnie s. 2lufl. V = 

4. loenn ber abgetoidelte SRantel ein Seftor mit bem SftabiuS s 

SOt 1 f OL \^ 

unb ©entriwinfel a ifl. Sufl, r= gg^ unb V = s-ks' I ggQöj 

y 1 — (ä^)''- SP ber ©eftor ein Quabrant, atjo a = 90«», fo ifl 

^_ TO» yi5 
192 • 

5. wenn ber obgemidefte 3Jlantel ein ©eftor oon bem Snl^aft M 

unb bem ©entriewinfel a iji. Sluf I. s = j — • — -; r = l^ — • ögQ-; 


il/M Myi5M 


(Einen geraben Äegel (x, y) ju Bered^nen, beffen SSoIumen ein 
3Jlafimum werben foH, wenn gegeben 


6. ber 3ft(mtel M. SJufl. x 
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7. bie ©eitenlinie s. Slufl. y = -=; x= s 1^-^. 

8. bie ©efamtoberfldd^e F. äufl. y = r^; x^-^V-^. 

©nett gerabett Segel (x, y) ju bered&nett, beffett SBoIunien V Qt^ 
gebett ift, toentt ein 3Wininium toexben foH 

8 8 

9. fein mantd. äufl. x 


-p^;,=y*^ 


IC 
8 8 


IC yy' 

8 

10. feine ©eitenTinie Suf L y = y ^ ; x = y^jjÄ. 


2% 


IC 

s 


11. feine ©efamtoberPäd^e. 3lufl. s.^-fw'}/—; 7 = 2)^—. 

|r J! IC TT 

12. 2lu§ einem burd^ ben StobiuS s gegebenen Ärei^ foll ein 
Seftor fo gefd^nitten werben, ba§ rotnn ber Sftejl ju einem Äegelmantel 
jufammengebogen mirb, ba^ SSoIumen bei^ Äegefö (y, z) ein 2Rayimum 
wirb. Slufl. SBirb ber fonüeje Sentriminfel, weld^er nad^ bem SluS- 
fd^neiben beg ©dftord übrig bleibt, mit 27rx bejeid^net, fo ijl y = xß; 

alfo Max = ^ ttx^s^ i^^ - x^s^ , morauS jid^ für ben gall be§ 
SÄafimum^ ^ == VI ^^B^^^^ 5 i^^^l^^^ y = s |/|- unb z = s y|-. 

13. S)en 3Rantel eine^ gleid^feitigen Äegete auB bem SSolumen V 
beiJfelben ju bered^nen. SJufl. 3ft x ber SftabiuiJ ber ©runbfläd^e, fo 

ifl bie ©eitenlittie 2x unb bie $ö^e x iT. »fo M = 2 fs^Y^. 

14. ©inen geroben Äegel (x, y) ju bered^nen, beffen SSolumen V 
gegeben ifl, menn fein 3Rantel nmol fo grofe mie feine ©runbfläd^e ijl. 

äufl. SHe Seitenlinie z ifl = nx; x = r — ?==t; 7 = r ^^^^'~^ > 

15. ©inen geraben Äegel (x, y) ju bered^nen au3 bem SSolumen V 
unb bem aRonter M. äufl. y» - -^ y^ + il = o. 

O VlC 7C 

16. ©inen geraben Segel (x, y) ju bered^nen au^ bem aSolumen V 

3V 
unb ber Seitenlinie s. äufl. y^ _ s^ H =0. 

7C 

3n ben folgenben aufgaben foll ber ^n^alt be^jenigen gletd^ 
fd^enfligen 2)reiedEg, roeld^e« man burdji einen äd^fenfdjinitt be« geraben 
fiegefe erplt, mit A bejeid^net werben. 

©inen geraben Äegel ju bered^nen au^ 

17. A unb bem.aSolumen V. äufl. r =?^, h =l4^. 

icA' 3V 
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18. A unb bem 3RantcI M. SKufl. r = r ^'"^f ^' ; h=7-- 

19. A unb ber Dberfläd^e F. Slufl. r = y ^' ^^ ^ — ; h = y. 

b) 35ered^nung ber geraben Äegel, toeld^e burd^ Sftotation eine§ 
red^toinlßgen S)reie(Ig um feine ©eiten entflel^en. (uergl. § 13, b.) 

2)a« red^troinHige 2)reie(I fei ABO; bie Äatl^eten BO unb AC 
werben refp. mit a unb b (a:>b), bie ^^potenufe AB mit c be= 
jeidj^net, bie §ö^e CD mit h, BD mit p, AD mit q; Z B = ACD 
mit <p unb ber ^[nl^alt mit A. 

Sftotiert baS S)reie(I um a, fo merbe ba^ SJoIumen beg geraben 
ßegelS mit V., fein fStanid mit M., feine Dberfläd^e mit F. bejeid^net. 

Sei ber Sflotation um b fei baS aSoIumen V^, ber 3RanteI Mb, 
bie Dberfläd^e F^. 

S3ei ber Sftotation um c fei baiJ aSoIumen Vc, ba^ SSolumen beg 
burd^ Sftotation bei^ S)reie(fg BDC erzeugten ftegeliJ Vp unb fein 
3Rantel Mp; bag aSolumen beg burd^ Sftotation be« S)reiedEg ADO er- 
jeugten Äegete V, unb fein 3RanteI M., S)ann ift 

Va = j^irab^ = l^itc® sin<p^ cos 9. 

Vb = 8^ ira^b = ^ irc^ sin 9 cos 9^. 

TT 1 1 ita^b^ . 

Ve=girch2 =^«abh= 3 y£2Tpp = ä ^^^'sincp^ coscp^. 

ira*b2 7ra*b2 


Vn = i ich^p = 


8 


3c^ 3(a2+b2) y a^ + b^ 


ira^b* ira^b* 


g^TO^sin<p^cos9*. 

^ ^ 3c« 3 (aH b^) y a^ + b^ 

g^ icc« sin 9* cos 9^. 

Ma = itbc = Tcb ya^+ b^ = irc^ sin 9. 

Mb = irac = ica |a^ + b^ = icc^ cos 9. 

IC a'^b 
Mp = itah = ■ _ = IC c* sin <p cos <p\ 

Mq = irbh = . = icc^ sin 9^ cos 9. 

ya^ + b^ ^ 

Ml./ I u\ '^s.b (a+b) o . / • , \ 

c = icn(a + b) = — , ^ - = icc^ sin 9 COS9 (sin9 + C0S9). 

ya^ + b^ 
F» = Tcb (b + y a^ + b^) = itc^ sin 9(1 + sin9). 
Fb = ira (a + y a^ + b^) = irc^ cos 9 (1 + cos 9). 


30 § 11. 

3Ätt Senulung biefet Formeln jtnb nun folgcnbe aufgaben §u löfen: 
20. V., Yr,. aufl. Tcab = y9irV.V„; bälget a = ^ -^—^ — ; 

i diz v.v, 

D= -5 . 


yoTtv.v, 


8 


21. V., V,. aiufr. a = "OP^; b= -jfUl^n^, 

' a ""* ' c ' c 


6 


22. V,,V,. 2l«f I. a = t-^^^it^', b = }^I25+S!. 


▼ q ▼ p 


M M 

23. M., M,. SKufl. a= ^^^^^ ; b = ^* 


Ober: tg9= tt^; c = y — r^^—. 
° ^ Mb ' ' IC sm(p 

P 

24. F., Fb. Slufl. aaSirb a = bz unb jr == n gefegt, fo crgicbt 

^^ (n+l)^+(n-l)y(a+l)' + 4n ^^^yiT^^ . 

^ 4n '«(l + yz^ + l)' 

p p 

a = bz. Ober sin (45" — ?) = — ; — '' ^ ' f- , ou4 sin 2 « = 

(^-+ ^0 y2^ 

4F.F, . 1 1/ K 

unb e = — i- }Ik:--—. 


(F„+F.)* cos|<p '2 «cos 9 

25. M.,M, ,„„.a=ysi^32, k^yE^H. 


„2M2 /--r „2M 


'q 


26. M., M.. auf I. SEBirb ^ = n unb — = z gefegt, fo ijl 
z = i ( n + yn*+4n-4); a = ]/ f^' . Ober cos(29_45<») = 

KZ y 1 + z* 

2M,-M, 

M.y2" ■ 

27. c, V. + Vfc = s. aufl. SBiri) ab = x gefeit, fo ifl 

28. a + b = s', V.+ Y„ = s. auf I. ab = |^. 

29. c, V.. auf I. a* + b* = c^ ab = ySe V,. 

30. c, M. + M, = s. 3lufl. a + b = — , a^ + b« = c^". 

' ICC 


31. a + b = s', M.+ M, = s. 2lufl. e = 


§ 11, 12. 31 

s 


7US 

»2 


32. c, Me. auf I. 2Birb ab = x gefefet, fo ifi x^ + y x^ - 
= 0. 


2 TU 


2 


33. Me, a + b = s. Slufl. SBirb ab = x gefegt, fo ift x^ + 


2M„2 Me2 ^ 

X — — ^ = 0. 


TU^S^ TC* 


34. c, F. + Fb = s. auf I. sin cp + cos 9 = -\ - 1. 

ICC 

35. F. + Fl, = s, a+ b = s'. Slufl. SBirb sin ? + cos ? = x 

gefegt, fo ergieBt jid^ x^ — — x — — =0. 

s s 

36. A, Ve. aufl. ab = 2A unb a^ + b^ = ^^^. Ober 

12 V ° 9Y ^ 

c^ sin 2? = 4 A unb c^ sin 2 9^ = ; ballet sin 29 =: . ^^ 3 , 

37. A, V.. 2lufl. b = 2^^. 

38. A, M.. äufl. b = y^-4A2. Dbcr cos 9 = ^J^. 

39. A, M,. Slufl. X = 2Me y ^ „'4^2 a' " ^^^ sin ? + 

^ ir-^. Dbcr F. cos <p - 

TT J? n 

27cA sin(p = 27C A. 

41. A, V. + Vb = s. SKufl. ab = 2A unb a + b = 2|^• 
42. A, M.+Mb=s. aufl. c* + 4Ac2 -^ =,0. Ober 

sin2?2_ — -^ sin 2(p-— ^— = 0. 


§ 12. 

3)a§ aSoIumen beS abgejhimpften geraben ßegefö werbe mit v, 
fein Ttanid mit M, bie ^ö^e mit h, bie Seitenlinie mit s fcejeid^net, 
bie Sftabien ber ©runbfläd^en feien r unb p, unb bie ©umme ber ®runb= 
fläd^en ttt^ + ^p^ = ^a^. 


32 §. 12. 

3)ie fel^lenben ©tilde finb ju Berc(i^nen, toenn gegeBen 

1. V, ica^ h. Slufl. r + p = f -r- — a^; rp = ^r — a^ 

M 

2. M, s, h. Slufl. r + p= — ; r — p= i&^ - h^. 

M 

3. M, s, ira^. aufl. r + p = |=; r^ + p^^a^. 

4. s, h, 7ca2. 2luf I. r - p = fs^TIp; r^ + p^ = a^. 

V S'^ — h'^ i 

5. V, s, h. Slufl. rp = -^ — — s — ; r — p = ys^ — h^. 

6. V, M, h. aufl. 8* _ (h* + ^] 8» + ^ = 0. 

7. M, h, ira*. aufL 8* - (2a2 i- h*) s* + ^ = 0. 

IC 

8. V, M, s. SlufL h^- (^ + s^) h + -i|^ = 0. 

9. V, s, 7ca2. Slufl. h^-. (82„3a2)hj--^= 0, 

@incn abgeftumpften Äegel, toeM^er burd^ bie Sftabien r unb p ber 
®runbfla($ett unb bie ^öl^e h qtQibtn i% burd^ eine ju ben ®runb- 
ftdd^en parallele ßbene 

10. ju l^albieren. Slufl. 3ÜI x ber 9ldbiu^ be« Duerfd^nttteS, 
y bie ißöl^e beS an ber größeren ©runbfläd^e liegenben 2^eileg, z bie 

QSf)t beS ©rgättjunggfegefö, f o ijl z = — — , y = — ^^"~^^ ; unb 

11. im aSerl^ältniS P-<1 ju teilen. Slufl. (©ejeid^uungen toie in 
9h:. 10). SBirb ber an ber größeren ©runbfläd^e liegenbe S^eil mit I, 
ber an ber Heineren mit n bejeid^net, fo ifl 1:1 + n = p:p + q; 

8 

mttbtn X = \-^ — -^^. 

^ ^ p + q 

S)en SÄantel eineiJ abgcjhimpften geraben Äegetö, meld^er burdp 
bie Slabien r unb p ber ©runbfläd^en unb bie Seitenlinie s gegeben ifi, 
burd^ eine ju ben ©runbfläd^en parallele ©bene 

12. JU l^albieren. Slufl. x fei ber Sftabiu^ beg Duerfd^nitteS, 
y bie Seitenlinie beiJ an ber größeren ©runbflädbe liegenben ©tildkS 

unb z bie be3 ©rgänjungBfegefö; bann ifi z = -^; y = ^ ^~^^ 
unb X =: l' — ö~^- 


§ 12, 13. 33 

13. im 35erl^altmg p : q ju teilen. Slufl. (SSejeid&nuuöen loie in 
9lr. 12). aSirb ber SJlantel be§ an ber größeren ©runbpd^e liegenben 
Äegelg mit I, ber be§ an ber Reineren ©runbflädpe liegenben mit 11 

bejeid^net, fo ift 1:1 +n = p:p + q; woraus fid^ x = f^ 2L 

ergiebt. 

14. SBie grofe ifi bie ^öl^e eines abge|iumpften geraben Äegefö^ 
beffen ©runbfläd^enrabien r unb p ftnb, unb in n)el($em ber 3}lantel 

gleid^ ber Summe ber ©runbfläd&en ifl. Slufl. h = ]^ . 

15. ©egeben ein abgefhimpfter Äegel (r, p, h). 3n meld^er Ent- 
fernung von ber ©runbfläd^e w^ mu§ ein ©d^nitt parallel ben ®runb:= 
fläd^en gelegt werben, bamit berfelbe mittlere ^proportionale jmifd^en 

hj/T 


hin beiben ©runbflädpen ifl. Slufl. 


l/r 4-1/7' 


§ 13. 

a) SDurd^ einen Sld^fenfd^nitt werbe auS einem geraben ßegel baS 
gleid^fd^enllige S)reie(I AA'O mit ber ^öl^e CG gefd^nitten. @ine ebene 
parattel ber ©runbflädjie fd^neibe AO in D unb CG in F. gs werbe 
nun CG mit h, AG mit r, AO mit s, CF mit x, DF mit y unb 
OD mit z bejeid^net. S)a [i^ x:y:z = h:r:s uerl^ält, fo werbe, 
um nur eine Unbrfannte einjufül^ren, x = ht, y = rt, z == st gefe|t. 
6S foH t bered^net werben, wenn jwei ber ©tildEe h, r, s gegeben finb 
unb aufeerbem 

1. Keg AGO = 2Keff DFO. Slufl. t = |/J . 

2. Mant CA = 2 Mant CD. Slufl. t = l/i. 

3. Obß, DFO = Obß. AGFD. Slufl. t = V-^ 


s + r 


4. Kreis FD = Mant AD. Slufl. t 


-f^ 


r + s 


5. Kreis FD + Kreis GA = Mant AD. Sluf l. t = ]/-^-r^ . 

s H-r 

6. Kreis FD : Mant AD = Mant AD : Kreis GA. Slufl. 

t — — ■ — ♦ 

2s 

Sieb er, ©tereometrifd^e 9(ufga5en. 3 


34 §13. 


t = 


7, Mant CD : Kreta FD = Kreis FD : Mant AD. SlufL 

s 


l/s^' + r*' 


b) ein red^troinlßgeg S)reic(f ABC (Z A = 90»), in weld^em 
AD J. BC unb DE II CA ifl, rotiert um AB, fo ba§ atfo ein gerabcr 
Äegel entfielt (oergl. § 11, b). ©egebcn ijl bie §öl^e be8 Äcgel* 
AB = h unb BE = q; ju bered&ncn 

8. Mant BD. Slufl. irq Vli(h-q). 

9. Mant CD. 3Cufl. ^^^^^^^llMES. 

q 

10. Mant BC. Slufl. ^J^^^^). 

q 

11. Obß. BDE. Slufl. 7:q (h - q + ]/ h(h - q)). 

12. Obß. BOA. Slufl. ^h'(h-q + A(h- qI), 

13. Obfl. CAED. Slufl. "(h-q)(h'+q^(h+q)]/h(h-q)) ^ 

14. Äe^-BED. Slufl. |«q*(h-q). 

15. Keg BCA. Slufl. ^^^ Oi - q) 

16. Abffest Keg CAED. Slufl. " ^^ ~ '^^ ^^ ~ ^'^ . 
©egeben ifl B A = h ; bered^net werben foH BE = x, wenn 

17. Mant BD = n Mant OD. SKufl. x = h Vr-^- »eifp. 

n = ^ ; X = j h. 

18. Mant BD = n Mant BC. Slufl. x = h l/n^. »cifp. 

9 8 1, 

19. Mant BD = n. Obfl. BDE. Slufl. x = ^°7^ h. »eifp. 
n = 6, X = g h. 

20. Jl/a«< BD = n Kreis DE. Slufl. x = ?— =^h. »eifp. 

8 B 1 

n =ä^, x= jfh. 

21. Mant CD = n Mant BC. Slufl. x = h j/l-n. »cifp. 

_ U 6^ 1 

•^ — 86' ^ — 6 ^' 

^ 22. Mant CD = Kreis AC. Slufl. je = | h (/5"- l) ; olfo ifl 
AB in E flettg ju teilen, fo bafe BE ber größere Slbfd^nitt ifl. 


§ 13. 35 

23. Mant BO = n Obfl. BOA. Sluf l. x = ?5jzl h. 

24. 06/ BDE = n Obfl. BOA. 3CufI. x = h j/n. 

25. 05/ BDE = n Kreis ED. SKuf L x = ^^^ h. 

(n - \y 

26. Äe^ BDE = n Keg BOA. Suf L x = h i/n. 

3 

27. Z«^ BDE = n Vol AODE. «Kufl. x = h V-^. 

nH- 1 

s 


28. Keg BOA = n Vol ACDE. Sluf I. x = h j^ 


-1 


n 

c) ein gerabcr fiegcl, bcffen Sld^fenfd^nitt ein gleid^feitigeg S)reie(I 
iji, wirb burd^ . eine ßbene parallel ber ©runbfläd^e fo burd^fdjinitten, 
bafe ftd^ bie 2»äntel ber beiben Xeile wie 1:2 t)erl^alten. SBie Derl^ölt 
fidj> ber 3RanteI beg abgejhimpften Äegefö 

29. jur ©umnie ber beiben ©runbfläd^en, wenn ber Heinere 3JlanteI 
ber ©pi|e junä# liegt. Slufl. 5Der SftabiuS ber ©runbflädjie fei r, 
ber beS ©d^nitteS p; bann iji ber 3JlanteI beg ganzen Äegete = ^tzt^ 
unb ber beB abgefd^nittenen 2irp2; ^^l^J ^^ 2Tcp2 == | irr^, fo ifl 

p = —j=r ; mitl^in ber 3}lantel beS abgef d^nittencn ÄegelS = f itr^ unb 

ber SJlantel be^ abgejtumpften Äegete = 4'w^- S)i^ Summe ber beiben 
©runbfläd^en ift Tur^ + icp^ = | w^, alfo gleid^ bem 3JlanteI beB ab- 
geftumpften Äegete. 

30. ju feiner oberen ©runbfläd^e, menn ber größere 3JlanteI ber 
©pi|e }unäd&fi liegt. Slufl. g§ ifi 27up2 ^ | . 2 ttt^ alfo P = r ]/|; 

ber aJiantel be^ abgefd^nittenen Äegete |- irr^ unb ber beB abgefiumpften 


Äegete 4 itr^, alfo gleid& ber oberen ©runbfläd^e begfelben. 


8 


Sluf berfelben ©runbfCäd^e mit bem SftabiuS r ftel^en ein geraber 
Äegel unb ein abgeftumpfter geraber Äegel; beibe l^aben biefelbe ^öl^e. 
2Bie grofe ift ber Sftabiug p ber oberen ©runbfCäd^e be§ abgefiumpften 
Äegete, 

31. xotm fein SJolumen boppelt fo grofe ifi, mie bag beB geraben 

Äegete? Slufl. p= y (/ö"-!); alfo ift p ber größere Slbfd&nitt 

beg fietig geteilten Sftabiug r. 

32. menn ftd^ fein aSolumen ju bem beg Äegete mie p:q uerl^alt? 


Wf-i(^^'-')- 


3* 


36 § 13, 14. 

d) 3n einen geraben Äegel (r, h), beffen Sld^fenfd^nitt baB gleid^:: 
fd^enflige SDreied AA'C mit ber ^öl^e CD ifi, foH ein geraber Äegel 
fo fonftruiert werben, ba^ feine ©pi|e in D fällt, roäl^renb bie ®runb= 
fläd^e ben 3Jlantel beiS gegebenen Äegete berül^rt; ber Sld^fenfd^nitt beS 
festeren fei BDB'; BB' treffe CD in E. SBirb nun CE mit x, BE 
mit y bejeid^net, fo fönnen mir x = ht, y = rt fe|en. 3)ann foHen x 
unb y bered^net merben, rotnn 

33. Keff BBCiKeff ADC = m:n. Slufl. t = ]/— ; 
ba^er x = h V^, y = r V^. 


m 


34. Keff B^BiKeff ADC = m : n. Sluf l. t^ - 1^ 4- — = 0. 


n 


35. FoZ ADB:Ä^.^BED = m:n. SÄufl. l-t^tt^Cl-t) = m:n; 


bo^ert^- — t-— = 0. 
^ mm 


36. Keff BED foH ein SJlayimum merben. Slufl. y = fr; 
x= I h. 

§ 14. 

a) Sered^nung einer ^olölfugel. 
©ine metallene ^ol^lfugel von bem äußeren SDurd^meffer 2r unb ber SBanb= 
ftärfe a fott ju einer anberen ^ol^Ifugel fo umgegoffen merben, baJ3 

1. ber äußere S)urd^mejfer 2 p ift; mie groß ifl bie SBanbftärfe x? 

SKufl. x = p-|/(r-a)3- r^H-p^. 

2. bie SBanbftärfe b iji; mie groß ift ber äußere 3)urd^meffer 2x? 

cir ff o K i/k2 . 4(r3-(r-a)3-b0 

aiufl. 2x = b — yh^ -^ — ^^ qh 

3. SBie groß ift bie SBanbftärfe einer ^ol^Hugel, rotnn i^x äußerer 
S)urd^meffer 2r ifl, biefelbe auS iintra Stoff t)om fpecififd^en ©emid^ts 

befleißt unb in SBaffer gelegt jur ^älfte einfinit? Slufl. s [ j icr^ - 

s 


b) S5ere(^nung eines ÄugelfegmenteS. 
4. (Segeben ift eine Äugel mit bem 9labiu8 r unb ein 5ßun!t, 
meld^er vom SWittelpunIt bie ©ntfemung a l^at; mie groß ift bie 

ftalotte, meld&e man t)on bemfelben ftberbliden fann? Slufl. ^^ ^. 


§ 14. 37 

5. SBie Toeit mufe man ftd^ uoti ber Dberftädfee einer ßuöel, beten 
Sftabiug r ifl, entfernen, um eine Äalotte vom 3inl^alt c ilberbliden ju 

fönnen? SKufl. x==^ — . 

6. SDie Äugelfläd^e wirb burd^ eine (Sbmt in jroei Motten geteilt, 
von benen bie eine nwal fo grofe ifi wie bic anbere. SBie grofe finb 

bie ^öl^en berfelben? aufl. unb 


n+ 1 n + l ' 

3)er S)urd^meffer 2r einer Äugel ift in jwei a;eile geteilt, von 
benen ber eine nmal fo grofe iji wie ber anbere. 3)urd^ ben 2;eitpunft 
iji eine @bene fenfred^t ju bem S)urd^meffer gelegt; wie groß finb 

7. bie beiben Äalotten, in roeld^e bie Äugelftäd^e geteilt wirb? 

aiufl. 47rr2 -^— unb Atzt^ —5—. 

m- 1 n+ 1 

8. bie beiben Segmente, in meldte bie Äugel geteilt wirb? Slufl. 
4 3 Sm-l ,4 3n2(n + 3) 

^ (n -4- 1)^ ö (n + 1)^ 

9. Über einem Äreife t)om Slabiu^ r ift eine ^albfugel fonjiruiert; 
in roeld&er ßntfemung x von ber ©runbfläd^e ift ein ©d^nitt parallel 
ju berfelben ju legen, bamit bie ßalotte gleid^ ber Summe ber ^ont 
unb ©runbfläd^e ifi? SKufl. gS ift 2irr(r-x) = 2iurx-»-irr2; mit-- 

l^in X = ^ r. 

3)er 2)urd^mef[er einer Äugel ifi fietig geteilt unb burd^ ben 2;eil= 
punft ifi eine ©bene fenfred^t jum 3)urd^meffer gelegt. SBie grofe finb 

10. bie beiben Motten? Sufl. 2irr2(t/5-l)unb2irr2 (3-/5). 

11. bie beiben Segmente? Slufl. | irr^ (17 - 7 /5) unb 

I irr^ (7 j/5 - 15). 

S)er Sftabiuö r einer ßugel ifi fietig geteilt unb burd^ ben Seit 
punft ifi eine ©bene fenfred^t jum Sftabiug gelegt. SBie grofe finb 

12. bie Äalotten, menn ber größere Slbfd^nitt bem SÄittelpunlt 
junäc^fi liegt? SÄufl. irr^ (3 - /S) unb irr^ (i/5 -h 1). 

13. bie Segmente, menn ber größere Slbfd^nitt bem 3)Wttelpunft 
junä# liegt? Sluf l. -J r^ (3 - \/b) unb y r^S + /&). 

14. bie Motten, menn ber größere äbfd^nitt $öl^e ber einen 
Äalotte ifi? Slufl. inr^d/ö-l) unb irr2(5-/5). 

15. bie beiben Segmente, menn ber größere Slbfd^nitt ^öl^e be^ 
einen Segmente^ ifi? Slufl. |- r^ (13 - 5 j/5) unb -g- r« (5 1/5~5). 

16. SBie grofe finb bie 3onen ber ßrbe, xotnn ber ©rbrabiuS r = 
859,5 3Reilen unb bie Sd^iefe ber eiliptif s = 23« 27' 30" gered^net 


38 §14. 

loirb? Slufl. 3Sebe falte 3om = 47rr* sin Y =383 677,3 qMl.;icbe 

öemäfeigtc gone = 2 /2 «r^ cos (45" + s) = 2 410 255 qMI. ; bie l^eifee 
Sone = 4i:r2 sin s = 3 695 510 qMI. 

17. S)ie ^öl^e elneS ÄugelfegjnenteS ju bered^ncn, wentt fein 
SSolutnen V «nb ber :ÄugeIrabiu8 r gefleben finb. Slufl. h' — 3^^* 

IC 

18. ©irte ^albfugel burd^ eine jur ©runbpd^e parallele ®bene ju 
l^aftieren. Slufl. S)ie ^öl^e h beg ©egmenteg toirb gefunben aus ber 
©leid^ung h^ - Srh^ -4- r« = 0. 

19. ®iite Äugel iji burd^ eine 6bene in jwei ©egmente geteilt, 
von benen baS eine nmal fo gro§ ifi wie baS anbere. SBie groJ5 ftnb 
bie §ö]^en beiber? Slufl. gur SBered^nung ber §öl^e beS einen bient 

bie ©leidpung h^ - Srh^ + 4^ = 0. 

20. SBie tief finft eine Äugel t)om SftabiuS r unb bem fpecififd^en 
@en)id^t s in eine glüjfigfeit t)om fpecififd^en ©eroid^t s' ein? Slufl. 
3)ie $ö^e x beS eintaud^enben ©egmenteg ifi ju bered^nen aus ber 
©leid^ung 

x^-Srx^-h^^ =0. 

s 

2)ie igöl^e h beS ÄugelfegmenteB ju bered^nen auS 

21. V unb bem SftabiuS ber ©runbpd^e. Slufl. h^ + Sp^- 

22. V unb bet Äatotte C. Stufl. h»-|^ h + — = 0. 

2it i: 

23. V unb ber Dberfläd^e F be« ©egmente«. 3CufI. h' - 

IC IC 

24. ber Äalotte C unb bem SftabiuS p ber ©runbfläd^e. Slufl. 

^ ' 2 j/tt (c - Tcp^y 

c) SJered^nung eines ßugelfeftorS. 

S)er ÄugelrabiuS fei r, bie göl^e beS ÄugelfegmenteS h, ber SlabiuS 
ber ©runbfläd^e beS Segmentes fei p, baS SSolumen beS ©eftorS V, 
baS beS Segmentes S, beS ÄegelS K, ber ^n^alt ber Äalotte C, beS 
fiegelmantels M, bie Dberfldd^e beS ©eftorö fei P, beS Segmentes F, 
unb beS ÄegelS Fg. S)ann ift 


§ 14. 189 

V = fm^h. F = OT (2h + t^(2r_h). 

S = i ith^ (3r - h). ^i = '^h ( 4r-h). 

K=iuh(2r-h)(r_h). F.^w A(2r-h)+«h(2r_h). 

C = 2i:rh 

M = «r ]/h(2r-h). 

aJHt ^ülfe btefct gotmeln pnb folgcnbe aufgaben ju löfen: 

25. V, C. auf I. r = ^ ; h = g^. 

26. V,M. Slufl. r3-3^r^-l^ = 0. 

27. S, K. 2lufl. aaSirb r = hz gefegt, fo ifl (2z-V(z-l) 
S .,.. 3(K + 8) -f }/ (K4- 8) (9K + 8) 

r AW + O^ 

28. 0, M. Slufl. rh = ö"" ^^^ Y ^ — 20^ — ' niitl^inr = 


29. r unb eg fott 8 = K fein. Sluf l. h = | (3 - yJ), alfo 

r — h = -|^r(j/y — 1) b. 1^. glcid^ bem größeren SJbfd^nttt beg ftetig 
geteilten SftabiuS. 

TT" QA — 17 

3n ben Sluf gaben 30 bis 37 M"g" =19 f^i^J i>^^ ^'^TT^T* 
Sur ßöfung ift eS jroedmä^ig, wtnn r=7t, h = 2t gefefet wirb. 
Singer K : 8 = 30: 19 ifl nod^ gegeben 

30.r.3lufl.h=lr. 3^ ^. 3lufl.t = j/^. 

31. h. aufl. r = |-h. 


28« 


32. p. Sluf l. t = -4=. 35. M. auf I. t = Y-. 


m 


2^6" ' ' 1176«^' 


33. V.aufl. t = y^. ""• • **•"*• ' 14k(2+j/6)' 

37. ber 3labiu8 e ber 3>rf«9«'^- 3lufl. e = -^ = 


rj/h(2r-h) .,,. ^ 7+2»/6 
r+]/h(2r_h) U»/6 


40 


§ 14, 15. 


K 


EtttmerJung. golgenbe 3<»'^I«" ^^ g- ß^f^tn nod^ rationale 


Sohlen für 


h" 


pt 

K 

3 

5 

21 

75 

5 

2 

7 

106 

18 

12 

ao 

22 

8 "" 

5 

27 

11 

17 

4 

7 

66 

Ifii 

7 

18 

19 

27 

i|i 

r 
h "" 

2 

4 
8 

4 

6 

3 

8 
2 

6 
5 

8 

5 

5 
2 

7 
2 

7 
3 


a 


38. r Uttb c8 fott M = C fein. SlufL h = | r. 

3n bat aufgaben 39 big 45 foH =^ = - fein. 3ur Söfung ifl 

ti, wie fid^ au8 39) crgiebt, jroedhnälig, nienn r = (4m^ + n'0t unb 
h = 2n*t gefe|t wirb. Slu^r M: = m:n ifi nod^ gegeben 


39. r. 2Cufl. h = 


2n^ 


4m''H-n=*' 


42. T. auf r 




3V 


4Tm^(4m2-(-n^) 


2\2* 


8 


40 


.h. «ufl. r = ^^^^±^. 43. K. 2lufl. t = t 


44. S. 2lufl.t=yj 


3K 


167umV(4m2_ii2) 


41. p. aufl. t = ^j^. 


38 


45. 3)er 9labiuB e ber Sniugel. 2luf l. t = 


irn*(12m2+n2y 
(2m + n)2 


e. 


4inn (4m^ + n^) 

46. SBie grofe iji bie §öl^e h beS ju einem Äuöelfeftor geJ^örenben 
©egmenteg, toenn berfelbe auö einem Stoff t)om fpeciftfd^en ©eroid^t s 
beflel^enb in SBaf[er gefegt gerabe mit bem Segment einfinft? SlufL 

e» iji i 7uh2 (3r ~ h) = |7ur%s, alfo h = |- r(3- 1/938^). 


§ 15. 

^gel in einet ^olbfngel nnb in einem <^egntent« 

a) AB = 4r fei ein 3)urd^meffer ber §alblugel, il^r 3JlitteI' 
punft. S)ie ©ettfred^te auf AB in C treffe bie ^albftigel in G; ilfter 
CG = 2r afö 3)urd^mejfer ifl eine Äugel mit bem 3JHtteI|)unft M be^ 
fd^rieben. 3)ie ®bene AGB fd^neibet alfo auS ber ^albhigel ben ^olb- 
frfeiS AGB unb auS ber Äuget einen ßreii^ mit bem S)urd^mejfer CG. 
S)urd^ ben 5ßunft D auf CG merbe eine 5ßerpenbtfularebene ju CG 
gelegt, meldte ben ßreig in E unb E', ben ^alblreiB in P unb F' 
trifft- SBirb nun GD mit x, DE mit y unb DP mit z bejeid^net, fo 
ifl, menn x gegeben, ju bered^nen 


§ 15. 41 

1. Sgm EDG. 3luf I. | ra^ (3r - x). 

2. Sgm EDO. 3luf I. -^ ir (2r - x)^ (r + x). 

3. Sgm FDG. 2iuf I. | ttx^ (6r - x). 

4. ^wy^Z^cÄ ACDF. äufl. iTr(2r-x)(l2r2+3z2+(2r-x)2) 

=47r(2r — x) (8r2 + 4rx-x2). 

5. FoZ FEG. 3lufl. irrx^. 

6. Fo/ACEF. aiufl. -^ TTT^ - i- Trr^- 7:1x2 = 111 (4 r^-x^). 

7. Äm^EF. Slufl Tr(z2-y2) = 27rrx. 

3n ben folgenben Slufgaben ifl x ju bered^nen, tüenn 

8. Ä7m FDG : Sgm EDG = m : n. 3luf I. x = 3r(m-2n )^^ 

SBebingung 4n>mr>n. 

9. Kugehch ACDF : Äw^ EDC = m : n. Slufl x = 

m — 4n -h i/ 3 (m — 4n) (3m -- 4n) ^^ 4.' ^ 
2rm~n) ^* Sebmgung m > 4n. 

10. FoZ FEG = Vol ACEF. auf I. x = r /^. 

11. i?m^ FE = Kai CE. SCufl. x = r. 

12. Ring FE = Zo/^ö AF. SÄuf I. x = 4 r. 

13. Äiw^r FE = Kai CE + Zow^ AF. SCuf I. x = | r. 

14. Ring FE -h Zrm CA = Kai CE + Zo/i^ AF. SHuf I. x = r. 

15. S^T/i FDG = Sgm EDC. 3luf I. 2x3 _ Srx^ + 41^ = 0. 

b) Über einem Äreife (SftabiuS r) ifl eine ^albfugel fonfiruiert 

unb in biefelbe eine aSoHfugel mit bem 3labiug|-r; nun ftnb in bie 
^albfugel 

16. t)ier Äugeln lonfiruiert, bereu SJHttelpunfte ©den eine§ Clua= 
brat§ ftnb unb meldte bie ^albfugel, bie aSoDifugel unb bie Sbene be= 
rül^ren. Jffiie gro§ ifi ber Sftabiu^ x einer Äugel? 2lufl. SBirb bie 
©enfee(^te, meldte t)om 2JtitteIpunft einer Keinen Äugel auf ben auf ber 
@bene fenfre(^ten Sftabiug ber aSoIttugel gefällt ift, mit p bejeid^net, fo 

ifi pa^/'I. + xV- r~-xy = 2rx unb p^ == (r-x)2-x2 = 

r^ — 2rx; mitl^in x = ^ r. 

17. t)ter Äugeln fonfiruiert, bereu SDlittelpunfte SdEen eine^ 
Duobrat^ ftnb unb t)on benen jebe eine ber t)ier Äugeln in 9h:. 16, bie 
igalbfugel unb bie @bene berfil^rt. SBie gro§ ifi ber SftabiuS y einer 
Äugel? SKufl. SBirb bie ©enfret^te, meldte t)om 3ÄitteIpuntt einer 
fleinen ftugel auf ben jur ^Uwt fenfret^ten Sftabiu^ ber benad^barten 
Äugel, bereu Sftabiug x ifi, mit q bejeid^net, fo ifi q^ = (x + y)^ — 


42 § 15t 

^x-~j/ = Axj. Setfaibet «im boi Stindprab ber £4iIHiigt( mit 
ba» gtmrfpmtft ctHcr fleineii finge!, 10 iä (r — yi^-5-T* = (p-hq)^; 

«il^|r~3T = j'2f7 unb y*- y 17 + 4^^ = 0, ttßoy = 4r. 

c) SeiigL § 41, e. '^ m Augelksmem ift bte giöBte Scnt^ntng^ 
fugd fonftniftn, oelife nm^ hie Ontnbflätbe bes gegmemed in i^iem 
ISRxüdjpfWsdx berfi^ £er 9tabiiL§ ber gtofeen Jhigel »eibe mit r, baS 
Sobimest beS Segmente^ mit Y, feine flolone mit C, {eine Dberfla^ 
mit F, feine (Snuibflm^ mit 6, ber StobtuiS bexfeOen mit p unb feine 
iQo^ mit h htyaäjßM, boS Solmnen ber Serit^rung^fuget mit K unb 
'liftt OberfUd^ mit iu 3n ben folgenben Sufgoben i{l nun h ober r 
ju htxtfyitn, warn gegeben 

18. y:K = m:o, r. »ufL h= ^ > 

19. V:K = m:n, L »ufL ,^ ''(m+2n) 

OD 


bann nrie 19. 


20. V:K = m:n, C^G-d. »ufL h = l/—] 

TT 

3n ben Aufgaben 21 bis 23 fe|e mon h = 6nt, r = (m-h 2n) t 

21. V:K = m:n, p. »ufL t= ^ r^ r- . 

' ^ ' 2 i/3n(m — n) 

22. V:K ^m:n, C. «ufl. t = ^ /-s — .^ ^ n - 


-i/. '' 


23. V:K = m:n, F. «ufL t-, , _ „ ^ . . 

* ' Srn (2m + n) 

24. : A = m : n, r. SlufL h = -^5L, 

m 

3n ben Aufgaben 25 bis 27 fe|e man h = 2nt, r =« mt. 

p 

25. C : A = m : n, p. 3luf I. t = ^ / . — v- . 

' ^ ' 2 |/ n (m — n) 

8 


26. 0:A = m:n, V. «ufl. t 


]/. 37 


4irn2(3m-2n)* 


27. C:A = m:n, F. aufl. t^l/- ^ 


2 ' itn(2m — n) 
28. 0:G = m:n, r. SKufl. h== ^(J^-^)\ 


29. 0:G = m:n, h. SKufl. r = 


m 
mh 


2(m-n)' 

8 


30. C:G = m:n, V. aufl. h=|/ 6V(m--D) 

' ' ' t:(nn-2n) 


31. G : A = m : n, r. 2luf l. h = 


§. 15, 16. 43 

2nr 


m + n 


32. G:A = in:n, h. SlufL r= h(m + n) 

2n 

Sin ben Slufgabcn 33 big 35 fc|e man h = 2nt; r= (m + n)t. 

33. G ; A = in : n, C. 3luf l. t = i V — y^ r. 

^ ' irnQm + n) 

34. G : A = m : n, F. Stuf I. 


i.^-ii " 


2 ' irn (2iiH-n) ' 

8 


Y- ^ 


35. G:A = m:n, V. 3lufl. t--r , 2/0 . ^• 

' ' 4irii^ (3iin-n) 

36. F:A = m:n, r. Slufl. h= ^^ . 

37. F:A = m:n, h. SKufl. r = ^^^?|^^. 

3n ben SKuf gaben 38 big 40 fefee man h = 4nt, r = (nn- n) t. 

38. P : A = m : n, p. Slufl. t = ^ /^ v — x - 


39. F : A = m : n, C. Slufl. t = ^ ]^-j: — ,^ ^ . . 


40. F:A = m:n, V. Slufl. t=||^-^^-^ f7 . . 

' ' 2 27rn^ (3m — n) 


§ 16. 

a) S)a§ 3Solumett unb bte Dberflä(^e be§ t)on jwei gleid^en Äugeln 
mit bem SftabiuS r gebilbeten linfenförmigen ©tüde^ ju bered^nen, menn 
il^re 3Rittelpunfte 

1. ben Slbftanb r ^aben. Slufl. Vol = ^ orr^; 06/. = 2irr2. 

2. ben Slbfianb 2a l^aben. Slufl. Vol =• j ir (r - a)^ (2r -h a); 
06/. = 4irr (r - a). 

3. ©egeben finb jmei ft(^ fd^neibenbe Äugeln mit ben Sftabien 
r unb r,; il^re (Centrale fei d; man f oll t)on bem l^ierburt^ entjlel^enben 
linfenförmigen ©tüd bag SBolumen V, bie Dberfläd^e F unb ben S)urd&- 
meflet 2p beregnen. StufL V = !^d!(12^^^^±^d + dl). 

,_ Td(4rr,-(r + r.)d) . d(2r. -d)(2r-d)(2(r + r,)-d) 

r + r,_d 'P~ 4(r + r,-d)* 


l2 


44 § 16. 

b) 2(uf einer @bene liegen t)ier gleii^ gro^e ft(3& ju je jweien be^ 
rül^renbe Äugeln, beten SRabiu^ r ifi, fo ba| il^re SJlittelpunfte A, B, C, D 
ein Cluabrat bilben; auf ben vkx Äugeln rul^t eine fünfte ebenfo.grofee 
mit bem 3ÄitteIpunft E, welche alle mx berill^rt. gu bered^nen ifl 

4. bie Entfernung x beg 5ßunfteS E von ber @bene, auf roelcä&er 
bie vkx Äugeln liegen. 3lufl. aSon E fei auf ABCD bie ©eitf= 

redete EF gefättt; fo ift EF = fEÄK^ÄW = rj/T; mithin 

X = r (j/^ + 1). 

5. ber SRabiu^ y ber Äugel, weld^e alle fünf Äugeln einf(^Iiefeenb 
berührt. SKufl. S)er SJlittelpunft berfelben liegt in F, ba alle Centralen 

burd^ biefen 5ßun!t gelten ntüffen; bal^er y = EF -f- r = r (}/2 + 1). 

6. n)ie tief bie obere Äugel einfinft. 2luf I. SDer 5ßunft ber Äuget 
Päd^e, weld^er ber Ebene ABCD junäd^ft liegt, l^at von festerer ben 

SKbfianb r (l^— 1): alfo ifl bie ^öl^e beg einfinfenben Äugelabfd^nitteS 

r(2-y2'). 

7. ber Sftabiu^ z ber Äugel, roeld^e alle fünf Äugeln t)on aufeen 
berührt. 2lufl. 35er 3Jlittelpunft liegt ebenfaHS in F unb eg ift 

z = r(y2"~l). 

8. ber SRaum ber großen Äugel in 5), foweit er nid^t von 
ben fünf gleid^en Äugeln unb ber Äugel in 6) auSgefüttt wirb, 
äufl. 12t:tK 

9. Sluf einer Ebene liegen n glei(^e Äugeln, beren SftabiuS r ifi, 

fo ba§ fte fid^ äu je jroeien berül^ren unb il^re SJlittelpunfte ein reguläre^ 

nedE bilben. 2Bie tief finft eine Äugel mit bem SJHttelpunft M unb 

bem 3tabiu§ R ein, menn fie alle berül^rt. Slufl. Eine ©eite be§ 

3600 
regulären nedES ift 2r, ber jugeliörige 6entrimin!el 2<p = ; bann 

ifi ber SRabiu^ beS um ba§ nedt befd^riebenen Äreife^ = - — . S)ie 

von M auf bie Ebene gefällte ©enfred^te fei MA = y, fte treffe bie 
Äugel M in B unb bie Ebene, meldte bie n Äugeln oben berül^rt in 0; 
mirb nod^ bie ^ölie BC, bi§ ju meld^er bie Äugel einfinft mit x be= 

jeid^net, fo ift (y - r)^ + (■^)' = (» + ^)^ alfo y = 

r-hi(R + Ty--X—' AB = r-R+ y(R + r)2--^„ unb 
^ "^ sin <p2 ' -^ sin <p2 

x = 2r-AB = RH-r-. ^(R + ry-.-^ 

^ ^ sincp 

c) 3luf einer Ebene liegen brei gleid^ grofse ft(^ ju je jmeien be^ 
rül^renbe Äugeln, beren Sftabiuö r ift, fo bafe ü^re SDlittelpunfte ABC 


2 


§ 16. 45 

ein gleid^feitigeS ©reicd bilben; auf ben brei Äugeln rul^t eine t)ierte 
ebenfo grofee mit bem SJlittelpunft E, roeld^e alle brei berül^rt. 3^ ^^ 
red^nen ift 

10. bie Entfernung x be§ 5ßun!teg E t)on ber ®bene, auf roeld^er 
bie brei Äugeln liegen. SCufl 3fi t)on E auf ABC bie ©enhed^te EF 

gefättt, fo iji EF = 4r f6; mithin x = ^r (2 f^-h 3). 

11. ber SftabiuS y ber Äugel, weld^e alle t)ier Äugeln einfd^Iielsenb 
berührt. Siufl. 35er 3)ftittelpunft ift F unb y = 4 r(/6"+2). 

12. roxt tief bie obere Äugel einfinft. 2lufl. S)ie $öl^e beS ein= 
finfenben Äugelabfd^nitteg ift 4 r (2 fß- 3). 

13 ber Sftabiu^ z ber Äugel, xotl(i)t aHe t)ier Äugeln t)on aufeen 
berührt. Siufi. z= 4-^(1^-2). 

14. ber Sftaum ber großen Äugel in 11), foweit er mä)t von 
ben t)ier gleidben Äugeln unb ber Äugel in 12) aufgefüllt wirb. 

2lufl. f-Tcr^. 

15. ber Sfting jroifd^en ber grojsen Äugel in 11) unb ber Keinen 
in 13). SKufl. -y-irr^ 

d) 3n eine Äugel mit bem Sftabiu^ r ftnb ad^t Heinere fid^ gegen= 
feitig unb bie grofee berül^renbe Äugeln fo lonpruiert, ba| il^re SWittel* 
punite bie @dEen eine^ SBürfelS bilben. gu berei^nen ift 

16. ber Sftabiug x einer ber ad^t Äugeln. Slufl. @ine SBürfel- 
lante ift 2x; eine big jur großen Äugel verlängerte SBürfelbiagonale ift 

S)urd&meffer berfelben; mithin 2r = 2x ^3"+ 2x, alfo x = -^r{fS-- 1). 

17. ber SRabiug y einer Äugel, meldte innerl^alb ber ad^t Äugeln 
liegt unb fie aHe berührt. 3lufl. 2y + 2x = 2x /s", mithin 
y = x(y3-l) = r(2-/3'). 

18. ber 3taum, meld^er t)on ber grojsen Äugel übrig bleibt, rotnn 
bie neun Äugeln fortgenommen werben. Slufl. 4Trr^ (3 fS — 5). 

19. bag aSerl^ältnig biefeg Sftaumeg jur Summe ber ad^t gleid^en 
Äugeln. Slufl. -f- 

e) 3n eine Äugel mit bem Sftabiug r pnb vitx Heinere fid& gegen^^ 
feitig unb bie größere berül^renbe Äugeln fo lonftruiert, ba§ il^re 3Äittel- 
punfte bie Mtn eine§ regulären Dftaeberg bilben. Qa berec^nen^ ift 

20. ber 3tabiu§ x einer ber fed^g Äugeln. 2lufl. x = r (1/2 - 1). 

21. ber Sftabiug y einer Äugel, meldte innerl)alb ber fed^g Äugeln 
liegt unb fie atte berührt. 2luf l. y = r (1/2 - 1)^. 

22. bag aSerl^ältnig ber Sllabien ber gegebenen Äugel unb ber 

in 21). Slufl. (1^+ 1)2. 


46 § 16. 

23. baS aSerl^ältniö beS Steume^, tüeld^er t)on ber großen Äugel 
üBrlg bleibt, romn man bie fteben Äugeln fortnimntt ju ber ©umme 
ber fed^g gletd^en Äugeln. Slufl. S)er übrig bleibenbe 3laum ifi 

-^TTx^ unb bie Summe ber fed^jj gleid^en Äugeln Stcx^; bal^er ifl ba§ 

gefud^te aSerl^ältni^ -|-- 

f ) 3fn eine Äugel mit bem SftabiuS r ftnb t)ier Heinere ftd^ gegen- 
feitig unb bie größere berill^renbe Äugeln fo tonflruiert, ba§ il^re f5Mtd= 
punfte bie ©den eines regulären S;etraeberg bilben. ^u bered^nen ifl 

24. ber SllabiuS x einer ber t)ier Äugeln. Slufl. S)ie Äante 

beS 2;etraeberg ifi 2x, olfo feine ^ö^e h = 4x /e". SJlun ifi 
r = 4hH-x=-~xy6"-Hx, olfo x = r(y6"-2) = r ]/^ (/3'-i/2). 

25. ber SftabiuSy einer Äugel, meldte innerl^alb ber mtx Äugeln 
liegt unb fie alle berührt. Slufl. x + y = 4h; y = r (/ä"- ^2)^ 

26. bag 3Serpltnig ber Sftabien ber gegebenen Äugel unb ber in 25). 

2iufi. ^lp^ = {iJ+i2y. 

27. ber SRaum, meld^er jmifd^en ber gegebenen Äugel unb ber 
in 25)liegt. Slufl. -^ izr^ ^ ^ izr^is -^ iJ^^^izr^iJ {iJ-i2y 
= ^ 7cx^ (rergl. 1 5). 

28. ber Sftaum, meld^er t)on ber großen Äugel übrig bleibt, wenn 
bie fünf Äugeln fortgenommen merben. Slufl. aSon bem in 27) ge^ 

funbenenSRaummufenod^^ TCT^ 2 f2 (j/s — ^2 y fortgenommen werben; 

man er^t f Tcr^ ^2" (VT- y2")3= f ttx^ (oergl. 14). 

29. baS aSerl^ältniS biefeg SRaumeS ju ber Summe ber mt 
Äugeln. Slufl. 4- 

g) 3n eine Äugel mit bem SftabiuS r finb fed^S Heinere fid^ gegen= 
feitig unb bie größere berül^renbe Äugeln fo fonftruiert, ba§ ii^re 3JHttet 
punfte bie Sdten eines breifeitigen gleid^fantigen geraben 5ßriSmaS 
bilben. Qu bered&nen ifi 

30. ber SftabiuS x einer ber t)ier Äugeln. Slufl. S5er SJlittet 
punft ber gröjseren Äugel liegt in bem 2)iittelpunft ber ©eraben^ meldte 
bie SJlittelpunfte ber beiben ©runbPäd^en x)erbinbet. SSejeid^nen wir bie 
^öf)t ber ©runbPdd^e mit h, bie ©erabe, meldte ben Äugelmittelpunft 

mit einer ©dEe oerbinbet, mit p, fo ift h = x j^ unb p^ = x^ + (4 h)^ = 
x2 + 4 x^; alfo p = X 1/4. 9tun ift r = xH-p = xH-xy4-; 

alfo X = -7=^ — j=. 
1/7 + ^3 


§ 16, 17. 47 

31. ber Sftabiug y einer Äugel/ toeld^e intterl^alb ber fed^S Äugeln 
liegt unb fte alle berill^rt. 2luf I. y -h x = p, alfo y = -H= — j=^ 

-^4r(5-y21). 

32. bag 35erl^ättnig be§ Sftabiu^ ber gegebenen ftugel unb ber in 31). 

33. ber Sftaum, weld^er jroifd^en ber gegebenen Äugel unb ber 




34. ber 3taum, roeld^er von ber großen Äugel übrig bleibt, rotnn 
bie fteben Äugeln fortgenontmen werben. Slufl. Sirr^ (2^21 — 9) — 
3irr3 1^ (21^7- 3 K3 ) = ÖTcr^ (2 I^Yi - 9) = f tux^. 

35. baS SSerl^ältnig biefeg Sftaunte^ ju ber Summe ber fedö^ 


Äugeln. Slufl. ^ 


3* 


§ 17. 

1. ©ne gerabe breifeitige 5ßpramibe ift burd& bie ©runbfante a 
unb bie ^öl^e h gegeben; t)on ben ©d^merpunften ber ©eitenfläd^en ftnb 
©enfeed^te auf bie ®runbflä(^e gefäHt, meldte ein gerabeg breifeitigeS 
5ßri^ma bilben, bejfen Solumen ju bered^nen ift. 2lufl. 3)ie ©runb- 

!ante be§ 5ßri§ma^ ift ^ a, alfo feine ©runbfläd&e ^ a^ j/T; bie ^öl^e 
beg 5ßrigmag ift ^ h, alfo ToZ Prisma = ^ a^h ]/~3. S)a bag ^o= 
lumen ber 5ßpramibe -^ a^h ]/ 3 ift, fo ift Vol Pyr = 9 Vol Prisma. 


1 _a,/-Er 


SKnm. SSeim regulären S^etraeber ifi FoZ Prisma = ^qs ^^ 1^ ^ * 


2. Sine gerabe breifeitige 5ßpramibe ift burd^ bie ®runb!ante a unb 
bie igöl^e h gegeben, ^n biefelbe ift ein gerabe^ breifeitigeS 5ßrigma 
lonjiruiert, beffen eine ©runbftäd^e auf bie ber 5ßpramibe fättt, mäl^renb 
bie (SdEen ber anberen ©runbfläd^e auf ben ©eitenfanten ber 5ßpramibe 
liegen. 35ie ©runbfante x unb bie ©eitenfante y be^ 5ßriMa§ ift ju 
bered&nen, menn bie ©umme feiner ©eitenffäd^en gleid^ ber ber ®ruub= 

fläd^en ift. SCufl. (gg ift 3xy = |x2 j/y, alfo x = 2y^y. gerner 

ah 2 ahj/y 

ifi a:x = h:h-y, mithin y = a + 2h /T ^^*^^ = a-h2ht/y 


48 § 17. 

3. ^toü gleid^e reguläre Si^etraeber mit ber Äante a ftnb mit jmei 
©eitenfläd^ett juf ammengelegt unb bilben fo eine SJoppeIppramibe; bie 
SJlittelpunfte ber fed^S @eitenflä(^en be^felben nimmt man ju ©den 
eineg geraben breifeitigen 5ßrii^maiJ, beffen Sßolumen ju berechnen ift 

auf I. S)ie ©runbfante be^ 5ßri§mag ifl |- a; ifi h bie ^öl^e ber S)oppet 
p^ramibe, fo ift h = |- a |/T; ba nun bie l^albe ^öl^e be§ 5ßriSmaS 
l h = ~ a ]/~6, f ifi bie ^ö^e beS 5ßri§maS | a j/T unb feine @runb=: 
ffäd^e -^ B? jTS] mithin Vol Prisma = -^ a^ j/T. 35a n\xn ba§ 9So= 
lumen ber ©oppelppramibe = |- a^ j/T, fo ifl Vol ©oppeippramibe 

= 9 Vol Prisma, 

4. (Segeben ifi ein red^tminlligeS 5ßaratteIepipebon mit ber §ol^e h, 
bie ®runbf[ä(3&en finb Ouabrate mit ber Seite a; über benfelben finb 
im Snnem beg ^ßri^maS jmei 5ßpramiben lonfiruiert, beren @pi|en in 
ben 3RitteIpunften ber gegenüberüegenben ©runbfläd^en liegen. 2)aS 
ben beiben ^ßpramiben gemeinf(^aftli(^e ©tüd iftju bered^nen. 3lufl. 
S)a§ gemeinfd^aftli(^e Stild befielet au§ einer ©oppelp^ramibe, bie ge^ 

meinfd^aftlid^e ©runbfläd^e ifi ein Ouabrat mit ber Seite ^ a, roäl^renb 

bie ^öl^e ber S)oppelppramibe h ift; mitl^in Vol ©oppelppramibe = 

^ a^h. S)a baS 3Solumen beg 5ßrigmag a^h ifi, f o ifi Vol Prisma = 

12 mal bem 3Solumen beS gemeinf(^aftli(^en ©tüdeS. 

Über einem gleid^feitigen ©reied mit ber Seite a ift ein gerabeS 
5ßri§ma unb eine gerabe ^ßpramibe lonftruiert; beibe l^aben biefelbe $öl^e. 
S)ie §öl^e h ifi ju bered^nen, xotnn 

5. bie ©eitenPäd^en beä 5ßrigmag n mal fo grofs mie bie ber ^Ppra- 
mibe pnb. Slufl. ©ine ©eitenPäd^e be^ 5ßrigmaS ifi ah; eine ©eitern 

Päd^e ber 5ßpramibe ^ a ]/ h^ + ^ a'-^ ; mitl^in ah = ^ na l/h^ + ^ a 

alfo h = ^ 2)a]^er muj5 n <: 2 fein. 

6 1/ 4 — n^ 

6. bie ©eitenPäd^en beg 5ßriMa^ gleid^ benen ber ^ßpramibe finb. 
aiuf l. h = I a. 

7. 3Bie gro§ iP n beim regulären S;etraeber? 3luf l. n = |-}/-2 . 

8. 35iefelbe Slufgabe mie 5, nur foll bie ®runbpä(^e ein reget 
mä^geS ^ßolpgon mit ber ©eite s unb bem 9labiu§ p be^ 3nfreife§ 


2. 


fein. 


Slufl. es iP hs =1 ns 1/ h2 + p2 ; mithin h = T/^^ 


3n ein reguläre^ S^etraeber t)on ber Äante a iP ein gerabeg brei* 
feitigeg 5ßrigma fo befd^rieben, ba| eine ©runbpäd^e benfelben auf eine 


§ 17, 18. 49 

Setracbcrfläd^e ju liegen lontmt. SSKe grols ifl eine Äante x beg 5ßrig- 
ma^, xQtx^n bie ©den ber oberen ®runbfläd&e 

9. auf ben Äanten beö S;etraeberg liegen. 3lufl. 3fft h bie ^öl^e 
beg Si^etraeberö , fo ifl h:h — x = a:x; ba nun h = al/f , fo ifi 

x = a(i/T-2). 

10. auf ben SJlittellinien ber @eitenf[äd^en be^ Si^etraeberS liegen. 
SKufl. SBirb ba§ burd^ eine @(Je ber oberen ®runbPä(^e auf ber JJJHttet 
Knie abgefd^nittene ©tüd berfelben, weld^eg ber ©pi^e be^ 3;etraeberS 

junäd^ft liegt, mit y bejeid^net, fo ift \ a |/^ : 1 a = y : x, olfo y = 
X v^. gerner t)erl^ält fid^ h : h — x = ^ a /3^ : x ^ , unb ba h = 

a yf , fo ifi X = 4" a (* - /^)- 

11. bie Seiten be^ gleid^feitigen ©reiedE^, weld^eg burd^ aSerlängerung 
ber oberen ®runbf[ä(^e aus beut S^etraeber gef (Quitten wirb, im 3Ser- 
l^ältniS m : n teilen. Sufl. SBirb bie Seite beS auSgefd^nittenen S)rei= 

edfg mit y bejeid^net, fo ftnb bie beiben Si^eile berfelben — ^^ — unb 

'-^, mithin ifi x^ = j^, + ^^ - ^^, cos 60", 

.. X (m + n) 

ölfo y = y— ,- , ' ^. 9tun ift a : y = h : h - X, unb 

baber x = —. — ^ K v^^ ^ — °^>^ gj^^j^ ergiebt fidb 

1 1 _L 1 m + n 

bie Sftelation V = TT "^ T" ,/ 2 ■ 2 """"^^ • 

X ü a j/ m^ + n^ — mn) 


§ 18. 

1. Um ein gerabeg breifeitigeS ^ßriSma, beffen ^mitxi fämtlid^ 
gleid^ a finb (fänffläd^iger ard^imebifd^er Äörper), ifi eine Äugel be= 
fd^rieben; mie gro^ ift ber SftabiuS r berfelben? Slufl. r^ = 

4 a^ + i a^, alfo r = |a »/2l- 

2. Um ein gerabeS breifeitigeS 5ßrigma, in meld^em eine ©runb- 
fante a unb bie Summe ber ©eitenfläd^en gleid^ ber ber ®runbfläd&en 
ifi, ifi eine Äugel befd^rieben. 9Bie grofe ifi ber Sftabiug r berfelben? 

aufl. 3)ie ©eitenfante fei x; bann ifi 3 ax = |- a^ j/ä", alfo 

Sieb er, ©tereometrifd^e 3luf gaben. 4 
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X = ^ a }/3". mUSfin r^ = ^ x^ 4- 1 a^ = ^ a^ + i a^; alfo 

3n eine ftugel t)om Stobiu^ r ifi ein gerabeS breifeitige^ 5ßriMa 
lonjintiert, beffen ®runb= unb ©eitenfanten gleid^ finb. SDSie gtofe ifi 

3. baS Solunten beg 5ßrigmag? auf l. 3fi x eine Äante beS 5ßrigma§, 

fo iji ber S)urd^meffer be§ Untfreifeg einer ©runbfläd^e gleid^ f x yY. 

9htn ifi |x2 + x2 = 4r^ alfo x = 2rT/| unbroZPri^a = -^rl 

r 7^7 

4. bie feumme Dberfläd^e unb ba^ SSolumen beg ©egmenteS, 
weld^eg man burd^ aSerldngerung einer ©runbfläd^e erl^ält? 3lufl. S)ie 

§öl^e beg ©egmenteg tfih = r-|-x = rri_ l/|] ; mitl^in Kai = 

2Trr2 Tl -'0\ unb Ä^m = | in^ Tl - | yfV 

5. bie frumme Dberfläd&e unb bag aSoIunten beS ©egmenteö, 
u)el(^e^ man burd^ aSerlängerung einer ©eitenffdiä^e erl^ält? SKuf L S)ie 

^öl^e be« Segmentes ifi h = r [ 1 - y| ) ; mitl^in Kai = 

2arr2 Tl _ yi j unb Sc^rn = | irr« Tl - ^ yiy 

3fn einem geraben breifeitigen 5ßriöma ifi eine ©runbfante a unb 
bie Summe ber @eitenf[äd^en boppelt fo grofe mie bie ber ©runbfläd^en; 
mie grofe ifi 

6. ber SftabiuS r ber Umfugel. Sufl. ©ne ©eitertEante fei x, fo 

ifi 3ax = a^ fs, alfo x = | aVs"; mithin r^ = ^ x^ + i a^ 

= ^^' + Wf aIfor=layi5. 

7. ber SRabiuS p ber Snfugel. Slufl. 3n baS 5ßrigma lä^t pd^ 

eine ftugel befd^reiben, ba -^ x = ^ a /3^ ifi; mitl^in p = ^ slVW. 

3n eine Äugel mit bem SftabiuS r foll ein gerabeg 5ßriSma fon= 
firuiert merben, beffen ©runbfläd^e ein gleid^feitigeS 3)reied ifi, (feine 
Seite merbe mit y bejeid^net), mol^renb jugleid^ eine aUe ^äd^en be= 
rill^renbe Äugel, bereu SftabiuS mit x htidi^nü merben möge, l^ineingelegt 
merben lann. ^n bered^nen ifi baS SBoIumen 

8. ber l^ineingelegten ftugel. Sluf l. 3)ie §öl^e beS 5ßrigmaS ifi 
2x, bie ber ©runbfläd^e 3x; mithin fy^ = 9x% unb y^ = 12x2. S)a 

beibe Äugeln benfelben 2Jtittelpunft l^aben, fo ifi in bem 2)reiedE (9)Httet 
punft ber Äugel, SJUttelpunft einer (Srunbfläd^e unb eine &tt berfelben 

©runbfläd^e) 4x2 + x^ = r^, alfo x = -^ unb y^ = ^ r^. Smt^in 
Vol Äugel ==-^TZT^iT. 


§ 18, 19. 51 

9. beg ^mma^. »ufl. VolPrüma = 2x • ^^3"= w^^i^- 

10. beg iuxä) eine uerlänöerte ©runbfläd^e abgefd^nittenen ®tQ= 
menteg. Slufl. %w = 4ir(r-x)2(3p-r+x) =-|- 7rr3(25~7 jTs). 

11. S)ie ®runbjläd&e eines geroben uierfeitigen 5ßrigmag iji ein 
SRl^ombug, beffen diagonalen ftd^ wie 4 : 3 cerl^alten. ^ xod^tm SSer- 
l^ältnig muffen bie ®runb= unb ©eitenfanten fiel^en, romn ftd^ in bag 
^riSma eine Äugel befd^reiben lä§t? Slufl. 2)ie ©runbfante werbe 
mit X, bie ©eitenlante mit y bejeid^net, bie diagonalen ber ©runb- 

jläd^e mit e unb f ; bann ift f = -| e, e = f x, f = |- x. SBirb 

ber SftabiuS ber Äugel mit r bejeid^net, fo ift r = -^x unb r = -^y; 
mitl^in x:y = 25:24. 

12. SBie t)erl^ält ftd^ eine ©runbfläd^e G ju einer ©eitenfläd^e S? 
Slufl G = 2xr; S = xy; mitl^in G: S = 2r:y = y:y. 2)al^er mu§ 
bie ©runbfläd^e glei(^ ber ©eitenflät^e fein. 


§ 19. 

©egeben ift ein SMrfel mit ber Äonte a. SBie gro§ iji ber Stabiug 

1. ber Ilmfugel? SKufl. ^sifs. 

2. ber Äanten beräl^renben ßugel? 2luf I. ^ a j^. 

3. ber 3fnfugel? Slufl. ~ a. 

SBie üerl^alten fid^ t)on ben brei Äugeln, von benen bie eine um 
ben SMrfrl befd^rieben iji, bie jmeite bie Äanten berül^rt unb bie britte 
in ben SBürfel befd^rieben iji 

4. bie Dberfläd^en? Slufl. mie 3:2:1. 

5. bie 3Solumina? Slufl. mie 3 fS: 2 i¥: 1. 

©egeben eine Äugel mit bem Sftabiug r; mie gro§ ift bie ^anit 
be^jenigen SBürfefö 

6. meld^er um bie Äugel bef(^rieben iji? Slufl. 2r. 

7. beffen Äanten bie Äugel berühren? Slufl. r ^2". 

8. melt^er in bie ftugel befd^rieben ift? Slufl. -| r fs. 

SBie uerl^alten fid^ von ben brei SBürfeln, t)on benen ber eine um 
bie Äugel befd^rieben iji, ber jmeite bie Äugel mit ben Äanten berill^rt, 
ber britte in bie ftugel befd^rieben iji 

9. bie DberPäd^en. Slufl. mie 6:3:2. 

10. bie aSolumina. Slufl. mie 6 /ß": 3 1^: 2 1/2". 

4* 
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S)ie Dberfläd^ett unb 3Solumina berienigen beiben Äugelfegmente fo= 
Tüte bie jugel^örigen Äugelfdftoren ju bered^nen, toeld^e man tx^ali, 
wenn man 

11. eine SBürfelfläd^e verlängert big fte bie Umhigel f(^neibet 
3lufl. 2)er Äugelrobiu^ ijl yai/s"; bie ^öl^en ber beiben ©egmente 

jtnb |-a(yy+l) unb ^ a (j/s"— 1); bal^er bie beiben Äalotten 

^a^ yä" (1/3"+ 1) unb ira2 iJ^J- 1) unb bie Äugelfegmente 
^ ira^ (3 ^3'+ 4) unb -— ira^ (3 /3 - 4). SDie juge^örigen Äuget 

feltoren | ^3(^3 + 1) unb | ora^ (^3*- 1). 

12. bie Äugel fonftruiert, meldte bie ftanten beg SBürfete berül^rt, 
unb meldte burd^ eine SBürfelfläd^e t)on ber Äugel abgefd^nitten werben. 

auf I. S)er Äugelrobiug ift ^ a ^2", bie ^ö^en ber beiben ©egmente 
fmb ■|a(y2"H-l) unb ^ a (y2"-l); ba^er fmb bie beiben Motten 
4 ita^ (2 + y2') unb |- ira^ (2 - y2"), bie beiben ffiugelfegmente 
-^ ira^ (4 y2"+ 5) unb -^ ira^ (4 y2'— 5), unb bie jugel^örigen fiugel- 
fdtoren -^ ra^ (y2 + 1) unb ^ ^a» (y2'~ 1). 

13. (Segeben ijl ein SBürfel W mit ber ftante a; in benfelben ifl 
eine Äugel !onfiruiert, in biefe ein 3Bürfel, in Untere mieber eine ffiugel 
u. f. m. in inf. ©efud^t mirb bie ©umme aller Äugeln unb bie aller 
aaSürfel. Slufl. 3)ie Äugeln feien K„ K2, K3 u. f. m. unb bie in 
biefe fonfiruierten SBürfel W,, W^, W5 u. f. m. S)ann ijl W = 

«3 TT ^a ™. a j^ ^a 1 TTT a p, 

a , ü, - -g-, W, - j-^, ^2 - -g- ^T^r VV2 - 27' ^^ = 

6 27' "* 8iy3 6 81 y3 
K, + K2 + K3 H = ^ ( 1 + — p= + — + F= + 1 

6v3yy27^8iyT ; 

^q3 -iAq' / 1 

^27+81 /3^+---- ; sys'-l' 

14. fjJtan ^ai eine Äugel, meldte gleid^ einem gegebenen SBürfel 
mit ber Äante a ifi; in biefe mirb ein SBürfel lonflruiert, in biefen 
mieber eine Äugel u. f. m. ©efud^t mtrb bie Summe atter SBürfel unb 
bie ©umme aHer Äugeln. Slufl. S5ie Äugeln feien K,, Kg, K3 u. f. m. 
unb bie SBürfel W„ W2, W3 u. f. m. 35ann ift K, = a^ alfo i^r 


j 
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8 3 


U. f. ID. 2)0^et W, + Wa + W3 + = -^ ^1 + ^-y^+ 27 

+ ^ + ---0 = ;^(^ gemer^K, + K. + K3 -, 

- 3 /"i ^_ 1 ^ - 3a^y3 

"^ v+3y3- + 27 + ---j- 3y3"-r 

15. Um einen SBürfel t)on ber Äante a ift eine Äugel K mit bem 
Slabiug r fonftruiert. ferner ftnb jmei Äugeln K' unb K" mit ben 
aiabien r' unb r" fonftruiert, t)on benen jebe bie Umfugel unb aufeet^^ 
bembiefelbe SBürfelfläd^e in i^rem 3KitteIpunIt berflf)rt. ©efud^t werben 
bie SRabien ber brei Äugeln, il)re SSoIumina unb bie Summe ber beiben 

inneren Äugeln. Slufl. r = 4" ^V^"; r = 4- a(/3'+ 1); r" = 
^a(/3"-l); K = -l-ira^i^; K' = ^ 7ra^(3y3"+ 5); K" = 

i^7raH3y3"-5); K' + K" =. ^ izSi^iJ^ ^K. 

SBie grofe finb bie Sftabien jmeier Äugeln, meldte in einen SSSilrfel 
mit ber Äante a fonjlruiert finb, ftd^ gegenfeitig berül^ren unb von 
benen jebe brei SBürfeipäd^en berül^rt, xotnn 

16. bie beiben Äugeln gleid^ ftnb. Slufl. S)er SftabiuS ber ge:^ 
fud^ten Äugeln fei r, i^re 5lWittelpunfte feien K unb K' unb mögen 
auf ber SBürfelbiagonale BH liegen, beren 2Jiitte M fei; femer fei 

KL JLHF, fo ifi HK = i a ]/ 3" - r, ferner HK = r Vs", ba 
HK : HB = KL : BF; folglid^ r /3'= ^ ^'ß- r unb r = 
4a(3-y3). 

17. bie eine Äugel bie Snhigel iji. Slufl. 3ft p ber SftabiuS ber 
3>n!ugel, p' ber ber jroeiten Äugel, fo ift p:p' = 4^ 1^- 4" ^ i^— P — P'J 

unb ba p = 4-^/ f^ ^P p' = t*(2- Y^)- 

18. bie Sftabien ber beiben Äugeln fi(^ mie l:n t)erl^alten. Slufl. 
33ejei(^nung mie in 16, nur feien r unb r' bie Slabien, mitl^in r' = nr; 
femer K'L'XBD. 3)ann ifi A HKLcoBK'L', alfo HK:BK' = 

r : r' = l:n, alfo BK = nHK. S)a^er HK (n + 1) = a Vs"- r-nr 

unb HK= -^ ys -r = ry3', alfo r= ^^^= = 

n + 1 ^ ■ (n + l)(y3+l) 
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_a 3-- VF ^^^ ^, ^ _na 3--]/3 gj^^^^j^ 3n)ifd^en beiben | 
n +1 2 n-f- 12 ^ i^ j 

Äugeln ftnbet bte getingfie aSerfd^iebenl^eit fiatt, wenn Jbeibe Äugeln 
gleid^ finb, b. 1^. wenn n = 1 ifi; bann ifi r = ^Si(ß— ^3 ) wie in 16. 
dagegen ftnbet bie gxöfete SSetfd^iebenl^eit fiatt, xomn K bie Sniugel, 

alfo r = 4 a ift; ^<*"^ ift ^' ^t^ in 17 in eine SBürfelede lonflruiert; 

eg ift bemnad^ 4"^ = -^ "^2^' ^^^^ n = 2 - ^F; ba^er r' = 

4-a(2-y3). 

19. ben SRabiuS x ber ftugel ju bered^nen, weld^e brei in einer 
©de jufamntenfiofeenbe SBürfelfläd&en unb aufeerbem in ber biefer @(fe 
gegenüberliegenben ©de bie Umhigel berül^rt. 31 uf l. 3ft a bie SBürfet 

tonte, fo ift a /F: a = a fS- x :x; mitl^in x = 4* a (3 — fS). 

3luf bem aSoben eine§ SBürfel^ liegen vm glei(^ grofee Äugeln, 
t)on benen jebe je brei SQBürfelfldd^en unb bie beiben benachbarten Äugeln 
berül^rt. SBie gro§ ift 

20. ber Sllabiu^ p einer ber t)ier Äugeln K. 2luf l. p = 4" a. 

21. ber Sftabiu^ p' berjenigen Äugel K', weld^e burd^ bie Öffnung 
jwifd^en biefen mer Äugeln gerabe l^inburc^ fallen fann. 2lufl. 2 p' = 
a 1^- 2 p - 2 p 1^ = a j/ 2" - 4" a ~" 4 ^ 1/2", alf p ' = 4 a (l/T-- 1) . 

22. ber SRabiu^ p" berjenigen Äugel K", weld^e bie vkx Äugeln 
unb bie untere SBürfelfläd^e beräl^rt. Slufl. aSerbinbet man K'' mit 
K unb fällt t)on K auf bie fiinie, meldte bie 3Ritten ber oberen unb 
unteren ©runbpäd^e t)erbinbet, bie ©enfred^te KR, fo ift K"K2== 

KR2 + K"Il^ mithin (p + p")^ = (4 a j/Yf + (p - p")^ olfo 4pp" = 

-La2; ba p = 4 ^z fö ^P P" = T^. 

23. ber Slabiug p'" berjenigen Äugel K"', meldte bie vitx Äugeln 
unb bie obere aBfirfeipäd^e berührt. Slufl. aSerbinbet man K'" mit 
K unb fällt von K auf bie Sinie, meldte bie 3Jlitten ber oberen unb 
unteren ©runb^äd^e t)erbinbet, eine ©enfred^te KR, fo ift K'"K2 = 

KR2 + K'"R2 ober (p + p'")' = (t ^ f2")' + (^a - p" ')^ ^^^^ 

(t a + P'")' - (t a - P'")' = 4 a^ alfo a (2p'" - ^ a) = ^ a^ 

mitl^in p'" = ^ a. 

§ 20. 

3n jmei gegenüberliegenben SBürfelfläc^en pnb bie nid^t parallelen 
diagonalen gejogen; bie ©nbpunfte berfelben finb bie ©den eine^ rep= 
lären Xetraeber^. ^u bered^nen ift 


§20. 55 

1. bag SSoIumen beg Xetraeberg. Slufl. ®ne Äante beg %i^ 


traeberg ift a |/ 2 , tnitl^in fein aSoIumen = 4- a^, alfo 4- von bem be^ 


SBürfete. 

2. ber Sftabiug p ber Sniugel beg a;etraeber8. Slufl. p = 
-^aiY fe^^sifs al\o-^ ber SBürfelbiagonale. 

3. bag SSolumen einet ber t)ier gleid^en ^ßpramiben, weld^e man 
erl^ält, wenn man ben SBfirfel fo burd^fd^neibet, ba| bag S^etraeber 

übrig bleibt, aufl. ©ine ^ßpramibe f)ai jur ©runbfläd^e 4 ^^ ^^^ 
gut ^öl^e a, mitl^in ifi il^r aSolumen 4 a^. 

4. ber SlabiuS p, ber in eine fold^e ^ß^ramibe befd^riebenen Äugel. 
Slufl. 3)ag aSolumen ber 5ßpramibe ifi 4 Pi (4" ^^ /3" + 4 a^) = 4 a»; 

mithin P, = j:^ = 4a (3 - y 3"). 

3ufafe: p + p, =4^- 

3u ein gegebenes reguläre^ S^etraeber ABOD mit ber Äante a 
ifi ein SBürfel fo fonfiruiert, bafe eine ^äd^e auf ABC ju liegen 
lommt, bie vitt anberen SdEen KLPQ liegen in ben brei anberen 
gläd^en, unb jroar KL in ABD, P in BCD unb Q in ACD; ju 
bered^nen ift 

5. bie tante x beg SJBfirfelg. Slufl. KLPQ tjerlängert fd^neibe 
aus bem Si^etraeber ba§ gleid^feitige 2)reiedE MNO. S3ejei(^nen mir 
bie §öl^e beg 2;etraeberS mit H, f ifi H — x : MN = H : a, ober 

a]/4-x:M]y=yT:y3", mithin MN = ^f^-jf^ ^ o^^ 

S)reie(f MNO cerl^ält fid^ femer MN : x = 4 M:N VT : i- MN fs" - x, 

X V's' + 2 X 
alfo MN = — ^ . . S)urd^ ©leid^fefeung ber beiben SBerte t)on 

I 3 
MN ergiebt fid^ x == ^ ' 


3 + 2/2"+yT* 
Slnmerf. 3Äan !ann bem Slefultat aud^ eine anbere gorm geben. 

*''°*T = T(T + ¥ + T) = i + ¥ + f 

6. bie Äante beS burd^ SSerlcmgerung ber oberen SMrfelfläd^e 
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abgefd^nittcnen regulären Xetraeberg. SKuf I. MN = a — x V^ = 

2a (2 +yD 

3f2" + 2 f3" + 4' 

7. 3n ein gegebenes reguläres Xetraeber ABOD mit ber Äante a 
iji ein SBürfel fo fonftruiert, bafe mx nid^t iufammenl^ängenbe SBürfet 
fanten in ben vxtx S^etraeberfläd^en liegen; jwei gegenüberliegenbe SBürfet 
fläd^en mögen parattel ben Tanten AB unb CD fein, fie merben von 
refp. AB unb CD gleid^ meit abftel^en; bie Äante x beS SBfirfefe ifl 
ju bered^nen. sfufl. E fei bie SWitte von CD, F bie von AB; bann ifl 

EF = d = iAE^-AF^ = ^siiY. eine @bene.burd^ DCF fd^nei- 

bet aus bem SBürfel ein Duabrat; bie F junäd^fi liegenbe ®txit fei 
GL, FE treffe GL in J; bann ifi FG-.GL = FD: CD ober 

FG:x = 4af3':a,aIfo FG = 4x f3"unbFG= yFJ2+6J2 = 

]/(-|-d — |-x)^+4-x^; ^^^^ ®Ieid^fe|ung ber beiben SBerte von FG er= 

giebtfid^x = d(y2'-l)=a (l -]^j. 

Slnmerf. S)em Siefultat !ann man aud^ folgenbe gorm geben: 
1 1 0+1 i2 1 21 

X - d(y2"~l)'" d --d"^d--a + d- 

3fn einen SBürfel ift ein reguläres S^etraeber ABCD fo fonftruiert, 
bafe eine ©de D beSfelben in eine SBürfelede, bie brei anberen ©den 
bagegen auf bie brei gläd^enbiagonalen EG, EH, EJ ju liegen fommen, 
meldte von ber D gegenüberliegenben SBürfeledEe E auSgel^en (A auf 
EG, B auf EH, C auf EJ). 3u bered^nen ifi 

8. bie Äante x beS 2;etraeberS. Slufl. AB II GH, ba^er AE = 
AB = x; im A AGD ift ba^er AD^ = AG^ + GD^ ober x^ = 

(a 1/2" ^ x)^ + a^; alfo x = 4 a V 2", mithin 4 einer gläd^enbiagonale. 

9. bie ^öl^e DF = h beS 2;etraeberS. 3luf I. h = x|/| = 4a/3. 

Safo ift F bie gmtte ber SBürfelbiagonale DE. 

10. baS aSoIumen beS 2;etraeberS. Slufl. FoZ = -^a^; baSfelbe 
ift gleid^ bem beS 2;etraeberS ABCE. 

©egeben ifl ein 2BürfeI ABCDabcd (Aa, Bb u. f. m. fxnh Tanten); 
auf ber aSerlängerung ber diagonale Ac über c ifi ein 5ßunft P fo 
ju befiimmen, ba§, wenn man von P burd^ d, b unb C bie Äanten 
PE, PF unb PG legt, EFGP ein reguläres Xetraeber mit ber ^ö^e 
PA ifl. 3u bered^nen ift 
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11. Pc = X. 3luf I. dP : db = EP : EF, mithin dP = a i^. 

a^ 

gemet fätten wir t)on d auf AP bie igöl^e dK, fo ifl cK^ = — -= = 

ay3 
4 a/3"unb dK^ = cK . AK = 4 a^; ferner PK^ + dK^ = Pd^, 

ober (x + 4-af3')' + Ta2 = 2a^ aIfox=4-a i^\ mitl^inijiPc 

ein S)rittel ber Sffiürfelbiagonale. 

12. bie ©eite y beS a;etraeberS. 3luf I. 3)ie ^öl^e beg a;etraeberS 

ift y ]/^ unb aud^ 4 ^ V^r 'mii^xxi y = 2a /2". 

13. baS aSoIumen be§ a;etraeberg. 3lufl. 4 a'. 


§ 21. 

3n eilte gerabe oierfeitige ^ß^ramibe mit ben @runb!anten a unb 
ber igö^e h ift ein SBürfel fo fonftruiert, bajs eine SBürfelfläd^e auf bie 
©runbfläd^e ber ^ßpramibe ju liegen fommt. SDie Äante x be^ SBürfeU 
ifi ju beredj^nen, wenn 

1. bie ©den ber oberen aSürfelfläd^e in bie ©eiten!anten ber ^ß^ra^ 
mibe fallen. SKufl. @ine ®bene burd^ jmei gegenüberliegenbe Seiten^ 

fanten fd^neibet bie obere SBürfelfläd^e in ber diagonale x ^2"; mir 
erl^alten bal^er a /2" : x ^2" = h : h — x; mitl^in x = , . 

2. bie ©den ber oberen ©runbfläd^e in bie ^öl^en ber ©eitenfläd^en 
fallen. Slufl. Segt man burd^ bie ^öl^en jmeier gegenüberliegenber 

©eitenfläd^en eine ebene, fo erl^ält man 4 a /2~ : x = h : h — x, alfo 
ah 

X = p=^. 

a+hyy 

3. bie S)iagonalen ber ©runbfläd^e beS SBilrfel^ mit ben ©runb- 
fanten ber 5ß^ramibe Z a bilben. Slufl. S)ie S)iagonale einer SBürfet 

a 

fläd^e ift —. ; eine @bene burd^ bie @pi|e ber 5ß^ramibe unb biefe 

diagonale liefert äl^nlid^e SDreiedEe unb eS ift — ; :x/2 =h:h — x, 

mtt^m x = 


a + h y 2 sin a 

4. eine Äante be§ SBürfefö in bie ©runbfläd^e ber ^ß^ramibe ju 
liegen lommt, bie il^r gegenüberliegenbe jmei gegenüberliegenbe ©eitern 
flad^en ber 5ßpramibe oerbinbet unb bie beiben anberen biefen parallelen 
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j^anten in bie beiben anbeten gegenüberUegenben @eiten{Iäd^n ;u liegen 

. oll 

fommen. SufL a:h = x:h — xj/2 ; mitl^inx = — 7= — . 

a|/2 4-h 

S)iefelben aufgaben wie t)orl^er, nur foHen bie ©runb- unb ©ettem 

!anten ber ^^ramibe gleid^ fein unb jebe gleid^ a. 

5. x = a(/2"- 1). 

6. X = -|^ a /y. 

7 ^- ^}f^ 

4 [cos (45«- 4- «)r 

8. X = -g- a. 

Über jwei gegenüberlieflenbe SBürfelfläd^en werben ^ßpramiben fon= 
flruiert, bereu ©pi|en in ben SWittelpunften biefer Sffiürfelfläd^en liegen. 
SBie grofe ift ba§ SSoIumen 

9. beg ben beiben 5ßprauiiben geuieinfd^oftlid^en ©tfideS. Slufl. 
S)agfelbe iji ein Dftaeber unb befleißt au^ jroei ^ßpramiben, bereu ®runb= 

fläd^e ein Duabrat mit ber ©eite \ a unb bereu ^öl^e 4 ^ *f* 5 mitl^in 

10. ber abgefhiuipften ^ßprouiibe, bereu eine ©runbfläij^e eine SBurfel^ 
flad^e unb bereu anbere bie geuieinfd&aftlid^e ©runbfläd^e ber 3)oppeI= 

p^rauiibe ifl äufl. ^ a^. 

11. be§ 5ßri^uiatoib^ , bejfen eine ©ruubflad&e eine 2BurfeIf[ad^e 
unb beffen anbere ©runbfläd^e eine Äante ber ©runbPäd^e ber 3)oppel= 

pprauiibe ifi. Sluf I. S)ie ^öl^e beS ^ßriömatoib^ ift 4" ^/ ^^^ ^^^^ 

©runbflad^e ift a^, bie anbere unb ber 5ÖlitteIfd^nitt ifl ein 

Sled^ted mit ben Seiten -g-a unb^-a, aIio = -|-a2; mitl^in Vol $ßriS= 

matoib^ = -^ a^. 


\ 


§ 22. 

©egeben ift ein SBSürfel mit ber Äante a; bie ERitten ber Seiten^ 
Päd^en beSfelben flnb bie @(fen eine« regulären Dftaeber^; ju be^ 
red^nen ifi 

1. bie Äante be§ DftaeberS. 3lufl. ^2^^. 

2. bag aSoIumen beS Dftaeber«. Slufl. ^^^y^^ 

3. bag SSerl^ältniS be« SaäörfelS jum Dftaeber. aufl. 6 j/^. 
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©egebcn ift ein Dftaeber mit ber Äonte a; in baSfelbe ifi ein 
SBürfel bef daneben, bejfen ©den auf ben Dftaeberfanten liegen; ju be= 
red^nen ifi 

4. bie Äante x be§ aBürfefö. 3lufl. @in burd^ jwei gegenüber^ 
liegenbe Dftaeberfanten gel^enber quabratifd^er ©d^nitt fei ABCD, aus 
beut aBürfel werbe baburd^ ba§ Sied^tedE EPGH gefd^nitten, unb jroar 
feien EH = FG = x jwei SBürfeHanten (E auf AB, H auf 

AD u. f. n)0; bann ift EE = x f^; AE = 4- x^/ BE = x, 

alfo 4x^^ 4- X = a; x = a(2 - V~2). 

5. bas SSoIumen beS SBürfefö. Slufl. 2b.^{10^7VY). 

6. bag SSerptniS beg DftaeberS jum 2BürfeI. Slufl. ^^-^ — -. 

7. baS SSerl^ältniS ber DBerfläd^en beg Dftaeber^ unb SBürfetö. 

b 

3n ba§ Dftaeber ift ein SBürfel befd^ricben, beffen (gdfen auf ben 
von jwei gegenüberliegenben Dftaebereden auSgel^enben ^öl^en ber 
Dftaeberftäd^en liegen; ju bered^nen ifi 

8. bie ftante x, beS SBürfete. 3IufI. ABCD fei ber burd^ jraei 
gegenüberliegenbe §öl^en gefül^rte ©d^nitt; er fd^neibe auS bem SBürfel 
ba§ gted^tedf EPGH (E auf AB, H auf AD, EH = x,); M fei 
bie SKitte beg Dftaeber^, BM treffe EE in J; bann ift AC:BM = 

EP:BJ, alfo a: | a ^'2' = x, VJ: ^a j/2"- ^x, ; mithin Xi = -|-ay'2: 

9. baS SSerl^ältniS, in weld^em eine ^öl^e burd^ bie in il^r liegenbe 
SBürfeledEe geteilt wirb. Slufl. es fei AE = y unb EB = y, ; 

bann ift Xj : a»^= y: ^ siVJ, alfo y = |aK3" unb y, = ^siVJ- 

•^ aKs = ^ aKs^; alfo yi : y = 2: 1 ; mitl^in ift E ©d^roetpunft einer 
©eitenfläd^e. 

10. ba§ aSolumen beS SBürfete. Sttufl. -^-a^»^. 

11. ba§ aSerl^ältnig beS Dftaeber^ jum SBürfel. Slufl. |-. 

12. ba§ SSerl^ältniS ber Dberfläd^en beS DftaeberS unb SBürfete. 

Slufl. ^. 

13. bas SBerptniS ber SBürfel in 5) unb 9). Slufl. 27 (öVT- 7> 

14. ©egeben ein reguläre^ Dftaeber O mit ber Äante a; bie 
©d^werpunfte ber gläd^en beSfelben werben ju ©den eines neuen 
ÄötperS Wi genommen; bie ©d^roerpunfce ber gläd^en biefeS ÄörperS 
iu ®dEen eines neuen O,, u. f. m. in inf. Qn bered^nen ift baS SSer* 
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Ptni« W. + 0,+w!+Q3+..... . ^"^^- ^''^^- ^*' ^^' 

W, ifl ein 2Bürfct (ücrgl. 8 unb 9) = -l^a^K^ (»crgl. 10) = |O; 

O, tjl ein Dftaeber mit bcr ftante ^ x, J^= |- a, alfo O, = 
-^a.'>V2 = -^O; ferner W^^^-I^O, O^ = -i- O u. f. ro. aUfo 

W,+0, + W2 + 0,+ .... = 4^0+^0+4-0+ 

+ 4-0+4-0'+40 + ---- = l-0 + -S-0=l0; mithin ift 
bog gefud^te Sßcrl^ältnig -y-. 

15. S)urd^ ein reguläre^ Dftaeber mit bcr Äantc a ftnb jmei 
gleid^e unb parattele quabratifd^e ©d^nitte ABCD unb A'B'C'D' ge= 
legt; in jebeä biefer Öuabrate ifl ein neueg iQuabrat EFGH unb 
E'F'G'H' (E auf AB, F auf BO u.f.n).) fo befd^rieben, bafe fld^ AE:EB 
= m : n »er^t unb E, F, G, H, E', F', G', H' ©dfen eines SBürfelS 

finb, bejfen Äonte EF = x ju bered^ncn ift. Sluf I. EB = ^ AE, 

alfo x^ = AE^* + — , AE* unb AE = , ^^ - , EB = . °^ . 

m* I^m^ + n* »^m^+n* 

AB = J (m+n)_ ^^^ ^^. j ^^^ sjjiittelpunJt ber üuabrate ABCD 

r m* + n* 
unb EFGH, femer K bie über J liegenbe DftaeberedEe, fo ift JA = 

j||±| - JK= ji - i; ba „un J A = JK, [. * 

x(m + n) a x „ al^2(m*+ n*) 

- -^, alfo X = 


V2(m^+n^) VY 2' (m + n) »^2 + »^ m* + n* 

Seifpielc. 1) m = n = l, x = ^ aJ^2". 2) m = 7, n = 1; 


X ^i:^ ■*{% ciV £t • 


16. SBie üerl^ält fid^ ba§ um eine Äugel Befd&rtebene regelmäßige 
Dftaeber ju bem in biefelbe Äugel bejd^riebenen SBfirfel. SKufl. S)er 
SiabiuS ber Äugel fei r, bie Äante be§ Dftaeber^ a unb bie beg 

2Bürfefö b; bann ift a = r J^ unb b =| r J^3"(§ 19,8); alfo VolOkt 
= 4tT^VJ unb Vol Würfel = fr^ Vi\ mithin Okt : Würfel = 9:2. 

17. SBie üerl^ält ftd^ ber um eine Äugel befd^riebene SBfirfel ju 
bem in biefelbe Äugel befd^riebenen regulären Dftaeber? Slufl. S)er 
3labiu§ ber Äugel fei r, bie Äante be§ SBürfefe a unb bie be^ 

Dftaeberg b. S)ann ift a = 2r unb b = r»^2"; alfo Vol Würfel = 

8r3 unb Vol Okt =. i- r^; alfo Würfel: Okt ^6:1. 
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§ 23. 

©n SBürfel ABCDEPGH tüirb in fed^g ^ß^ratniben ietlegt, 
beren @pi|en im SKittelpunft M beö SBürfete liegen unb beten ®runb= 
pd^en bie fed^S SBürfelfläd^en finb; in jebe 5ß^ramibe legt man eine 
Äugel, weld^e bie fünf gläd^en bet 5ß^ramibe berül^rt. 3^ beted^nen iji 

1. bet Sftabiu^ r unb baS aSoIumen K einer Äugel. Slufl. Segt 
man burd^ bie 3Jlitten J von AD unb L von BC eine ßbene fen!red&t 
ju ABCD, fo fd^neibet biefe aug bet 5p^ramibe MABCD A JML 
unb au^ bet Äugel ben in JML Befd^riebenen ÄreiS; fäHt man nod^ 
MNJLJL, fo ift |-a:|a»^2'=r: |a-r, bal^err= ^a(I^2- 1) 

unb K = i Tra^ (5 V¥^ 7). 

2. bet Sftabiu^ p bet Äugel, meldte innetl^alb bet fed^g Äugeln 
liegt unb fie atte betü^tt. Slufl. p = ^ a(3^2J^2"). 

3. baS aSolumen be^ Äötpet^, beffen Mtn bie SJHttelpunfte bet 
fed^^ Äugeln finb. 2lufl. S)et Äötpet ift ein teguläteS Dftaebet, 

bejfen Äante 2r = a(K2'- 1) ift; mithin Y = ^ ^'Vä' {bVi-^iy 


§ 24. 

a) ©egeben ifi ein SBütfel ABCDEFGH (A unb E u. f. xo. liegen 
übeteinanbet) mit bet Äante a; ein ßplinbet ift fo um benfelben fon= 
fituiett, bafe bie @dEen A, D, H, B, 0, G auf bem SWantel benfelben 
liegen. Qu beted^nen ifi 

1. bie ^ö^e. 3luf l. AH = BG = a f2". 

2. bet Sftabiug r bet ©tunbfläd^e. 2lufl. CF tteffe BG in K 
unb DE treffe AH in J; bann ift bie ©tunbfläd^e beS ©i;linbetg gleid^ 
bem um baS Sled^tedE DCKJ befd^tiebenen Äteife. (g§ ift 4r^ = 

DK2 = DC2 + CK2 = a2 + 4-a^ alfo r = 4af6". 

3. ba§ aSolumen. 2lufl. 4^^^ l^- 

4. bet SKantel. Slufl. ira^ fd. 

5. baS aSetl^ältni^ be§ aSolumenS be^ ßplinbetS ju bem 3Solumen 

ber Äugel, meldte bie ^anitn berül^rt. Slufl. |-. 

b) Um ben SOSürfel ABCDEFGH mit ber Äante a ift ein ^r- 
linber fo ju befd^reiben, ba§ bie ©dfen B, G, E, A^ C, H auf bem 
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5ÖlanteI be^felben liegen, bie ©runbfläd^en alfo bie um bie S)reie(fe 
BGE unb ACH befd^riebenen Äreife jtnb. 3^ bered^nen iji 

6. ber SHabiug r ber ©runbfläd^e. SKufl. r = -^a|/6. 

7. bie ^ö^e h beS S^Iinberg. Sluf I. 9tac^ § 3, b jle^t bie SBürfet 
biagonale FD fenfeed^t auf BGE unb ACH unb wirb burd^ bie beiben 
gbenen in brei gleid&e Steile geteilt; mitl^in h = ^ slVs. 

8. ba^ aSoIumen. Slufl. |-ira^i/3. 


9. ber SWantel. 3lufl. 4^a2V¥. 


8 


10. baS aSerl^ältnig beg SSoIumen^ bei^ 6^Iinber§ ju bem aSoIumen 


ber um ben aSfirfel befd^riebenen Äugel. SKufl. 4- 

11. bag aSerptnig ber Sflabien ber ©runbfläd^en in 2. unb 6. 
SlufL 4- _ 

12. bag aSerptniJ^ ber §ö^en in 1. unb 7. 3lufl. V& . 

13. bag aSerl^ältnij^ ber aSoIumina in 3. unb 8. 3lufl. ^g . 

14. baS aSerptni^ ber 2»äntel in 4. unb 9. 3IufI. —g — . 

c) 3n einen gegebenen SBürfel iji ein ßplinber fo fonftruiert, ba§ 
feine ©runbfläd^en bie fed^§ SBürfelfläd^en in il^ren SMütn berftl^ren. 
3u bered^nen iji 

15. ber Sftabiug r ber ®runbf[äd^e. Slufl. r ift ber SRabiu^ be^ 
um ein gleid^feitige^ S)reiedE befd^riebenen ilreifeS, beffen ®dEen in ben 
3)litten breier in einer @dEe jufammenftojsenber SBürfeipäd^en liegen; bie 

©eite be^felben ift 4 a J^, miti^in r = 4 ^ ^ • 

16. bie ^ö^e h. Slufl. SBie in 7. ift h = 4 siVY. 

17. ber aRantel. Slufl. 4 ^a^*^- 

18. ba§ aSolumen. Slufl. —^'ko.^VJ. 

19. bag aSerl^ältnig it^ aSolumen^ ber Umfugel bei5 SBürfefö ju 
bem aSolumen be§ ß^linber^ in 18. Slufl. 9. 

20. ba§ aSer^ältnig beS Solumeng be^ Splinberg in 8. ju bem 
aSolumen bei^ ßplinber^ in 18. Slufl. 4. 

21. S)ag aSolumen eines S^linberS ju bered^nen, bejfen ®runb:= 
fläd^en bie in jwei gegenüberliegenbe SBürfelfCäd^en befd^riebenen fireife 

finb. Slufl. T = ~ si, h = a, alfo Vol = 4 '^^^' 

22. bas aSerl^ältniS ber ß^linbep-SJolumina in 18. unb 21. Slufl. 
2 


3^3" 

23. ba« aSerptnü^ beS ß^linberS in 21. ju ber Snhigel ha 

SBürfefe. Slufl. 4- 
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§ 25. 

1. 3n einen geraben Äegel (r, h) foll ein SBürfel fo gejieHt werben, 
bajs eine gläd^e be^felben auf ber ©runbpäd^e rul^t, bte mx anbeten 
©den bagegen auf beut 3RanteI liegen; wie gro§ iji bie Äante be^felben? 
Sluf I. £egt man burdj) bie ©pi|e beS Äegete unb burd^ bie S)iagonaIe 
ber auf ber ©runbfläd^e liegenben SBürfelfläd&e einen ©d^nitt, fo ift 

h - X : X VY = h : 2r, bal^er x = 


2rh 


2T + hVY * 

3n iwei gegenüberliegenbe SBürfelftäd^en jtnb bie berül^renben Äreife 
lonftruiert unb über biefen gerabe Äegel, beren @pi|en in ben 2Witten 
ber gegenüberliegenben ©eitenftäd^en liegen, rooburd^ ein S)oppeHegel unb 
ein ftötper in gorm eineg ©tunbenglafe^ entfielet. 3u bered^nen ift 

2. bie Dberftäd^c beS SDoppelfegefe. Sluf I. S)ie ^öl^e beS l^alben 
©oppettegetö ift 4 a, ber SRabiu^ feiner ©runbfläd^e 4 a, feine Seiten^ 
linie i a Ks"; mitl^iu Dberfläd^e be§ S)opperiegetö = 2ir.-i-a-jafT = 
-y^a^yö". 


3. ba^ aSoIumen be§ S)oppeHegetö. Sluf l. TöZ = -| ^ -^ a^ • 4 


a = 


48 ^^ • 


4. bie Dberfläd^e be^ ©tunbenglafe^. Slufl. S)ai5 ©tunbengla^ 
befielet au^ jroei abgejiuntpften Regeln; bie ißöl^e eines berfelben iji 

4 a, bie Sflabien feiner ©runbffäd^en finb 4 a unb 4 a unb feine 
©eitenlinie iji 4 a^^S"; mithin Dberfläd^e = 2ir • 4 a K5" (^a + { a) = 
4 ^a^ VJ. 

5. baS aSoIumen beS ©tunbenglafeS. Slufl. f^oZ = 4'^4"^(T^^+ 
-g-a +uaj~-^ira. 

6. baS aSerl^ältniS ber Dberftäd^e beS S)oppeHegefe ju ber beS 
©tunbenglafeS. Slufl. 4- 

7. baS aSerl^öltniS bei^ aSolumenS be§ SDoppelfegefö ju bem beS 
©tunbenglafeS. Slufl. 4- 

8. baS aSer^ältniS beS aSolumenS beS S)oppelfegete ju bem bei5 
©tunbenglafeS ju bem ber Snhigel beS SBürfetö. Slufl. 1:7:8. 

9. ber SRabiuS ber Snfugel bei^ 3)oppel!egefö. Slufl. -^b,V6. 

3n einem SBürfel finb jwei gerabe Äegel fonjiruiert; ber Umfang 
ber ©runbpäd^e beS einen gel^t burd^ bie 3Ritten breier in einer @dEe 
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iitfontmenfto^nber SBuifelfUd^, iDo^tenb feine €pt|e in ine 9egemtber= 
Itegoibe &k fäQt; ber anbete ^ in 9e}ug auf bie beiben S3urfele&n 
bie entgegengefeite Sage. @d emfie^ fo ein S^oppel&gel A, ein ab^ 
geffaintpfter S^oppelfegel B unb ein @tunbenglad C. S>te @runbflad^ 
jebed AegelS ifl ber ttmfreid eines glei4ifeitigen ^vütd^, beffen Seite 

4^ aFT ifl; alfo ifl ber aiabiuS beS UmfrcifeS 4 ^^ ^^ ^^ ^^^ 
-| slV^] alfo bie Seitenlinie -y a K6^. 3^ berecl^nen ifl 

10. bie DberfUui^e von A. SufL SMe ^Ifte beS ^oppeOegelS 
ifl ein geraber Äegel, beffen SlabiuS 4 • T *^ = ^slV€^ mü beffen 
SeitenIinie4-Ta»^ = 4a*^iP; ^»^«^ ifl bie Dberflad^ ^ ira^. 

11. bad Solumen von A. SufL S)er äHabiuS eines ItegelS ifl 
4 a K6 unb bie §5^ 4-4**^=4*»^; mithin »olunu^n A = 
^ ra^ VJ. 

12. ber SRantel von B. SufL S)ie ^älfte beS abgefhtmpften 
2)oppeffegeIS ifl ein abgeffaimpfter geraber ^el, beffen Stobien 4 a K6^ 

unb -4^ a/6 ftnb unb beffen Seüenlinie 4-4**^=4**^ ^5 
mitl^ anantel B = ^^ ita^ 

13. bie ®efamtoberflad&e von B. SufL ^^a^. 

14. bas »olumen t)on B. SlufL ^t^^^Vs. 

15. ber SRantel von C. XufL 2)aS StunbenglaS befleißt ouS 
iwü abgefhimpften geraben ^eln; bie Slobien eines ^gels ftnb 

4 a K6" unb 4 a »^, bie SeüenUnie 4 a »^ unb bie ^öl^e 4aK3 ; 
mitl^ ÜRontel C = -^ ^ra^- 


16. bie ©efamtoberflod^e von C. SufL ^^-^^a^ 


17. bas aSoIumen t)on C. «ufl. ^^a^»^. 

18. baS »eriptniS ber 3RanteI von A, B, C. auf L 9:5:7. 

19. baS ajer^oltnis ber (Sefamtoberfldd^ett t)on A, B, C. »ufl. 
27 : 19 : 37. 

20. baS »erl^ältniS ber »olumina t)on A, B, C. »uf L 27 : 19 : 37; 
alfo baSfelbe n)ie baS ber ©efomtoberflad^en. 

(Skfud^t n)irb baS Serl^ättniS ber Dberfläd^ ber Untlugel beS 
SaSfirfelS iu 

21. ber DberflaiJ^e von A. »ufL ^. 

22. beut 3Rantel von B. »ufL f. 

23. ber (Sefamtoberfläd^e t)on B. äufL ^. 


I 

i 


§ 25, 26. 65 


24. bem 3)lantel t)on 0. äufl. -y-. * 

25. ber ©efamtoberftäd^e t)on 0. Slufl. -^. 

©efud^t toirb baS aSoIumen ber um bcn SaSürfel befij^riebcnett 
Äugel ju 

26. bem SSolumen t)on A. 3lufl. 16. 

27. bem aSolumen t)on B. Stuft. ~. 

28. bem »olumen pon C. äufl. ^. 

29. Über einem Duabrat von ber ©eite a ift ein gerobe^ 5ßrij5ma 
Jonfiruiert unb über bem Umfeeife ber ©runbflädSie ein gerober Äegel 
t)on berfelben §öl^e; mie grols ifl Ie|tere, wtnn ber Äegelmantel nmal 
fo grojs mie bie ©eitenfläd^e be« 5ßrigmag iji? »ufl. ©ie^öl^e feix; 

iann ifl r=-^ unb s^^x^^ i a^; mithin ir j= M' + y = 

ica 
ii-4ax, olfo X =- — 

/64n2-2ir2 


§ 26. 

a) 3n bie fed^S SBürfelfläiJ^en Tinb bie Snfeeife lonftruiert unb 
llber benfelben fed^S Äegel, beren @pi|en im 2>HtteIpun!t beg SBürfete 
liegen. 3^^ bered^nen ifl 

1. bag aSoIumen unb ber 3JlanteI eine« Äegete. äufl. Vol = 

^ira^; SKantel = |iraV2. 

2. ber SlabiuS x ber ^nfugel eineiJ Äegete. auf I. -^ a — x == 
xi/2;x=ia(/2-l). 

3. bag ©tüd beg SOSürfefe, meld^eö übrig bleibt, wtnn bie fed^iJ 
Äegel J^erauögefd^nitten merben. Slufl. -^ a^ (4 — ir). 

4. ber Siabiu^ ber größten Äugel, meldte man aui5 einem ber 
ad^t übrig gebliebenen ©dfftüdEe l^erau^fd^neiben fann. Slufl. 3ftan 
lege burd^ jmei parallele S)iagonalen AO unb EG jmeier gegenüber- 
liegenbe SBürfelfläd^en eine (Sbtnz, meldte aui5 bem auf ABCD 
fiel^enben Äegel A PMN unb au^ ber in ber ®dEe A liegenben Äugel 
einen Ärei^ au^fd^neibet, bejfen 3Jlittelpunft K auf AM liegt, ber AP 
in L unb MP in J berül^rt; Der ÄugelrabiuS KL =- KJ fei r. 

S)ann ijl (M A - AK)^ = r^ + (MP - Phy. 9lun ifi AK = r j/S^ 

AL = r i/2 unb PL =ia j/2 -.^a-rj/2^ mithin ( -^ a }/ 3"- r }/ 3) ^ 

« r^ -1- (|a + r]/2Y unb l^ierauiJ r = ~ a(3 - ]/Tj. 

2ielber, @iereometrifd^e SufgaSen. 5 


66 § 26, 27. 

b) Sluf bem SBoben tine^ SBürfete liegen 4 gleid^ große Äugeln^. 
fo bafe jebe brei aBürfelfläd^en unb jtoei Äugeln berul^rt (nergl. § 19, 20); 
jroifd&en biefen 4 Äugeln foH, alle berül^renb, ein Äegel fonjiruiert werben, 

5. bejfen @pi|e in ber 3)litte ber oberen ®runbfläd^e unb beRen 
®runbfläd^e auf bem S3oben beS SBürfete liegt. Qu bered^nen ift ber 
Sflabiuj^ r ber ®runbfläd^e, baS Solumen, ber SWantel unb bie ©efantt- 
oberfläd^e be^ Äegete. Slufl. 2Äan lege burd^ jwei paraMe 3)iago^ 
naien AC unb EG jraeier gegenüberliegenben SBürfelfläd^en eine @bene, 
weld^e au« bem SBürfel ba« SHed&ted ACGE, aug bem Äegel A QLQ' 
(L 3Ritte von EG, S 3)Htte üon AO) unb au« jtbei Äegeln Äreife 
mit ben SKittelpunIten M unb M' fdjineibet. Ärei« M berüi^re AO in 

R unb LQ in P. S)ann ifl LM'^ = (| a)' + (| a }/ 2")' = ^ a^; 
LP^ = LM^ - MP2 = g a2, alfo LP = 1 a i/iö. Sejei^nen mir 
QP = QR mit X, bann ifl LQ^ = LS^^ QS^ ober {{ aylö + xf 
= a^ + (|ai/2"-x)% mitl^in x == | a (j/IÖ - 2); LQ = 
f a(3i/lÖ-y2") unb Q8=|a(3j/2"-i/iÖ). 3ftit^in Vol ^ 
^ ira^ (7-31/^) ; Mantel = ^ ira^ (5 /ö" - 9) ; ©efamtoberfläd^e = 

= lira^(y5--l). 

6. beffen ©pi|e in ber SKitte be§ S3obenS unb beffen ©runbfläd^e 
auf ber oberen ©runbfläd^e be§ SBürfete liegt. Qu bered^nen ift ber 
SflabtuS r ber ©runbftäd^e, baS 35oIumen, ber ajtantel unb bie ©efamt- 
oberftäd^e be§ Äegete. Stufl. S fei bie SWitte von AC, L bie von 
EG; au« bem Äegel roerbe A TST' gefd^nitten; UY, meldte bie 
3Jlitten oon refp. AE unb CG ©erbinbet, berül^re Ärei« M in R unb- 

treffe ST in Q; ST berühre Ärei« M in P; bann ift SP = j a y2; 
QP = QR werbe mit x bejeid^net; bann ifi (-j-ayT+x)^ = 
(^ ay2'- x)' + ^ a^, alfo x = i a y T; ST = | ay2", LT = 
ja y2'; mitl^in Vol = ^ica^; Mant=^ t'^^^ ^'^^ ©efamtoberfläd^e 

§ 27. 

a) ©egeben ift ein reguläre« 2;etraeber mit ber Äante a. SBie 
gro§ ifi ber Sftabiu« 

1. ber Umfugel. Slufl. |ai/T. 

2. ber Äanten berül^renben Äugel? Slufl. ^ a (/ 2 . 


§ 27. 67 

3. ber ginfugel? Stuf I. ^ a j/T. 

SBie t)erl^alten fid& pon bcn brei Äugeln, von benen bie eine um 
ba^ 2;etraeber bef daneben ifl, bie jweite bie Äanten berül^rt, unb bie 
brüte in bag S^etraeber befd^rieben iji 

4. bie Dberfläd^en? aufl. 9:3:1. 

5. bie aSoIumina? 3Iuf I. 27 : 3 /s" : 1. 

b) ©egeben eine Äugel mit bem Stabiui^ r, wie grofe iji bie Äonte 
be^ienigen SIetraeberg, 

6. xodcl^t^ um bie Äugel befd^rieben ifi? SIufL 2r /^ . 

7. beffen Äanten bie Äugel betül^ten? auf I. 2r j/T. 

8. meld^e^ in bie Äugel befd^rieben ift? 3lufl. f r/6". 

SBie üerl^alten ftd^ von ben brei S^efraebem, von benen baS eine 
um bie Äugel befd&rieben x% ba^ jmeite bie Äugel mit ben ^anttn be^ 
rül^rt unb bag britte in baS Xetraeber befc^rieben iji 

9. bie Dberfläd^en? 3lufl. 9:3:1. 

10. bie aSoIumina? SSuf I. 27 : 3 j/T : 1. 

c) S)ie Dberfläd^en unb SSoIumina berjenigen beiben Äugelfegmente, 
foToie bie jugel^örigen Äugelf eftoren ju bered^nen, meldte man erl^dlt, 
wenn man 

11. eine Sletraeberflad^e t)erlängert bis fie bie um bai5 S^etraeber 
befd^riebene Äugel fd^neibet. Sluf l. ®er ÄugelrabiuS ift j a jTe; bie 

^Sl^en ber beiben Segmente finb ^ a j/ 6 unb j a /6^ ; böiger bie bei^ 

ben Äalotten ira^ unb ^ ira^; unb bie Äugelfegmente -^ ira^ V~6 unb 

■^ ica^ j/ 6 . ®ie jugel^örigen Äugelfeltoren finb ^ ica^ VY unb 

ä ^a^ re". 

12. bie Äugel fonfiruiert, meldte bie Äanten beS SletraeberS be= 
rül^rt, unb meldte burd^ eine Sletraeberfläd^e Don ber Äugel abgefd^nitten 

merben. Slufl. S)er ÄugelrabiuS ift t a V~2, bie ^öl^en ber beiben 
Segmente finb ^ a ^6" (K3"+ l) unb ^ a ^6" (/S" - l); ba^er finb 
bie beiben Äalotten ^ita^ /3" (K3"4- 1) unb ^Tra^Ks" (l^- l); unb 
bie beiben Äugelfegmente -^ ^a^ i/T (9 + 4 |/3" ) unb ^^ ita^ |/2" 
(9-4 /3"). S)ie jugel^örigen Äugelfeftoren finb -^ ita^ |/6" (^3"+ 1) 
unb ^ ira^ ^6" (|/3" - 1). 

d) Um ein reguläre^ S^etraeber ifi eine Äugel befd^rieben; bann 

finb nod^ jmei Äugeln !onftruiert, t)on benen jebe biefelbe SietraeberftädSie 

in il^rem 3)littelpunlt unb bie Umfugel beriil^rt. ^u bered^nen 

5* 
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13. bie Slobien bcr beiben ilugeln. SKufl. ^ a j/Ö" unb ^ a }/6. 

14. bie Dberfläd^cn ber beiben Äugeln. Suf I. ^ ^^^ ^^^ i '^*^- 

15. bie SSoIumina ber beiben Äugeln. SKufl. -^ira®/6^unb 

16. ba« aSerl^dltnig bet Dberflad^en ber brei Äugeln. Sluf I. 9:4:1; 
olfo ifi bie Dberfläd^e ber Umfugel weniger ber ber Heineren boppelt 
fo groBr n)ie bie ber größeren ber beiben. 

17. bag aSerl^ältnig ber Solumina ber brei 5higeln. Slufl. 
27 : 8 : 1 ; dfo ift bie Umfugel breimal fo grofe wie bie beiben anberen 
jufammengenommen. 

18. ba^. SSerl^ältni^ ber SRobien ber beiben Äugeln ju ben Slobien 
ber Snfugel unb Umfugel. Sluf l. 2:1:1:3. 

e) 3« ein reguläres Xetraeber mit ber Äante a finb üier gleid^e 
Äugeln (SftabiuS r) fonfiruiert, meldte jid^ untereinanber unb je brei 
Xetraeberftäd^en berül^ren; femer eine gro^e Äugel (SHabiuS R), meldte 
bie Dier gleid^en einft^lie^nb berül^rt unb eine Heine Äugel (SiabiuS p), 
weld^e bie t)ier gleid^en von aujsen berül^rt, ober jmifd^en il^nen liegt. 
3tt bered&nen ijl 

19. r. Sluf l. fSRan lege burd^ bie Äante AD beS S^etraeberS unb 
bie aJUtte E von BC einen ©d^nitt, fo gel^t biefer burd^ ben SDWttet 
puriEt O bei5 XetraeberS, meld^er gleid^jeitig ber SÖKttelpunft ber Äugeln 
mit ben SHabien R unb p iji. M fei ber 3Rittelpunft ber in ber 6dfe A 
liegenben Äugel, M, ber ber Äugel in ber @dfe D, wobei ju bead^ten, bofe 
AE von M, BE von M,, AD von feiner von beiben Äugeln beriil^rt 
wirb; femer fei P bie SWitte von AD, DG JL ABC, MH X AE 
ttnb MM, fd^neibe EF in L, bem S3erfil^mnggpunlt ber Äugeln M 

ttnb M,. S)ann iji AO =| a j/T, EO = -^ a ye". 3m A AOP 
ml^ält pd^ AF : AO = ML : MO ober i a : i a f6" = r : r -t- p, 
mithin r+p = 1-1^6(1). 3m A AOG t)er^ält ftc^ AO:GO = AM:MH 
ober |- a f6" : --- a fe" = I a lf6 — (r + p) : r, mitl^in r -t- p = | 

|af6'-3r(2). SluS (1) unb (2) folgt r=-^ a (f6"~ 1). 

20. p. aufl. 3nl9.marr + p==|r/6"unbr = ^a(y6"~l) | 
gefunben; bol^er p = ^ a (8 — 3 f6). 

21. R. auf l. R = 2r + p; miti^in unter »erüdfrid^tigung von 19., 
R = -^a(4+f6'). 

f ) ©n reguläres Xetraeber foH parallel jur ®mnbfldd^e fo burd^ 
fd^nitten werben, bafe bie Serttl^mngiJfugel bei5 oberen %ül^ unb 


§ 27. 69 

a) ber größte in ben unteren S^eil fonfteuierbare abgefhtntpfte Äegel 

22. gleid^e Irumme DberfläiJ^en l^aben. äufl. S)ie ®bene fd^neibe 
von ber Xetraeberlante an ber @pi|e ba^ ©tftdE x ab, fo ifl ber SRobiuS 

ber »erül^runflgfugel -^^ x ^6" , niiti^in bie Dberfläd^e i tux^. 5Dte §öl^e 
be« abgefiuntpften Äegete iji h = |^ y^ (a — x); ber SRabiuö feiner 
unteren (Srunbfläd^e r = ^ ^ fW, ber feiner oberen p = ^x iY unb 
bie Seitenlinie s = ^ y 3" (a - x); mitl^in fein 3RanteI 4- ^ (a^ - x^)- 

S)al^er x= a yj. S)ai5 SJolumen ber ftugel iji bann -^'KB.^y-bUvb 

bag be^ abgefhimpften Äegetö -^ ^a^ /6 [i - 1 l/f) . 

8 

23. gleid^eg Solumen l^aben. »ufl. x = a'j/|. S)ie Dberfldd^e 


8 


ber Äugel iji bann ~ ica^ l^ unb ber SWantel be« abgefhtntpften Äegel8 

p) ber gröjste in ben unteren Seil fonfhcuierbare gerabe ßplinber 

24. gleid^e feuntme Dberflad^en l^aben. Sluf L SBie in 22. iji bie 

Dberjläd^e ber Äugel ^ itx^, bie $öl^e be» (gpttnberg | y6"(a- x), fein 
Slabiu« 4 X yy, mitl^n fein 3Rantel ^ tux j/T (a - x) unb bal^er x = 

2a (4- VT) ,^;,ci>r i. A ras. itx^a yF(2 y2' - 1) 
- ^ — ^. 5Dag aSolunten ber Äugel tfl bann 378 

unb ha^ be« Splinberg "^'^ 252 ^^ ^> ^^^^ ^^^"^^^ ^^* ^^^ 
aSoIumen ber Äugel ju bem be^ ßplinberij = y2': 3. 

25. gleid^e^ SBoIumen l^aben. Slufl. x = y a. 5Die Dberflöd^e 

ber Äugel ift bann ^ ira^ unb ber SKantel be8 ßplinberi^ ^ ira^ yT ; 
beider üerl^ält fid^ bie Dberfläd^e ber Äugel ju bem STOantel be8 ©9- 
llnberg = 3 : y2'. 

g) 3n ein reguläres Xetraeber mit ber igöl^e h iji bie Strfugel K 
(9labiuö p) lonjiruiert, barauf in einer Xetraeberede eine jmeite Äugel 
K, (SiabiuS pO, meldte bie erjie unb brei S^etraeberfläd^en berül^rt; femer 
eine britte Heinere Äugel Kg (SHabiuS pa), roeld^e roieber K, berül^rt unb 
brei Xetraeberfläd^en u. f. xo. in inf. Qu bered^nen ifi 

26. bie Summe aller Äugeln, auf l. ©S ift p = j h, mitl^in K 
= 4 wh'; femer h, = h — 2p = ~ h, alfo p, = j h, = i h ; mttl&in 


70 § 27, 28. 

^1 =T • 4 ^^^; ^'^^f^ p2 =^ h unb Kj = ^ • :^ ith^ u. f. 10. golglid^ 
K + K 1 + Ka + . . . = ;^ ich 3. 

27. bie ©tttntne atter Äugeln mit Slugnol^tnc t)on K. Slufl. 
K, -+- Kg 4- . . . = -^ Tch^ 3)a]^er ocrl^ält fid^ bie Summe affer biefer 
Äugeln ju K mie 1 : 7. 

28. 3n eine Äugel K iji ein reguldre^ a:etraeber T lonfiruiert, 
in bieje^ eine jmeite Äugel K,, in biefe ein jmeiteg Xetraeber T, u. f. m. 
in Inf. SBie grofe iji bie Summe affer Äugeln unb wie grofe bie Summe 

affer Xetraeber? Stufl. ®i5 iji T«~^; K, = i K; T, = 
"^ 3^^^T' ^2 = ^ K; T2 = ^ — ^ u. f. m.; folglid^ 

K + K, +K2 + ... = |K unbT + Ti + T2 + ...--^^K. 

29. S)en SHabiuS x ber Äugel ju bered^nen, meM^e brei 2::etraeber= 
flad^en unb bie ttmfugel berül^rt. Slufl. S)er 5ÖlittcIpunft liegt auf 
ber ^öl^e, meldte von ber ben glätten gemeinfd^aftlid^en ©de au^gel^, 
unb bie Äugel berül^rt bie brei 2;etraeberfläd&en in 5ßun!ten, meldte auf 
ben von ber Sde au^gel^enben ^öl^en ber Seitenflöd^en liegen, ©al^er 

2r — X : x= -|-a/3 : 4 3-/3^; olfo x = -f" ^' == T ^^^^• 

30. ®en SHabiu^ y ber Äugel ju bered^nen, meld&e brei S^etraeberfläd^en 
unb bie 3fnfugel berül^rt (ogl. 26). 3luf l. -^sife -^si]^ -j:j = 

■Y a \/Y : -j a /~3, alfo y = -^ a }/~6. 


§ 28. 

1. Über ber ©runbftäd^e eine^ regulären S^etraeberö ift eine 5ßp= 
ramibe !onfteuiert, beren Spi|e auf ber igöl^e be^ S^etraeber^ liegt unb 
beren SeitenfCäd^en bal^er gleid^fd^enflige SDreiedEe finb. SBie grofe iji 
bie §öl^e ber ^ß^ramibe, rvtnn ber SHabiuS ber S^fugel berfelben l^alb 
fo grofe mie ber ber Snfugel be^ regulären SIetraeberg ifi. Slufl. 
5Die gefud^te ^öl^e fei h. 5Der Sftabiu^ ber Snfugel be^ regulären %t^ 

traeberg iji ^ a f6, mithin iji ber Sftabiu^ p, ber Srtfugel ber ^ßpra- 

mibe^a ^6". S)a^ aSolumen ber 5ßpramibe iji ^h-^a^/3"; femer 

bejiel^t bie ^ßpramibe aus 4 anberen ^ß^ramiben, meldte fämtlid^ bie 
§ö]^e p, l^aben; brei von il^nen l^aben bie Seitenfldd^en ber ^ßpramibe 


§28. 71 


iaVh^ + f^ 


atö ©runbpd^en, bereit ^nl^alt i b,V^^-^tö^% ^^ ^^"^ bie®runb= 
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flad^e bes 2;etraeber^; mitl^in ifl 4 ha^ y3"= Pi (jS,Vh^-h 
la^yä"] =^ay6'(|al/S+J+ ^aVä") unb folgßd^ h = 


2_ 
21 


a fe^. 


2. Über einem Quabrat mit ber ©eite a ifl eine gerobe 5ßpramibe 

von ber ^öl^e h lonflruiert; über berfelben ©runbfläd^e ifl eine jroeite 

gerabe 5ßpramibe lonfkuiert, beren ßöl^e h, ju bered^nen ifl, xotun ber 

Slabiu^ P, ber in biefelbe lonjlruierten Äugel l^alb fo grofe ifl mie ber 

ah 
Slabiu^ P ber in bie erfle lonftruierten. SKuf I. @^ ifl p = ^ — ; 

mit^m p, = . unb ba oucj p, = ' 


2(a-^ya2-f-4h2) a-+- ya2+4hi2 ' 

r n w. u ah (a H- yäM^lF) 
fo finbet man h, = ^^ ^- ; — ^ 

2a2 + 3h2-h2aj/a2H-4h2 

3. 3n 2) fott p, « — p fein. Sluf I. ©^ t)er]^ält ftd^ h : h, = 

n(a+yä2+4F) 2h2 , , . 

— ^^ J, ^ — , — V : 1; ober xotnn man ben 

2a na(a-^ ya2-^4h2) 

Sieigunggminfel einer ©eitenfläd^e gegen bie ©runbpd^e mit <? be^ 
jeid^net, fo tjerl^ält fid^ h:h, = n^ — tg i cp^ : n (l — tg ^ (f^). 

4. Über einem gleid^feitigen 3)reiecl mit ber ©eite a ifl eine 

gerabe ^ßpramibe mit ber §öl^e a y2" lonflruiert. 3in bie 5ßpramibe 
ifl eine Sleil^e t)on Äugeln lonflruiert, von benen bie erfte bie ©runb- 
fläd^e unb bie ©eitenfläd^en, bie übrigen bie je t)orl^erge]^enbe Äugel 
unb bie ©eitenfläd^en berül^ren. 3)ie ©umme ber SSoIumina ber un= 
enblid^ melen Äugeln ifl ju bered^nen. Slufl. S)ie ^öl^e x einer 

©eitenfläd^e ift gleid^ 4 ^f^- Slun ifl 4 P (^ + ^^) = 

1 a^yS^ / 1 y 

-g- — j— • ay2 ; bal^er p = ^av\2 . 3ifl p, ber Sftabiug ber jmeiten 

Äugel, fo tjerl^ält fid^ p : p, = h:h — 2p ober p:pi = avTiaj/T— 
4 ay2" = 1 : 4^ ttlfo p, = yp. SKitl^in ifl bie Qummt ber Äugeln 

* 3 . * 3/2X3 . 4 3/2\9 , 4 ^3 27 ^a^y2 

= T^P + T^P U) +-8 ^P U) + = -F V 19 = — 57 • 
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5. 3n eine gerabe fed^iSfeitige ^ßpramibe, beten ©runblanten a unb 

©eitenlanten ^s^ilS gegeben ftnb, ifl eine Äugel bef daneben; legt 

man burd^ bie SSetül^rung^punfte betreiben mit ben ©eitenfläd^en eine 
6bene, fo finb bie Dbexfläd^en unb SSoIumina ber entfianbenen Äuget- 

fegmente ju bered^nen. Slufl. S)ie ^öl^e einer ©eitenfläd^e ifl a/3] 
ein ebener ©d^nitt burd^ jmei fold^e gegenüberliegenbe ^öl^en gelegt 

fd^neibet auiS ber ©runbfläd^e einen Keinen 3)urd^meffer a.f3, ba^ 
au^gefd^nittene S)reied ifl alfo gleid^feitig, bie ©eiten beöfelben ftnb 

a/ä" unb feine ^öl^en 4 a; ber Slabiu^ feinet Snfreifeg, meld&er 
gleid^jetiig Äugelrobiu^ ifl, ifi 4-^- ^^^ ^öl^en ber abgefd^nittenen 
©egmente finb -^ a unb -^ sl; folglid^ finb bie Äalotten -^ '^^^ ^^^ 

-|- ica^, bie ©egmente ^ ira^ unb ^ ica^. 

6. 3)er SftabiuS P ber ^nlugel einer geroben fünffeitigen 5ßpramtbe, 
beten fämtlid^e ftanten a ftnb, foH bered^net merben. SlufL S)ie 
©runbfläd&e fei ABCDE, bie ©pi|e F unb bie^ö^e PG; OHJ.AE 
gel^t burd^ Q-; ifl K ber Äugelmittelpunit unb KL±FH, fo ifl 

KL = p. Sfhin ifl FH = 4- a yä"; GH = -|- ^ ^ 54« = 

i a /^"^^ , alfo FG2 = ^^5-- i^ ^ ^^ ^^^ ^j, j,^^ _ 

' yio - 2 i5 10 

GH:FH ober praF ^T^^ - p= 4a-^£Ü=: 4-3^3 , 

10 yiO-2 f6 

fo ifl p(y3"+tg540)= ^a (i + yi). 

7. Über einem Duabrat, beffen ©eiten bie ©runbftäd^e einer $alb= 
fugel mit bem SftabiuS r berül^ren, ifl eine gerabe 5ßpramibe fo lonflruiert, 
bajB i^te ©eitenfanten bie Dbetfläd^e bet ^albfugel betul^ten. 2)a§ 
aSoIumen bet 5ßptamibe ifl ju beted^nen, fetnet bie butd^ eine ©eiten- 
fläd^e abgefd^nittene Äalotte. Slufl. S)ie diagonale bet ©tunbftäd^e ifl 

2r ^2", bie ^öl^e bet 5ßptamtbe r i2', mitJ)xn x^x Solumen gleid^ 

-jT^ 0. S)a eine ©eitenfante 2r unb bie ^öl^e einet ©eitenfläd^e 

r id ifl, fo ifl, wtnn bie t)om 2)littelpunft auf eine ©eitenftäd^e ge^^ 
faßte ©enfted^te mit x bejeid^net mitb, x:r =r i[^:xfi , alfo x = 

j 4^ V^"; ba^et ifl bie <QÖ^e beg ©egmenteö = ^^^~'^\ mitl^in 

8. 3tt ben begtenjenben Ätei§ eine§ Äugelfegmenteg, beffen ^öl^e 
ein S)tittel bes 35utd^meffet^ bet Äugel ift, ift ein gleid^feitige^ ©teiedt ge:= 


Kai = 270-2 
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jeid^net unb über bemfelben ftnb nad^ entgegengcfelten ©eiten jtoct 
^ßprantiben lonfiruicrt, beten ©pi|en in ben @nbpunften be^ auf bem 
ftugelfreife fenfred^ten 3)urd^niefferiJ liegen, ^a^ aSolunten ber S)oppet 
ppramibe ift ju bered^nen. Sluf I. 3fi r ber Äugelrobiu^, p ber .be§ 

ÄugeHreifeS, fo ifl bie ^öl^e beg gleid^feitigen ©reiedg r |^, feine 
©eite 2r]/^ unb fein ^nl^alt 4^^ i^y ^^^^ iP ^^^ Solumen ber 

©oppelppramibe = 4 ^^ 1^- 

9. 3^ roeld^er (Entfernung x t)om 3)Wttelpunft einer ihigel mit 
bem Sftobiu^ r mu§ eine ßbene gelegt merben, bomit, wenn in ben 
entftanbenen Ärei§ ein regelmäßige^ ©ed^^ed unb ein Duobrat ge- 
jeid^net unb über biefen giguren nad^ entgegengefe|ter ©eite gerabe 
5Ppramiben lonftaiiert merben, beren ©pi|en auf ber ihigelfläd^e liegen, 
beibe ^ßpramiben gleid^ werben. Slufl. S)er 3labiug bt& Äugelfreif eiJ 

ifl y^^^^, alfo ifl ber Snl^alt be« ©edtgedfe^ = 3 (r^ -x") ys 

unb ber be^ DuabratS = 2(r^ — x^). 3)a nun bie t)ierfeitige ^ßpramibe 

- 3Cr^— x^ Vs^ 

in bem größeren Äugelfegment liegen muß, fo ifl 4 (^ ~" ^) "^ — ö"^^ — 

= 4 (r + x) (r^ — x^); mitbin x = — ^=^— r. 


§ 29. 

9lcsiüätc9 Oftaeber nnb ^geL 

©egeben ifl ein reguläre^ Dftaeber mit ber ftante a. SBie groß 
ifl ber Sftabiug 

1. ber Sniugel? Slufl. ^^1/2". 

2. ber Äanten berül^renben Äugel? SKufl. ^a. 

3. ber Snfugel? 2lufl. la/ß". 

aSie t)erl^alten ftd& von ben brei Äugeln, von benen bie eine um 
boä Dftaeber befd^rieben ifl, bie jmeite bie Äanten berüi^rt, unb bie 
britte in ba^ Dftaeber bcfdfirieben ift, 

4. bie Dberfläd^en? Slufl. mie 6:3:2. ^ 

5. bie aSolumina? Slufl. mie 18y2":9:2 Vß. 

©egeben eine Äugel mit bem SRabiu^ r, mie groß ifl bie Äante 
be^ienigen Dftaeber^, 

6. meld^eg um bie Äugel befd^rieben ifl? Slufl. r /6". 

7. beffen Äanten bie Äugel berül^ren? Slufl. 2r. 
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8. toeld^ei^ in bie ihigel bef daneben ifl? Slufl. r /2". 

SBie t)erl^altett fid^ von ben brei Dftaebem, von benen ba^ eine 
um bie ftugel befd^rleben ift, ba^ jroeite bie Äugel mit ben ftanten be- 
rül^rt unb ba^ britte in ba^ DItaeber befd^rieben ifl 

9. bie Dberflöd^en? SKufl. mt 3:2:1. 

10. bie aSoIumina? Slufl. mt SiJ: 2}/¥: 1. 

S)ie Dberfläd^en unb SSolumina betjenigen beiben ihigelfegmente, 
fomie bie jugel^örigen ftugelfeftoren ju bered&nen, weld^e man erl^ält, 
wenn man 

11. eine Dftaeberfläd&e t)erlän9ert biiJ fte bie Umfugel be^ Dftaeberg 
fd^neibet. Slufl. S)er ftugelrabiu^ ifl |-a/2"; bie ^öl^en ber beiben 

©egmente Rnb -iaVT(y3"-M) unb ^ a/ß" (^3"- 1); ballet bie 

beiben Motten ^ita^ fs (/3"+ 1) unb |- ra^ j/3" (yä"-!); unb bie 

Äugelfegmente ^ ira^ /6" (3 1/3" -+- 4) unb ^ ira^ /ß" (3 j/ "3- 4). S)ie 

jugel^örigen Äugelfeftoren Rnb ^ wa^ fß (/3+1) unb ^ira^ ^6 (^3-1). 

12. bie Äugel lonftruiert, meldte bie Äanten beg Dftaeberg berül^rt 
unb meldte burd^ eine Dftaebexflad^e t)on ber ftugel abgefd^nitten werben. 

Sluf L 3)er ÄugelrabiuiJ ifl |- a, bie ^öl^en ber beiben Segmente finb 
-^ a (3 + y 6") unb -^ a (3 — ]/6") ; bal^er finb bie beiben Äalotten 
4 ^a^ (3 + }/6") unb ^ ira^ (3 — /6 ) ; bie beiben Äugelfegmente 
2^ita3/6"(3y6-+-7) unb ^t^sl^ 'ß{S]/^-^yy unb bie jugel^örigen 

Äugelfeltoren ^ ica^ (3 -^ ^6") unb ^ ica^ (3 - f6). 

35urd^ S)iagonaIebenen tonn bag reguläre Dftaeber in jmei, Dier 
unb ad^t gleid^e Xeile geteilt merben. SBie grofe ifl ber SftobiuiJ einer 
Äugel, meldte 

13. in bag l^albe Dftaeber befd^rieben ift? Slufl. S)er SftabiuiJ 
fei p, ; tjerbinbet man ben 3)littelpunft ber Äugel mit ben fünf Dftaeber- 
edfen, fo erl^ält man fünf ^ßpramiben, meldte jufammen gleid^ bem 

l^alben DItaeber finb; mitl^in ^ a^p, + j a^p, j^ = -i- a^/2", alfo 

14. in ein t)iertel Dftaeber befd^rteben ifl? Slufl. S)er aiabiu^ 
fei p2. Sluf al^nlid^e SBeife wie in 13. finbet man j a^pa h- \ a^pa /^ 

= i a^ ^2"; mitl^in pa = 


a 


15. in ein ad^tel Dftaeber Befd^eBen ift? SufL S)er Stobiu« 
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fei P3. Sluf &^nliä)t SBeife toie in 13. finbet man j a^pg + i a^pg >/ 3 
= ^ a^ l^, alfo P3 - 


a 


3^2"+ ye' 

SBic tjerl^alten fid^ bic Dberfläd^en ber Äugeln, roeld^e be= 
fd^rieben finb 

16. in ein l^albeg unb ein ad^tel Dftaeber? Stufl. wie 3:1. 

17. in ein l^oIbeS unb ein mettel Dftaeber. SCufl. u)ie 1 : 
2(2-/3"). 

18. in ein tjiertel unb ein ad^tel Dftaeber. Sluf l. u)ie 6 : 2 + j^. 
SBie t)er]^alten fid^ bie SSolumina ber Äugeln, weld^e hz= 

fd^rieben ftnb 

19. in ein l^albeg unb ein tJtertel Dftaeber. Slufl. u)ie 1: 
2(3/3-5). 

20. in ein l^albe^ unb ein ad^tel Dftaeber. Sttufl. wie 3 /S^: 2. 

21. in ein tjiertel unb ein ad^tel Dftaeber. Slufl. u)ie 
6j/3": 3 iJ-h 5. 

22. 3n eine Äugel K ifi ein repIäreS Dftaeber O befd^rieben, 
in biefeö tint jroeite Äugel K, , in biefe ein jraeiteg Dftaeber O2 u. f. xo. 
in Inf. aSie grofe ifl bie Summe aller Äugeln unb mie groJB bie 

K 1 

©umme atter Dftaeber? Slufl. (SS ift O = — , K, = — pr k, 

0, = g^^, K2=^K,02 = ^^u.f. m. SRit^in K4-K,4- 

K2 + = ^^ tf ^^ K unb O -+- O, + O2 + = 

L§_ — . ©aber tjecl^ölt fid^ bie ©umme aller Äugeln jur 

26 '^ 

Summe aller Dftaeber = ir : 1. 

3fn ein l^albeS Dftaeber ift eine SReil^e t)on Äugeln befd&rieben, 
von benen bie erfie ben S)iagonaIenfd^nitt unb bie vm Dftaeberfläd^en, 
bie folgenben immer bie oorangel^enbe größere unb bie nad^folgenbe 
Heinere Äugel berül^ren unb au^erbem bie t)ier Dftaeberfläd^en. 

23. aSie vtxJjalttn fid^ bie 9tabien jmeier aufeinanber folgenben 

Äugeln? Slufl. ©jS ifl p, = .-^ ^ (13). p^rt man einen ©d^nitt 

y2 + 16 

burd^ bie ©pi|e unb bie SRitten jmeier ©runblanten, fo erl^äft man 
äl^nlid^e S)reiede, auS benen fid^ leidet P2= ja ^2" (3/3-5) ergiebt; 

mttl^n p,:p2 =1:2-/3". 


I 


76 §. 29. 

24. ^ie @umine allet fiugeln p Beted^nen. Kufl. @S ifl li 

K, +K, + K3 + . . . = 4.p,3__|^£_= - ,p^3 (3^^ 5) 

""30/2" 

25. SBerben aud^ in bie anbete ^älfte be^ DItaeberä fold^e Äugeln 
lonjlruiert, fo ifl ber SHaum ju bered^nen, weld^er bleibt, romn man 
atte Äugeln t)on ber um baiJ Dftaeber befd^riebenen fubtra^iert. 

2lufl. ^ita^y2'. 

Um bie (^dtn eine^ regulären Dftaeber^ finb gleid^e Äugeln be^ 
fd^rieben, t)on benen jebe bie mx benad^barten berül^rt. Sin \t brei be^^ 
nad^barte Äugeln mirb von aufeen eine berül^renbe @bene gelegt; biefe 
©benen bilben ein reguläre^ Dftaeber, t)on bem bered^net werben fott 

26. ber 9labiu0 p, ber 3nlugel. 2lufl. S)er Sftabiug jeber Äugel 
ift j R, mitl^in fielet jebe gläd^e be« neuen Dftaeber^ um 4 ^ ^^^ 
ber be^ gegebenen ab; alfo Pi = p + 4- a = ^ p y2~ (/2-h |/3) = 
iay3"(/2"+|/3). 

27. bie Äante Oj be0 neuen DftaeberiS. Sluf l. Oj : a = p, : p ober 
a,:a = p-f--g-a:p ober a, : a = ^a i'ß-h ^^ " -y aV'e"; mitl^in 

a,=4-ay2"(y2"+/3). 

28. ber SHabiu» r, ber Umfugel. Slufl. r, = -f ^ V^" = 

4 a (^2"+ ys"). 

29. S)er SRabiu» x ber Äugel ju bered^nen, meldte oier in einer 
®d(e jufammenftofeenbe Dftaeberfläd^en unb bie Umfugel berfii^rt. Sluf L 

x:a^^2"~x = -^a:4ay3"; mithin x= ^(V^^l^^) , 

30. S)en Sftabiug y ber Äugel ju beredj^nen, meldte oier in einer 
@de jufammenflofeenbe Dftaeberfläd^en unb bie ^rünqd berül^rt. Slufl. 

y:4-ay2"-p-y=p:4a>^; mithin y= a(2i/6^3y2) ^ 
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§ 30. 

Oftaebetr^ hestm^i t^on aäft longtrttenien gleid^d^etilltgeti 

a) S)ie ©runbfante bcg Dftaeberg fei a, mitl^in ber Duerfd^nitt a^ 
unb bie ©ntfemung ber beiben ©pi|en (Slcä^fe) fei h. SBie grofe ift 

1. eine ©eitenfante b^. Slufl. 4 /h^Tää^. 

2. ber Sni^altF eines gIeid^fd^enHi9enS)reie(f0? Slufl. ^aVh^ + a^. 

3. baS »olumen beg Dftaeberg? SCufl. 4 a^h. 

4. ber Sftabiug p ber ^nfugel? Slufl. gg iflfpF^la^h, mit-- 
ah 


2yF+ä2 


l^in p = 

5. ber Snl^alt eines burd^ t)ier ©eitenfanten gel^enben Cluerfd^nitteS? 
Slufl. 4-ahf2"- 

b) 3ftt ein reguläre« Dftaeber, beffen Äante a iji, finb jtoei gleid^ 
grojBe Äugeln (Slobien p) befd^rieben, von benen jebe je mer Dftaeber- 
fläd^en unb bie anbere Äugel berfil^rt. Man lä§t nun biejenige Dftaeber= 
ad^fe, weld^e burd^ bie beiben Äugelntlttelpunfte gel^t, von beiben Seiten 
fo lange gleid^mälsig abnel^men, bis bie in baS fo tjerfürjte ftad^ere 
Dftaeber in berfelben SBeife lonjiruierten SSerü^rungSftigeln einen l^alb 
fo großen SlabiuS p, l^aben raie bie urfprünglid^en. SSon bem oer- 
filrjten Dftaeber ift ju bered^nen 

6. bie Sld^fe 2h|. Slufl. 9lad^ § 29, 13 ifl p = ^ = 

y2 + y6 

a f2(l/T- 1) ,, a al^d/y-l) 

Snan lege butd^ bie l^e beS Dftaeber^ unb bie SOtitten A unb B 
jnieiec gegenJlBetUegenbet Jlanten eine @bene, nield^e aus bem l^olben 
cetKlt^ten Dftaeber A AGB auSfd^neibcn möge, bie ^albe Sld^fe begfeften 
fei CG-, bet SJUttcIpunft ber eingefd^eBenen Äugel O, ber Slabiu» 
OF ± AO. 2)attn ip OF : 00 = AG : AO ober p, : h, = 

A : y^' - h.» ; mithin h, -- J^\. =^iY(3f5-5). 

7. baä aSoIumen? 3CufI. -|- a=»h, = 4 a" /T (Sj/T - 5). 

8. eine ©eitenlante? SCufl. a ]/ 209 - 120 JS^ 
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S)er SftabiuS einer ber beiben Serül^runggfugeln be^ tjerfilt^ten 
DftaeberiJ foH — von bem SlobiuS ber beiben in ba^ Dftaeber gelegten 

Äugeln fein^ alfo p, = — p. 35on bem tjerfftt^ten Dftaeber ifl ju be* 
rechnen 

9. bie 2l# 2h,. Sluf L p, = ^ 4n ^^^ > ^'^^^^ ^^^ ^'^ 

6finbetmanh,= "\^(^7l) . 

10. ba^ SJerl^ältnig ber Sttd^fe be^ ganjen Dftaeber^ ju ber be^ 
tjerfilriten. Slufl. 2h : 2h, = n (fsT + 1) - — {fs- 1) : 2. 

11. bag SJoIumen. aufl. ^"^ f^(r3 ~l) 

3 (n2 - 2 + f3^) 

12. eine ©eitenfante. SCufl. — f=^ r ^ ^ — - — . 

c) Um biefelbe Äugel vom Sftabiug r ift ein von longruenten gleid&= 
fd^enfligen ©reieden begrenjteg Dftaeber O, (fpi^eö) fonfiruiert, bej^en 
Dertifale SCd^fe fid^ jur l^orijontalen mie 2 : 1 oerl^ält, unb ein anbereg 
O2 (jhimpfe^), befjen t)erttfale Sld^fe ftd^ jur l^orijontalen mie 1:2 uer- 
l^äü. ^ bem fpi|en Dftaeber O, merbe nun bie l^olbe t)ertifale SKd^fe 
mit 2x, bejeid^net, bann tfl bie l^albe l^orijontale Sld^fe x,; eine ©eiten^ 
lante fei a, , eine ©runblante b, , eine ©eitenfläd^e S, , bie ^öl^e einer 
©eitenfläd^e h,. Jjn bem ftumpfen Dftaeber O2 fei bie l^albe oertilale 
aid^fe X2 , bann ift bie l^albe l^orijontale 2 Xa ; eine ©eitenlante fei b^ u. f. w. 
analog mie bei O,. ©egeben ifl ber Sftabiu^ r ber in beibe befd^riebenen 
Äugeln. 

SSon 0, ifl }u bered^nen 

13. X,. Slufl. a, =x, fb; bi^Xi^T; hj2 = 4x,2-^ 4^1^ = 
4 x,^ alfo h, = 4 X, i/T; S, = 4 x,^. gjlit^in O, = 4 S,r = 4x,2r 
unb O, = 4 b,2 . 2x, - 4 x,3; folglich x, = 4 r. 

U. a,,b,, h,, 8,, O,. Slufl. a,=4ry5ib, = 4r f2 ; 

h,-4ry2"; S,=f r^O,=9r3. 

aSon O2 ift ju bered^nen 

15. X2. Slufl. aa = X2 y 5"; b2 = 2x2 ^Y; h2 = X2 }/"3"; 82 = 
X22 fe". SRit^in O2 = 4 S2r = 4 ^2^ f^ ^«^ O2 = 4 ^2% = 
^X2^; folglid^X2 = 4ryV. 
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16. &2, \)2, ha, Sj, O2. Slufr, 02 = 4 r y^Ö; b» = 2r y% 

S9e}eid^et man nod^ bte ^albe 3(d^fe beS um biefelbe JSugel be^ 
fd^riebenen regulären DltoeberS mit x, eine JSante beSfelben mit a, eine 
@ettenflädpe mit S, bie ^öl^e berfelben mit h unb baS SSoIumen mit O, 

fo ifi a = rf6'(§29,6);x = ryT; h = 4r/2'; S = 4r*f3; 

O = 4r» yä". 

3fn weld^cm aSerJ^ältniä fiel^en üon ben brei Dftaebem, bem reget 
mäßigen, bem fpi|en unb bem ftumpfen 

17. bie oertilaten ad&fen? auf I. x : 2x, : Xa = Vä": 3 : 4 J^6^ = 
l:j/3"4K2". 

18. bie l^orqontolen «dpfen? Stuf I. x : x, : 2x2 = I^: 4 : *^ = 

19. bie @eiten!anten? 3luf I. a : a, : a^ = K6": | VJ: 4 »^30 = 
iV5:5 VW: 10. 

20. bie ©runbfanten? SCuf I. a : b, : ba = J^: | »^; 2 K3" = 
2:I^:2J^. 

21. bie igö^en bcr ©eitenffäüi^ert? 2luf l. h : h, : h2 = | FY: | K2 : 

22. bie ©eitcnflädpen? SCufl. 8 : S, : Sa = | »^: f : | J^ = 

4:3»'3":4J^. 

23. bie 3SoIumino? 2lufl. 0:0, :02-4K3":9:4K6 = 
i:SVJ:iV2. 

d) 3Son ben in c) näl^r bcfd^riebenen Dftaebem O, unb O2 mirb 
butd^ eine 3;an8cntialcbene an bie Äugel mit bem SlabiuS r eine oon 
oier glet(|)fd^enfligen 35rcie(fen begrenzte ^ßpramibe abgef Quitten, bercn 
aSoIumcn bered^nct werben foll. 

24., ißon O, TOcriic bie ^ßpramibe P, abgef(i^nitten burd^ eine (Ebene, 
meldte bie certiMe 2ld^fc trifft. Sufl. 2)a fid^ äl^nlid^c ^ßpramiben 
wie bie Äuben il^rer ^öl^en uerl^alten unb bie iQöl^e ber abgefc^nittcncn 

qj^ramibe 2x, - r = 2r ift, fo ergicbt pd^ P, : 4 O, == Sr» : 27 r'; 
f olglid^ P, = 4 r». 

25. 3Son O, werbe bie ^ßpramibe P,' abgefd^nitten burd^ eine 
€bcne, weld^e eine l^orijontole Sld^fe trifft. SlufL ®ie $öl^e bcr ab= 
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gefd^nittenen ^ßpramibe iji x, — r = ^ r ; mü^xn P, ' : | O, = 4" ^^ '• J ^^5 

26. SBon O2 toerbe bte 5ßtjramtbe P2 abgefd^nitten burd^ eine (Sbene, 
loeld^e bie t)ertilale Sld^fe trifft. Sluf l. 3)a bie $öl^e ber abgefd^nittenen 

^ßpromibe x^ -r = r(| Kß"- 1) x% fo i|l P2: i 02 = 1^(4»^- 1)': 
4 r^ V6; mithin P2 = -|- r^ (9 j/6"- 22). 

27. aSon O2 Toerbe bie ^ßgtamibe P2' abgefd^nitten burd^ eine 
ebene, weld^e eine l^otijontale Sd^fe trifft. SKufl. 3)a bie $öl^e ber 

abgefd^nittenen 5ßpramibe 2x2 — r =r(K6^— 1) iji, fo tjerl^olt fid^ 

P2' : -^ O2 = r^ (Ke"- ly : 6 Vß; folglid^ P2' = i r^ (9 VW- 19). 


§ 31. 

a) gn ein reguläres S^etraeber foH ein ßglinber fo fonjlruiert 
werben, ba^ bie ©runbjläd^en beiber jufammenfatten, wäl^renb bie obere 
©runbfläd^e beS ©plinberS brei ©eitenftäd^en beS S^etraeberS be^ 
rül^rt, unb 

a) ber Sangenburd^fdbnitt beS ßplinberiS ein Duabrat ifl; ju 
bered^nen ifl 

1. ber SlabiuS x ber ©runbftäd^e beS ©plinberS. Stuf I. aSerlängert 
man bie obere ©runbjläd^e beS ©tjitnberö, fo wirb ein reguläre^ 

2^etraeber abgefd^nitten, beffen Äantey fei; bann ifiy = 2x/3; unb 
bie §ö^e beS abgefd^nittenen 2;etraeberg ift -^y 1^ ='2x f2; mxti)in 

ift bie ^öl^e be« ganjen Xetraeberg -y^/ß = 2x + 2x /2; alfo x = 

|a(2/3-/6)- 

2. bie ^öl^e beS ©plinberg. Sttufl. ^ a(2i/3~ /6). 

3. ber 3Rantel. Sluf L § ira^ (3-2 V2). 

4. bag SBolumen. 2Iuf I. ^ ita« (10 »^ - 7 Kß). 

ß) ber SRantel beiS ©plinberS gleid^ bem Sni^alt beg in eine 
2;etrad)erflädj>e befd^riebenen ÄreifeS ift; ju bered^nen ifl 

5. ber SlabiuS x ber ©runbftäd^e beS ©plinberS. SCufl. 3)er 

gnl^alt be^ ÄreifeS ifl ^ ita^. SJerlängert man bie obere ©runbftäd^e 

beiJ ©pUnberg fo mirb ein reguläres S^etraeber abgefd^nitten; unb eS 
t)erl^alten fid^ nun bie Sftabien ber in beibe ©runbjläd^en befd^riebenen 
Äreife wie bie ^öl^en ber beiben S^etraeber; wtnn mir alfo bie ^öi^e 
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be§ ßpitnberg mit y bejeid^nen, fo ift x : -|- a VY = ^ aK6^— y : ~ aJ^ 
alfo y = -^a ^6-2x^2". 3lun ift ^^^2= 27ux(|-a»^-2xl^ 

unb ^icraug x = ^ a Ks (l =t]/i-|/l). 

6. bie $ö^e y beS ©plinberg. Sluf I. y = 4 ^ ^^~ ^^^ = 
-laf^6-(l=Pl/rr|^). 

7. bag aSoIumen. Slufl. 4^^"^ (l =fc=y 1 ^ |/4^). 

b) Um ein reguläre^ Xetraeber ifi ein ©glinber fo fonftruiert, 
bafe aÖe oier ©den beS Xetraeberg auf bem SJlantel liegen unb jmar 

a) foHen jmei öegenüberüegenbe Äanten AD unb BO beg 5CetraeberiJ 
3)urd^meffer ber ©runbfläd^en be^ ©plinbecg 0, merben. 3^ ^^ 
red^nen ifi 

8. ber SftabiuS r, ber ©runbfläd^e unb bie ^öl^e hj. Slufl. 

Fl = 4" ^5 ^^1 *f* 9^^^^ ^^^ ©nfemung ber SWittelpunfte t)on AD unb 
BO, alfo h, = 4-^*^2". 

9. ber SDlanter M,. SKufl. Mi = 4 ^a^»^. 

10. bag aSolumen V,. Slufl. V, = 4"^^^ 1^ 

p) foB bie fiante AD be§ Xetraeber^ gaijj im 3)tantel liegen 
unb jugleid^ ^öl^e be^ ßplinber^ Ca merben. 3^ bered^nen ift 

11. ber SRabiu^ ig ber ©runbftäd^e. Slufl. x^ ifi Slabiug be§ 
um BOE befd^riebenen ÄreifeS, mo E bie 3)litte t)on AD ift; bie 

©eiten biefeö 35reie(f^ pnb a, 4" ^^ unb 4" aJ^3 , unb feine ^öl^e 
ift 4- a*^2'; mithin ift 12^ = -f a^H- (4-a^'■2■- 12 )^ alfo la = 
4a»^T. 

12. ber 3)tantel M2. Slufl. M2 = -|- ^a^ fi. 

13. ba^ Solumen Y^. Slufl. V2 = -|-ita^ 

14. bag 3Ser^ältni§ t)on r, unb r^. Slufl. 2f2":3. 

15. baS aSerl^ältnig t)on h, unb ha. Slufl. 1:^2^ 

16. ba^ aSer^ältni^ t)on M^ unb Mg. Slufl. 2:3. 

17. bag SSer^ältnig t)on V, unb V2. Slufl. 4/2": 9. 

18. ©in geraber ©plinber ift fo burd^ ein reguläre^ Xetraeber ge- 
fd^oben, bafe er mit feinem 3)lantel fünf 2;etraeberfanten DA, DB, 
DO, AB unb AO berül^rt, nur nid^t BO. S)ag au^ bem 3;etraeber 
gefd^nittene ©tüd ifi ju bered^nen. Slufl. E fei bie aWitte t)on BO^ 

SieBer, @tereometrifd^e 9(uf gaben. 6 
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fo tfl bie ©runbiläd^e be^ Sglinberg ber in bag gleid^fd^enHige ©reied ADE 
bcfd^riebene Ärei^, beffen 5KitteIpunft M fei. 35a bie ©runbfeite a, ein 

©d^enfel ~- a j/T unb bie ^öl^e EF = 4- a /2" ifi, fo ifl ber Slabiug r 

beg e^IinberS 4-^/2" (/3"-^)- SSerlängert man nun bie SKd^fe 
beö ßplinbers big pe ABD in G fd^neibet, fo mufe MG II BE fein; 
mitl^in mufe ftd^ im ©reied BEP tjer^alten BE : GM = FE : FM 

ober 4- a: GM = 4- a/2": 4- »^2" (/ä"- 1) ; folglid^ GM = 

4-a (yiT—l). 35a nun bie ^öl^e beg iawitn ßplinberg 4 GM, unb 

ba8 innerl^alb be§ S^etraeberö liegenbe ©tüd be^felben gleid^ ber @umme 
ber beiben aufeerl^alb be^felben liegenben ©tüde ift, fo iji bag innerl^alb 

beg SCetraeberS liegenbe QtM gleid^ itr^ . 2MG = 4- ^a^ (3 yT- 5). 

19. 3n bie ©runbfläd^e ABO etneg regulären Xetraeberg ABCD 
ifi ein fireig K befd^rieben; über bemfelben ifl ein geraber ©gltnber 
lonflruiert, beffen aWantel bie Äanten DA, DB, DO refp. in A', B', 0' 
fd^neibet; in AA'B'O' ifi ein Ärei« K' fonftruiert. 35ai^ SSolumen 
be§ abgefhintpften Äegete ju bered^nen, beffen ©runbfläd^en K unb K' 
fmb. auf I. %&Ut man A'E unb DP fenlred^t ABO, fo ift A'E : DF 

= AE; AF = 4- avT- 4" aj/T: 4" ai/"3"== 1:2, alfo ifi A' bie 
Mitte oon AD unb A'B'O' ein gleid^feitigeS 3)reied mit ber ©eite 
4" a, unb ba^er r' = -^ aVT; ba r = 4~ ^V^ ^"^ ^'^ = 
4- a fs, fo ifi Vol abgefi. Äegel ^ ^a^ fe, 

20. SBie Derplt ftd^ ba^ SSoIumen be§ abgefiumpften Äegetö ju 
ben uvx unb in baS SIetraeber befd^riebenen Äugeln? 2lufl. 3)a bag 

SBolumen ber um ba§ S^etraeber befd^riebenen Äugel 4" '^a^j/"6' unb 

ber eingefd^riebenen -^ ^a^ Y^ ift, fo oerl^ält fid^ ablest Keg : umg. 

Kugel = 7 : 108 unb abgest Keg : eing. Kugel =7:4. 

21. SBie grofe ifi ber aWantel beg abgefiumpften Äegete? 2lufL 
3)ie Seitenlinie ifi -^ a yiö unb ber 3Rantd -— ira^ /^ . 


§ 32. 

©egeben ift ein geraber ftegel (r, h) ; in benfelben foll eine gerabe 
5ßpramibe fo fonftruiert werben, bafe bie ©pi|e berfelben mit bem 
SÄittelpunft ber ©runbfläd^e jufammenfdttt, bie anberen (^dtn bagegen 
auf bem SKantel liegen. 
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a) S)ie ©runbfläd^e fott ein regelmäßige^ SJreied mit ber ©eite y 
fein; bie ^öl^e ber 5ßpramibe fei x unb ber 3flabiu^ beg UntfreifeiJ ber 
©runbfläd^e fei z. 6^ foH x unb y bere(jpnet werben, rotun 

1. bie 5Ppramibe ein reguläreij 3;etraeber i% SÄufl. @§ ifl 

y = X t/-|; z = -^ y fs == -= unb r : z = h : h — x ; mitl^in x = 


rhyr , rhjAä" 

' unb y = - 


V2 


h + rfW ^ h + t]/Y' 

2. bie ^ßptamibe einSKoftmum roirb. Slufl. Max= ^xy^yä; 

ba r:z = h:h -x unb z = -i- 7 f^" ijl, fo ip x = ^(XlJ^y) , 


„it^in m^ = ^f(-\f^-y\ „oraug man y =-|-rvT unb x = 
4" h finbet. 

3. bie ^ßpramibe gleid^ ber ^älfte be0 Äegefe ifi. 2luf I. ©^ ifl 

xy^j/y = 2icr2h; unb ba mie in 2) x = — ^^ ^ ^ ^^ ^ fo ifi y ju 

ry 3 

berechnen au^ y^ — r j/T y^ -t- 2 w^ = 0. 

ß) 3)ie ®runbfläd&e foll ein Duobrat fein mit ber Seite y unb 
ber S)ia8onaIe 2 z; bie $öl^e ber 5ßpramibe fei x; x unb y fotten be= 
red^net werben, wenn 

4. bie Jßpramibe bie ^älfte eincg regulären Dftaeberg, alfo x =*= z 

rh 
ifl. Slufl. 35a r:h = z:h— z, fo ifl z= x = ^I^^ ^^^ y = 

rh/2" 
h-+-r * 

5. bie 5ßpramibe ein Sölafimum wirb. SKufl. @g ifl Max = 
^y^x: ba nun y = z/2"unb r:h = z:h-x, fo iflx=^^y-^^ 


r 


hy'(ry2--y) __.. «A ^ ^ J. 


unb Max = ^ ^ ^ ^ , , morauiJ fid^ y = -j-r /2" unb x 

= ^ h}/Y, mii^n Max = -^ r^h iT ergiebt. 

6. bie ^Ppramibe gleid^ ber §älfte be^ Äegefö ifl. Slufl. ©g ifl 

2 xy2 = Tcr^h. 2)a mie in 5) x = ^^^ ^ — ^, f o ifl y ju bered^nen 

auiJ y^ - r j/'2"y2 -|. .i. ^^r^ = o. 

6* 
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§ 33. 

h Um ein reguläre^ Dftaebet mit ber Äante a ift ein geraber 
ßplinber fo bef (abrieben, bafe brei (idtn beSfelben, weld^e jugleid^ ©den 
einer ©eitenfläd^e finb, auf bem Umfange ber einen ©runbfläd^e, bie 
brei anberen auf bem ber anberen liegen. S)er 9)lantel unb ba^ Solumen 
beg ßplinberg foHen bered^net werben. 3lufl. 3)er Slabiu^ ber ®runb- 
Päd^e be^ ©tjUnberS ift ^slV~3; bie ^öl^e be§ ßplinberö ift ber 3)urd^:: 
meffer ber Sjnfugel beg DftaeberS, alfo 4 a J^^; mitl^in Mantel Cyl 
-1 ita^ »^T; unb Vol Cyl = 4 ^a^»^. S)a ba^ SBoIumen ber 
Snhigel beg DItaeberg -^ ira^ »^ e" ift, fo ift Vol Cyl = 3 mal Vol 
Kugel. 

2. ^n ein reguläre^ Dftaeber mit ber Äante a foll ein quabratifd^er 
ßtjlinber fo befd^rieben merben, bafe bie Umfange ber ©runbfläd^en beg= 
felben je t)ier ©eitenftäd^en berül^ren. S)er aJlantel unb ba§ 3SoIumen 
beg ©pttnberS foHen bered^net merben. 2lufL S)er 9labiu§ be^ 6p= 
linberg merbe mit r bejeid^net. S)a bie SSerül^runggpunfte auf ben 

^öl^en ber Dftaeberf[äd^en liegen muffen, f o ift a : |^ a VT = 2 r : |^ a F' 2 — r ; 
mithin r = -^ a (2 - VJ) unb h = a (2 -- V2). SCIfo Mantel = 
Tua^ (2 - V2y unb Vol = 4 ^a' (10 - 7 1/2"). 

3. 3fn ein reguläre^ DItaeber ift ein geraber ßplinber fo befd^rieben, 
ba§ bie Umfange feiner ©runbftad^en bie ad^t Dftaeberflad^en in ü^ren 
SDWtten brül^ren. S)er 3)lantel unb ba§ SSoIumen be^felben follen be= 
red^net merben. Slufl. fei eine ©de beg Dftaeber^; bie 3Ritten 
jmeier von auSgel^enben, nid^t jufammenftofeenben ©eitenfläd^en feien 
D unb E, OD unb OE fd^neiben bie betreffenben ©eitenfanten in A 
unb B, OF J. AB treffe DE in G; bann ift DE ber 3)urd^mef[er 
ber ©runbftäd^e unb 2FG bie $öl^e be^ ©plinberg. SDa nun DE = 

4 a unb GP = 4 a ^, fo ift r = 4 a unb h = 4 a f2"; mitl^in 

Mantel Cyl = 4 "^a^ K2" unb Vol Cyl = -^ ira^ K2". S)a ba^ SSo* 

lumen ber Umhtgel be§ Dftaeberg 4 "^a^ VY ifi, fo ifl Vol Kugel = 
9 mal Vol Cyl. 

4. ^n ein reguläre^ Dftaeber ifl ein geraber ©plinber fo befd^rieben, 
bafe bie Umfange feiner ©runbftäd^en bie ad^t DftaeberPäd^en in ben 
SWittelpunlten ber oon jmei gegenüberliegenben @dEen auögel^enben ^öl^en 
ber ©eitenftäd^en berül^ren. SDer 3)lantel unb bag SSoIumen beg 69:? 
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linberg fotten bered^nct toerben. Slufl. SJejeid^nungen tote in 3); bie 
3nittelpunfte von OA unb OB feien H unb J; CF ± AB treffe HJ 
in L; bann ifl HJ ber ©urd^meffer ber ©runbfläd^e unb 2LF bie 

^öl^e. 3)a nun HJ = -i a unb LF = 4 a VJ, fo ifl r = 4" ^ ^^^ 

h = 4 a K2" ; mitl^in Mantel Cyl = -f '^^^ ^^ ^^ ^ol Cyl = 

5. 3n ein regulareÄ Dftaeber ABCDEP ifl ein gerober ßplinber 
fo lonftaiiert, bajB feine Sld&fe auf einer tjerttfalen Sld&fe EF beS Dftae= 
ber§ liegt; ber Umfang jleber ®runbfläd^e ge^t burd^ bie SKltten t)on 
ad^t ^öl^en, weld^e nid^t t)on E unb F auögel^en, fo ba§ alfo ber 69= 
linbermantel bie ad^t Dftaeberfläd^en fd^neibet. S)er 3)tantel unb baS 
SJolumen be^ ©plinber^ fotten bered^net werben. Slufl. ^ ber Dftaeber^ 
fläd^e ABE feien t)on A unb B jroei ^öl^en gefättt, bereu SRitten 0- 

unb H feien, fo ifl GH = 4 a; femer treffe EJ ± AB, GH in K, 
fo ifl JK = 4 E J. M fei bie aRitte t)on EF unb im A EMJ fei 
t)on K ju EM bie ^ßarattele KL gejogen , fo ifi ML = 4 ^**^ = 
4- a KT; mithin bie $ö^e h beS ßplinber^ 4" » V^- LG ifl ber 9la^ 
bin« r ber ©runbfläd^e, alfo r = FLK^-hKG^ ; ba nun LK = 

4 MJ =4 a unb GK = 4 ^ ^P/ f^ ^<1 ^ = i * ^^' »al^er SRan^ 
tel = 4 '^a^ K5" unb SBolumen = ^ to^ KT. 

Sufa|. aSejeid^nen wir 3Rantel unb SBolumen be^ ©plinber» in 
Slufgabe 3 refp. mit M, unb V, , be^ in Slufgabe 4 refp. mit M2 unb 
V2, unb beg in Slufgabe 5 refp. mit M3 unb V3, fo tjerplt fid^ 

M, : Ma : M3 = 16 K2" : 18 K2" : 9 ^5" unb V, : V2 : V3 = 128 : 
108 : 135. 

@in geraber ©plinber berül^rt mit feinem 3Rantel jmei ^ßaare t)on 
gläd^en eines regulären Dftaeber^, alfo ABE unb ABF, fomie CDE 
unb CDF; unb er fei fo lang, 

6. ba§ er mit ben Umfangen feiner ©runbfläd^en bie beiben anberen 
5ßaare t)on Oftaeberfläd^en, alfo ADE uub ADF, fomie BCE unb 
BOF berül^rt. 3Rantel unb SSolumen begfelben ifl ju bered^nen. Slufl. 
2)er Sftabiu« r ber ©runbfläd^e mirb ber aiabiuiS ber in baS Dftaeber 

befd^riebenen Äugel, alfo -g- a ^6" fein. 9lun fei G bie 3mtte t)on BO 

unb M bie t)on EF; xotnn bie ©runbfläd^e beS ßplinberS BCE in H 

berfil^rt unb HJi MG ifi, fo iflHJ==r = 4a ^^J ^^ nunHJ:JG = 

EM :MG =: 4 a K2": 4 a, alfo ^ a re": JG = KT: 1, fo ifl JG = 
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^ a VJ, miü)in MJ= |- a - ^b.VJ, alfo bie §öl^e h be8 SpIinberS 
a - ^ a VJ; tnitl^in ber ürtantel = | ita^ ^6" Tl - }^ j unb baS 

aSoIumen = ^ ira^ (l - fl\ . 

7. bafe feine Sld^fe bi8 ju jroei gegenüberliegenben Dftaeberlanten 
BO unb AD reid^t. SJlantel unb SSolumen beöfelben ifl ju bered^nen. 

Sluf I. S)er SRobiu^ ber ©runbfläd^e Iji ttJie In 5) r = i a K6" unb 
feine §öl^e h = a, mitl^in 2Jlantel = ^ «a* I^ unb fein SBolnmen = 


4-^3. 


§ 34. 

ä) 3ti jwei geöenilbcrliegenbe gläd^en eine^ regulären DftaeberS 
mit ber ßante a finb Äreife befd^rieben unb über benfelben gerabe Äegel 
fonfiruiert, beren ^öl^en gleid^ bem Slbftanbe ber beiben ©eitenfläd^en 
ftnb. 3^ bered^nen iji 

1. ba^ ben beiben Regeln genteinfd^aftlid^e ©tüd, roeld^e^ ein Poppet 
fegel ift Slufl. 3)er Slabiu^ ber ©runbfläd^e eineg Äegetö ifl r = 

-g- VY; bie §öl^e begfelben iji gleid^ bem 3)urd^mef[er ber Snfugel, 

aIfoh = yr6'. 5ftun ift Y = ^7r^h = ^^^^. 

2. ber fBlantd beg Soppelfegefö. Slufl. S)ie ©eitenlinie eines 
Äegefö ifl s = K r^ + h^ = Y *^- ^Kit^*^ 3Wantel = ^ = ^. 

3. ba8 Sßolumen beg t)on ben beiben Äegeln gebilbeten ©tunben^ 
glafeS. Slufl. S)ag ©tunbenglaS befielet auS jmei abgeflumpften ßegeln; 

mithin V = — g — = -^^ V 6 . 

4. ber aJlantel beS ©tunbenglafeS. Slufl. 3Rantel = | ins = 

8 • 

5. baS SSerl^ältniS ber SSolumina in 1) unb 3). Slufl. y. 

6. baS »er^ältniS ber aWäntel in 2) unb 4). Slufl. ^. 

7. bag aSerl^ältniS beS aSolumenS in 1) ju bem ber eingefd^riebenen 
Äuget Slufl. --. 
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8. bag SScrl^ältni^ bcg SSoIumen^ in 3) ju bem ber citiöefd^riebenen 
Äugel. Slufl. ^. 

9. bag SSer^ältniS beiJ aWantefö in 2) jn ber Dberfläd^e ber ^n^ 
higel. Slxifl. ^. 

10. baS SSerl^ältniS beiJ aWantete in 4) ju ber Dberfläd^e ber 3n:= 
fuget Slufl. -^. 

11. ba^ SBer^ältniiJ beg mankU in 2) ju ber Dberfläd^e ber Um^ 
fugel. Slufl. ^. 

12. baS aSerpItnig beiJ 2Rantete in 4) ju ber Dberfläd^e ber Um:^ 
ftigel. Slufl. 4-- 

b) ^n ein reguläres Dftaeber mit ber Äante a ift ein gerober 
Äegel fonftruiert, beffen ©runbfläd^e 4 in einer ©de jufammenftoBenbe 
gläd^en in il^ren 3Jlitten berill^rt, unb bef[en ©pi|e in ber gegenüber- 
liegenben ©de liegt; aufeerbem ein jnjeiter Äegel, weld^er bie entgegen- 
gefefete Sage l^at. 

S)ann ift ber Sftabiud r ber ©runbfläd^e gleid^ bem SRabiuS be8 

um ein Quabrat bef d^riebenen ßreifeg , bef[en ©eite x = -^ a I^ 2 ifl, 

alfo r=|xK2'=|a; bie^öl^eh =| aK2"+4 aK2'=-|a*^; 

bie Seitenlinie s = K r^ -+- h^ = a. gu bered^nen ift 

13. baS aSoIumen beö fpifeen S)oppeHegete. Slufl. S)ie gemein^ 

fd^aftlid^e ©runbfläd^e ift ein ÄreiS, bef[en SRabiuS -|- r = -i- a ift; bie 
$ö^e ift a V~2, alfo Vol ^^VY. 

14. ber SWantel beg ©oppelfegefö. 31 uf l. 3Kantel = 27r.|-r.|s = 

37ra^ 

8 • 

15. baS aSolumen beS abgeftumpften 3)oppelfegete. Slufl. FoZ = 

3^2\iöö 4^y96^*" 1296 '^ * 

16. ber aJlantel beS abgeftumpften ©oppellegefö. Slufl. aJlantel =» 

TV"^ "2^ j = 8 ^rS = 

17. bie ©efamtoberfläd^e beS abgeftumpften 3)oppelfegete. Sliifl. 


"24^ ^a^ 


r«rk 5 2_i_ ^a^ 197ra2 
GO=^7ra^+-jg- = -^2-- 

18. bag aSolumen beS ©tunbenglafeiJ. Slufl. J^öZ = 4-^ yl^^^^ 

A r2+ JL r2\ _ ^ ^2ii ^ 37ira^ rj 
A^^iQ^jm^^^ 1296 ' * 
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19. ber fSSlmtd beiJ ©tunbenglafeiJ. Sufl. 3JlanteI = ir-l" (^-h 
-^ r) == -|- icrs = ^Tra^. 

20. bie @efatntobetfläd^e beiJ ©tunbenglafe^. Slufl. GO = 

21. baiJ SSerl^ältntö ber SBoIuntina in 13), 15), 18). 2(ufl. 

27 : 19 : 37. 

22. bag aSerl^ältnU ber m&nid in 14), 16), 19). Sluf l. 9:5:7. 

23. ba8 aSerl^ältniiJ ber ©efamtoberflcld^en in 14), 17), 20). auf I. 

27 : 19 : 37. 

§ 35. 

1. ©egeben ifl ein reguläre^ ©obefaeber mit ber Äante a; man fott 
bie JRabien r nnb p ber Umhigel refp. ^nhigel fomie baö SSoIumen 

bered^nen. Slufl. r = 4" ay 18 + 6 y5[p =-i- ay 10 + -f- VT ; 

V = 4-a3(l5 + 7 fy). 

3fn ein reguläre^ 3)obefaeber mit ber Äante a ifl ein SBürfel fo 
lonftruiert, bafe bie SBürfelfanten S)iagonaIen ber S)obefaeberfIäd^en 
werben, ^n bered^nen ift 

2. bie SBürfelfante x. Slufl. 3)er gro^e 9labiu§ einer ©obe^ 
faeberfläd^e ifi r = -^ a y 10 (5 + f6) unb ber Heine SRabiug p = 

-^^ay5(5 + 2y5); ba nun x2 = 2r (r + p), fo ifl x = |a(yT + 1). 
2JHt^in ifl ba8 SBerl^ältni^ ber S)obefaeberfante jur SaäürfeHante 

2 • _ 

3. ba8 SSerl^ältnig be^ S)obdfaeberg jum SQSürfel. Slufl. ^"^J ^ . 


§ 36. 

a) Über berfelben ©runbfläd^e ift ein geraber Splinber (r, h) unb 
ein geraber Äegel (r, h) lonftruiert. S)urd^ einen Slcfifenfd^nitt merbe 
au8 bem ©plinber ba^ Sled^ted AA'B'B unb av^ bem Äegel ba^ 
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glcid^fdpcnHige 3)rcic(f ACA' gefd^nitten; bie i^öl^e fei CD. ©ine jur 
©mnbftäd^e ^jaroDele ®ene treffe CA unb CA' refp. in E unb E', 
AB unb A'B' tefp. in Qt «nb G' unb CD in F. Shtn möge EP 
mit X, CP mit y, unb CE mit z Bejeid^net merben; ba x:y:z = r:h:s, 
fo fönnen mit, um nur eine Unbefannte einjufül^ren, x = rt, y = ht unb 
z = st fe^en. S)ann ijl 

Keff EFC = 4- ■^^^i^' -ä^««' CD = wret^ 

Keff ADFE = -^ «r'^h (1 - f). Munt AD = itrs (1 - tf*). 

Ci/l GFCB = irr%t. Ring GD = icr^l - 1'*). 

Ci/l ADFG = Kr% (1 — t). Mant BG = 27trht. 

Vol GECB = TOT^t (1-4- 1'')- ^««< AG = 2 itrh (1 - t). 
Vol AEG = 4- w% (1 - 1) (2 -t - 1«). 

3Jlit Senu^ung obiger gormein ftnb folgenbe Sluf gaben ju löfen: 

1. Cyl GFCB : Keg EFC = m : n. 2luf I. t = K^ . Se* 

bingung: 3n<;m. 

2. Cyl ADFG : Keg ADFE = m : n. SCufl. t = 

4-(y ^^^°~"^ -l). »ebingung: 4n>m>n. 3.«. Prm = 2 
unb n = 1 ifi t = 4- (fs" - 1). — SBann ijl t = 4"? 2Benn 


yi(4n^:^ ^ 2, alfo -^ = 


12 


m ' n ' ' 

3. Ci/l GFCB = Keg ABY^E. Süufl. t3 + 3t-l = 0. 

4. (73// ADFG = iTö^ EFO. äufl. 1^ + 31-3 = 0. 

5. Vol GECB = Vol AEG. 2luf l. t^ - 3t + 1 = 0. 

6. Mant BG : il/an^ CE = m : n. Süuf I. t = -^. S3^- 

' ms 

bingung: — > — . — gilt m = n ifl t = — , bal^er mufe 
2h < s fein. 

7. Jl/an^ AG : Mant AE = m : n. 3luf L t = . Se^ 

' ms 

w 2h m h cvr ax— 2h — s 

omgung: — > — > — . — ^r m = n tft t = 


s n s " s 


8. Mant BG = il/an^ AE. Slufl. t - 

9. il/aw^ AG = Mant CE. 2lufl. t = 


s 
y h2 4- 2hs - h 


10. Ring Q:E:MantBQ = m:n. 2(ufl. t = 


s 
/m^h^ + n^ — mh 


nr 
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s — h 
^üx m = n ift t = ober, xotm ber SBinfcl an bcr @pi|e mit 

2 a bcjeid^net ttJirb, t = tg --- a. 


11. RinaG^EiMant CTS = m:n. Slufl. t = l/ ^] -. 

' ms + nr 

12. Rinff GE : Mant AG = m : n. Slufl. t = -^^ ^ ^^ 


nr 
»ebinguttg: ^ > ^ > -^. pr m = n iji t = ^^^; bal^er 

mufe in biefem %aU 2h > r >- h fein. 

13. Mant CE : Ring GE = Ring GE : il/an^ AB. Slufl. t = 
r 

14. Ring GE = Mant BG + ilfan^ CE. Slufl. t = 

j/ s (s -f r) — h 
s + r 

15. Rinff OE-h Kreis OB = Mant BG + Mant CE. Slufl. 


s4-r 

16. 0*/ AEG = Obß GEOB. 9lufL t = - — + 

s 


1 i/2i2-h2hs + 82-rs ,^.. o a u ,;t s. 4. »^3 

— J^ ^c . Pr s = 2r ift h = r yS unb t = — ^ 

1/2 4- VF ^3 ^ t/3" . 1 1 -,, i. .ft „nr 

r — ^ 2 2"*""2=T P'f h = r tfi s = ry2 

1/4+ y2"- 1/2" 

unb t = -^ 2 • P^ r : h : s = 3 : 4 : 5 iji t = 

ViT-4 


b) 3« bitten gegebenen geraben Segel (r, h) fott ein getobcr Äcgel 
fo fonjiruiert »erben, bofe bie eine ©ntnbfläd^e be2 ©gUnber« auf bie 
be8 Äegete fällt, bie anbete bcn Äegelntontel berührt. S)ur(j& einen 
Sld^fenfd^nitt werbe aug bem Äegcl bog gleid^fd^enHige ©reied AA'G 
mit ber §ö^c OD unb au8 bem ©plinber ba8 flk^ted BB'E'E (B unb 
B' auf AA', E auf AG, E' auf A'C) gefd^nitten; OD unb EE' 
fd^neiben p* in E. SBirb nun AO mit s, EF mit x, OF mit y, 
CE mit z bejeidpnet, fo »erl^ätt ftd^ x:y:z = r:h:s; um bal^r nur 
eine UnBefannte eit^ufül^ren, fe|en mir x = rt, y = ht, z = st 
S)ann ifl 
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Cyl BDFE = itr^ht* (1 — t). Mant BE = 2 itrht (1 - 1). 

Keg EFO = -g- w^'ht'. Mant AE = itrs (1 - 1^*). 

Keg ADFE = ^ wr^ (1 - 1»). Obfl FEO = itr (s + r) t* 

Vol ABE = i irr»h (1 - t)(l + 1 Obfl BDFE = 27rr (ht - ht* 
- 2t*). 4- rt='). 

Mant CE = itrst«. Ring AB = w* (1 — t*). 

SDltt Scnufeung obiger gortitcln finb folgcnbc Sluf gaben ju löfen: 

3m 


17. Keg EFO : Cyl BDFE = m:n. 3lufr. t = 


3nH-n 


18. CyZ BDFE = Fo^ ABE. 3lufl. t = ^ "^^q • 

19. Vol ABE = 2 Keg EFC. 3luf I. t = yj. 

20. C^Z BDFE foa ein aHofimum toetben. SCufl. t = |. 

21. Mant CE = Mant BE. 3luf I. t = "^ . 

s +2h 

22. il/an« AE : iJ/a«< BE = m : n. 2luf I. t = ^r-^ • 

' 2mh — ns 

2h 


23. OJ/? FEG = Oi/ BDFE. 3lufl. t= — „.. 

s — r "T" ^11 

24. Mant BE = Ring AB. auf I. t = ^ — . 


M 


25. Mant BE iji = M gegeben. Sliifl. * = ¥ =^ r t - gir h" 

26. -ftfaw^ BE foH ein 3ftapimum werben. Sluf l. t = |-. 

27. OÄ/ BDFE foa ein 3Wafimum werben. 2luf I. t = ^\^ ^ 

c) Um einen gegebenen geraben ©plinber (r, h) foll ein geraber 

Äegel fo fonfiruiert werben, bafe bie eine ©runbfläd^e beö ©plinberö 

auf ber beö Äegete liegt, wä^renb bie anbere ben 3RanteI be^ ßegeliS 

berill^rt. S)urd^ einen Sld^fenfd^nitt werbe au^ bem ßplinber baö Sted^t- 

ed AA'ß'B, au^ bem Äegel baö gleid^fd^enflige ©reied DD'C (A unb 

A' liegen auf DD', B auf CD, B' auf CD') mit ber iQö^e CE ge:: 

fd^nitten; CE unb BB' fd^neiben fid^ in F. SBirb nun DE mit x 

hx 
unb CE mity bejeid^net, f o ift x:y = x — r:h, alfo y= , mit= 

l^in CF = y_h = -^; femer BO = -^ y^TifTF; BD = 

2L "^^ 1 2L ^^ JL 

y(x_r)'»+h^ S)ann iji 
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Keg DEO = i « -^. Mant BO = -^^i{^-Ty-\-\x\ 

Keg BFC = | it ^^. MantDB = 7c(x+r) y(x-r)*+h* 

3Rit S3enu|un9 biefer gormein ftnb folgenbe SKuf gaben ju löfen: 

3 

28. Keg DEO = n. Keg BFO. Sluf l. x = r }/ n. 

29. Ä?^ DEC foH ein 3Jlinimum toerben. Slnf I. x = |- r. 

30. Mant DB = = Mant BO, äufl. y = r |/Y. 

d) 31. @in geraber ßplinber unb ein gerober Äegel l^aben gleid^e 
Dberfläd&en, gleid^e^ SSoIumen unb gleid^e §öl^e h. S)ie Stabien x nnb 
y ber ©runbfläd^en ftnb jn bered^nen. Slnfl. 2icx2+27rhx = 'iry2-h 
Try j/EH^ (1) y^^^ ^x^h = 1 7ry2h (2). SluS (2) y = x }/ 3" in (1) 

eingefe^t nnb burd^ x biuibiert (für x = fallen ber ß^Iinber unb ber 
Äegel mit ber §öl^c jufammen) giebt Sx^-f-ihx^h^ = 0; mitl^in 

,^ h(/3--i) h(3 ys) 

32. ®in geraber Epiinber unb ein geraber Äegel l^aben gleid&eS 
aSoIumen unb gleid^e ^öl^e h; ble SDifferenjen jmifd^en ben beiben 
3WänteIn unb ben beiben ©runbftäd^en finb gleid^; bie 9labienx unb y 

ber beiben ©runbfläd^en ftnb ju bered^nen. Stuf l. x = —4; ; 

h(3 + ^) 

^"" 4 • 

33. Über berfelben ©runbfldd^e ifi ein geraber SpÜnber (r, h) unb 
ein geraber Äegel (r, h) fonfiruiert. 3Ran foH baö t)om ©plinber übrig 
Meibenbe SSoIumen burd^ einen um biefelbe Sld^fe befd^riebenen ©plinber- 
mantel l^albieren. S)er SftabiuS x unb bie ^öl^e y biefeg Splinberg ifl 

JU bered^nen. Slufl. S)er SReftförper ift -f icr^h; mitl^in ^ inr^h = 

hx 2 x^h 

-|- irx^y^ unb ba y:h = x:r, fo ift y = — , alfo r^h = unb 

3 8 

folglid^ x^^^V"*/ y = 4h)^. 

34. S)a§ SSoIumen eineiJ geraben Äegefö fott burd^ einen Vivx bie= 
felbe Sld^fe befd^riebenen Splinbermantel l^albiert werben. 3)er 9labiu§ x 

unb bie $ö^e y berfelben finb ju bered^nen. Slufl. \ irr% = irx^ 
+ -i irx^ (h - y) = -|- itx^y + \ irx^h. S)a MMXi x: h — y = r : h, 
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35. Über berfelben ©runbfläd^e ift ein geraber ßpünbcr (r, h) unb 
ein geraber Äegel (r, h) fonftruiert. @in lörperlid^er SRing Berül^rt bie 
obere ©runbfläd^e beg ©plinber^ unb bie 3RänteI beiber Äörper. SDer 
SllabiuS p beö Eluerfd^nitte», bie Dberftäd^e nnb ba^ SSoIunten be^ 
Sllinge^ finb ju bered^nen. äufl. ©ne burd^ bie Sld^fe gelegte @bene 
fd^neibe au^ bem Äegel bag gleid^fd^enflige S)reiedE ABO, au^ bem 
©plinber bag Sfted^ted ABDE; bann ifl ber Querfd^nitt beö Slingeö 

ber Snfreig t)on A AEO. 9lun ift A AEC = -Ip (r+h-i- j/r^+F) 

= 4 rh; mitl^in p = , . SBirb ber Sfting gefkedEt, 

r + n + yT^ + h^ 

fo erl^ölt man einen ßplinber, beffen §öl^e ber Umfang eines Äreifeö 
mit bem JRabiuS r - p ift; alfo ißö^e = 27rr — L±j/l!±^; 

Obß Ring = 4Tr2r2h2 _JL±Vll±^^ ^^^ y^i j^^ ^ 


(r+hH-yr^+h^)^* 
36. 3^ einen geraben ßpünber mit bem ©runbPäd^enrabiuS x, 
ber bis jur ^öl^e h mit SBaffer gefüllt ift, mirb ein geraber Äegel fo 
eingetaud^t, ba§ bie Süd^fen beiber jufammenfaHen. 3fft bie ©pi^e unten, 
befinbet fid^ biefelbe alfo im 3RitteIpunft ber ©rnnbfläd^e beS ©plinberS, 
fo fieigt bie SBafferl^öl^e um m; ifl bagegen bie ©runb^äd^e beS Äegete 
unten, fällt biefelbe alfo mit ber ©runbfläd^e beg EplinberS jufammen, 
fo fieigt bie SBafferpl^e um n. SDie ^öl^e u unb ber ®runbp4)em 
rabiuS x beS Äegete finb ju bered^nen. Sluf I. 2)er SlabiuS beS ÄreifeS, 
in meld^em ber Äegel t)om SBafferfpiegel beim erften ©intaud^en ge= 
fd^nitten mirb, fei y, beim jmeiten @intau4)en z unb ber ÖffnungSminfel 
beS Äegete fei 2 a. 3)ann ift irr^i = \ iry^ (h + m), alfo y = 

r y , °^ — unb tga = -.j— ^ — = r \ ., ,"^ .3 . gerner in^n = 


i-Tt(h + n) (x^ + xz-i-z^) unb x — z = (h+n)tga; alfo x2+xz + z2 = 

3r^n 
^ unb x^ — 2xz + z^ = (h -*- n)^ tga^. S)urd^ ©ubtraWon 

beiber ©leid^ungen unb ©ubjütution beS SBerteS für z ergiebt fid^ 

x^ - X (h + n) tga = ^^ - 4 (h + n)2 tga^ alfo x = 
"a" r I , , , =- + r -ü~^ — — -Titt: — \3 I • S^tner ift u = 


^ =(h + 


tga 


") [4 ^ i'^ (^)' - i] 
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37» gine gegebene ®erabe AB = a fo in jioei %tite AX = x 
unb BX = a — X ju teilen, \>a% wenn man über AX ein gleid^eitiged 
SJreieif AXO unb über BX ein Jluabrat XBDE fonftruiert unb bie 
^gur um AB rotieren lä^, bie @umme ber erjeugten %lääftn ein Tti- 
nimumifl. »ufl. 3fl CP X AB, fo ifi 06/ ACX = 2itOP • AO = 

irx^ y 3". gemer Obß XBDE = 2icEX • ED + 2itEX2 = 4ic (a - x)2. 

gjht^in Min = Tcx2 y 3" + 4ic (a - x)^. gür ben ^tt beg ÜRinimumg 

ifi bann x — — ^o — - 


§37. 

a) @in geraber Splinber unb eine jQalblugd^ von gleid^et ^öl^ 
finb über berfelben ©runbfläd^e (SlobiuS r) {onfhniiert. 2)ur($ einen 
Sd^fenfd^nttt xotdit auS bem S^Iinber baS fUtäittd AA'B'B unb avA 
ber ^olbtugel, beten SRittetpunft M fei, ber ^bfreiS AOA' gefd^nitten. 
@ine ber @runbfläd^e parallele @6ene fd^neibe AB in D, $ogen AG 
in E, @e|ne AC in G unb CM in F. SBirb nun CF mit x unb 
EP mit y bcjeid&net, fo ifi 
Cyl DPOB = itr^x. Cj/l AMPD = icr" (r - x). 

Sffm EFC = 4 ^* (3r " ^)- 

Kugehch AMPE = \ <r - x) (3 r* + 3 y» + (r - x)») = -g" ^ (r ~ x) 

(2r« + 2rx-x=). 
Vol DECB = «r^x _ ^ ^2 (3r _ x) „ ^ ^ (3 j2 _ 3 jx ^. x«)^ 

Fo/ AED = ht2 (r - x) - -g^ t: (r - x) (2 r* + 2 rx - x=0 = 4 '^ (i" ~ ^)'- 

Ring DE = it (r« - y«) = it (r - x)'*. 

Ring EG = it (x (2r - x) - x'») = 2icx (r - x). 

SBWt §ülfe biefer ^^otmeln finb folgenbe 3luf gaben ju löfen: 

1. Cyl DPOB : Sgm BPO = m : n. »ufl. x = -| r " 

4- r y ^"^ ~ ^^° -. aSebingung: — >4. gflr m = 2 unb n = 1 


m 
ifi x = 4 r(3- fZ\ 

2. Cyl AMPD : Kugehch AMPE = m : n. Stuft, x = 

r-rr ^^^" ^. »ebingung: -§- >^ > 1- Pr m = 4 unb 

n = 3 ifi x = r (l-^fs). 

3. Foi DECB = Ä^«^«&cA AMPE. SlufL x = 4 r. 
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4. Vol AEJ) = Sffm 'EFC. 3lufl. x = 4^ r. 

S 

5. Vol AED = Vol DECB. SlufL x = r [l - V^]. 

6. Ä% DE :itfa«< BD = m:n. gufl. x= °' "^°~ rm'+^mn ^ 

t m = n ifi X = r (2 - V^). 

7. Ämö DE : Mi«< AD = m : n. StufL x = ""^"^ r. 

n 

Sebingung: n>-2m. 

8. Rinff DE + Krs CB = Afa«« BD + Kai EG. Sluft. x = 

r(3-f7"). 

9. RinffEQ:KalEO = m:n. 3lufl. „ = E±£llVH05±2n) ^ 

Pr m = n Ifi X = r (2 - fä"). 

nr 

10. Rina DE : Ring EG = m : n. 2(ufl. x = -.r-^^^ — . gut 

^ 2m +n " 

m = n ifi X = -^ r. 

11. Cj//AMFD = Ä^7wEF0. aufl. x3-3rx2-3r2x+3r3 = 0; 
unb toenn x = y + r gefegt tüirb, fo ift y^ — 6r^ — 2r^ = 0. 

12. Vol AOB fott burd^ einen um biefelbe Sld^fe befd^riebenen 
©plinbermantel l^albiert werben. Aufl. 3fl y ber 9labiu0 be0 ge^ 

fud^ten ©plinber^, fo ifi,. ba y^ = 2rx — x^, -^tct^^tck (2rx — x^) — 

-^TO2(3r-x) ober x^-|rx2+ 4-^^=0, alfo x= ^r unb y = 

irf3. 

b) 3n eine ^albfugel mit bem Sftabiug r ift ein geraber EpÜnber 
fonflruiert. &n Sld^fenfd^nitt fd^neibe bie ©runbfläd^e ber ^albhigel in 
bem S)urd^mef[er AM A' ; bie ©enfred^te auf A A' in M treffe ben §alb- 
frei^ in E. ©ine @bene parallel ber ©runbfläd^e treffe Sogen AE in 
C unb EM in E; bann werbe nod^ CG X AB gefällt. SBirb nun 
MF mit X bejeid^net, fo ift 
Sgm CEE =|7r(r-x)2(2r+x). Kugsch AMFO = | ^ (31^ -x^). 

Skt OME =4 '^r^Cr-x). Kai CE = 27tr (r-x). 

Cyl GMPC = TTX (r^ - x^). Zone AC = 2irrx. 

Keff MFC = 4 ^ (r"" "" x")- ^«^^ MC = irr V r^ - x^ . 

Vol AGO = 4 '^'- ^*^^ ^^ = ^^'• 

Vol AMC = 4 7^^- ^«'^^ ÖC = 27rx y r^ - x2 . 
3Dlit S3enu|ung biefer gormein pnb folgenbe Sluf gaben ju löfen: 

13. Skt CME = 4 St^^^ff' Sluf l. X = 4 r. 
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14. Sgm OFE = — Skt OME. 3luf L x = 4 r (^9--^ - 1) . 

15. Sffm CFE = Ci/l GMPO. 3lttf l. x = -|- r (V^ - 1) . 

16. Sfftn CEE = Keff MFC. 2luf I. x = -|- r ( j/T - 1 ) ; alfo 
ifl X ber größere Slbfd^nitt beS fletig geteilten fftobtu^. 

17. Ci/l GMPO = Tof AGO. 3luf I. x = r ^4- 

18. Fo^ AMC : Keff MFC = m : n. 2l«f I. 

UM. 

19. FoZ AGC = Vol GMO. 2luf L x = r l^^. 

20. Cyl GMFO foK ein 3»afimum rocrben. SCuf l. x = r ^fr- 

21. Sffm CFE = — Halbkug. «uf I. x» - 3 r*x + 

2r3(l_i-) = 0. 

22. Sgm CFE : Kugehch. AMFO = m : n. SCuf L x» - Sr'^x + 
2nr' _ 


r _ 1/111 — 211 

[. X = r )' . 


m + n 

23. S^m CFE = FoZ AGC. 2luf I. x» + 3r='x _ 2r' = 0. 

24. -Sym CFE = Vol AMC. 2luf I. x' - 5r*x 4- 2r' = 0. 

25. Kai CE = Zowe AC + Kreü AM. Slufl. x = 4'- 

26. Kai CE : Äi-m FC = m : n. Sluf I. x = ^""^ r. SBe-- 

m 

binpng: ii<:in<;2n. 

27. Zo«e AC = j^m» FC. Stuf I. x = r {}/J- 1). 

28. Zone AC = Kreis FC + ^ms MA. 2Cuf I. x = r {f^- 1). 

29. Kai CE = ilfa«i! MC. 2luf I. x = 4 r- 

30. Mant GO = Mant MC. Slufl. x = -|-r. 

31. Mant MC = Zone AC. äuf L x = r j/^- 

32. Zone AC : Jfawü GC = m : n. Sttu f l. x = r ^ "''' ~ — . 

m 

33. .Zow« AC : Äi»^ AG = m ; n. Slufl. x= — r; Sebingung: 

2a<:m. 

2nr 


34. Mant GC : Ring AG = m : n. 2luf l. x = -, 

l/mM^4nä 

35. Kai CE = i?% AG. »uf I. x = r (VF- 1). 


§ 87, 88. 97 

36. Mant GC foC ein SWofitnum toctben. 5Äuf l. x = r l/^. 

3 7. Obfl GMFO foD ein 3»afimum werben. Slufl. Max = 

2ir (x yr* — x^* +r* — x*) ; wirb x = r cos? gefeit, fo crgicbt ftdp 
<p = 67»30'. 

38. Kai CE = Mant GC. »ttf I. x» + rx» + r»x - r' = 0. 


§ 38. 

a) (gegeben ifl eine Äugel mit bem 3)Wttelpunft M unb bem 
SRabiu^ r; in biefelbe foH ein geraber ©plinber !onftruiert werben. @in 
Std^fenfd^nitt beö ©plinbet^ fd^neibe au^ biefem ba^ Sled^ted EB'D'D; 
bie Sad^fe be^ ß^Iinberg fei FH (F ouf DD', H auf EE'); MF 
treffe ben a\x§> ber Äugel gefd^nittenen größten Äreig in B, MH in 0. 
S)ie ©enfred&te t)on M ouf DE treffe DE in G unb ben Äreig in A. 
SBirb nun MF = MH mit x bejeid^net, fo i|l 
Sgm DFB = 4 ^ (r-x)2(2r -4- x). Kai DB = 2Trr (r-x). 
Cyl EHFD = 2irx (r^- x^). Mant ED = 47rx |/ r^ - x^. 

Vol EAD = "l^^- ^^^* ^^^ = *^^- 

9Wit §ülfe biefer gormein finb folgenbe Sluf gaben ju löfen: 

L C^ZEHFD = 2S^mDFB. Slufl. x = 4-r(yT-l). 

2. Fo/EAD==4/S^mDFB. 2(uf l. x = | r. 

3. FoZEAD= Cy/EHFD. Slufl. x=r]/5. 

8 

4. Vol EAD = — Ä^M^ö/. Slufl. X = r Y^. 

5. (?i//EHFD foH ein JKajimum werben. SlufL x = Irj/S^ 

6. Mant EAD : Mant ED = m : n. Slufl. x = rt/m^-n^ 

7. Mant EAD = 2 ÜTm« FD. Slufl. x = r (/2" - 1). 

8. Jfa^^ ED = 2 Kai DB. Slufl. x^ -h rx^ 4- r^x - r^ = 0. 

9. Mant ED foll ein 3Jlafimum werben. Slufl. x = 4"^ V^^^ 
^r ben gatt, bafe ber ßplinber ein quabratifd^er, alfo x = ^ ^j/2" 

iji, foII bered^net werben 

10. Ä^mDFB. Slufl. ^1^3(8-51/2"). 

Sieger, Siereotnetrifd^e 9(ufga£en. 7 
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11. CyiEHFD. Slufl. ^wc^-ß. 

12. voiEAD. 3iufi. ^OT^yr. 

13. Kai DB, auf I. itr^ (2 - f2). 

14. i/an« ED. SSCufL 2 irr*. 

15. ifo«< EAD. 2Cuf l. 2icr'» /l". 

16. 3n ben ©runbflädpen eines getaben ^plinberS mit betn SiabiuS r 
ftnb iwei fld^ leti^ttoinKig freujenbe S)urd^mef|'er gebogen unb burd^ ü^re 
@nb})un!te ifl eine Äugcl gelegt, bereit 9labiti8 x ju fteted^nen ift, wenn 
moti bie ®ntfernung a jtijeiet ©nbpuirfte fcnnt 3luf I. 3P h We Jßöl^e 
be« S^Iinberg unb y bie ©ntfetnung beä 3Wittelpunftc8 einer ®runb= 
fläd^e t)on bem Snbpunft beS in ber anbeten Uegenben S)urd^mefferi$, 
fo ifi x^ = r^ + j h^, h^ = y2 — r^ unb y^ = a^ — r^; mitl^in x = 

b) ©in ju einem Sfting gebogener geraber ©plinber. 

17. 3n einen getaben ©plinber mit bem SRobiug r ifi eine Äugel 
gelegt, meldte bie eine ©runbpd^e unb ben fSSlantd berfll^rt; in ben 
3flaum cm ber ©runbfläd^e ifl ein Sfting mit feeigförmigem Eluerfd^nitt 
gelegt, meld^er bie Äugel, ben 3JlanteI nnb bie ©runbffäd^e berül^rt. 
2)er Sftabiug p be^ Eluerfd^nitteg, fowie baiJ aSoIumen nnb bie Ober- 
fläd^e be^ SftingeiJ ftnb ju beregnen. Slnfl. ©n burd^ ben SJtittet 
punft ber Äugel fenlred^t jur ©runbfläd^e be8 ©pünber^ gefüi^rter 
©d^nitt fd^neibe aug ber Äugel einen Äreig K, ou^ bem Sftinge einen 
fireig M unb au^ ber ©runbfläd^e be^ ©pünberg bie ©erabe AB; K 
berül^re AB in unb ben Ärei^ M in D, fo ba§ KDMA eine 
©erabe ifl ; femer fei ME J. CK. S)a ME = EK, fo ifi (r + p)^ = 

2(r-p)^ alfo 9-=i(/2-iy. SBirb ber SÄing geflredft, fo erl^ält 
man einen ©plinber, beffen §ö]^e ber Umfang eine^ Äreife^ mit bem 
SRabiu^ ME ift. 9hin iff ME = r - p = 2r (j/T - 1); basier 
Vol Ring = 27:^^ (iT- 1)^ unb Obfl Ring = ^tz'^X f2"~ 1)3. 

18. 3)ie Centrale jmeier gleid^ großen Äugeln ift gleid^ bem ge- 
meinfd^aftttd^en 9tobiu^ r; Diefelben merben t)on einem ©plinber einge^ 
l^fiUt 3n ben SRaum jmifd^en ben brei frummen gläd^en ifi ein Sftng 
gelegt; ber Sftabiu^ p beS Duerfd^nitteS, ba^ SSolumen unb bie Dber- 
pd^e be§ Stinge^ finb ju bered^nen. Slufl. @in burd^ bie 3)littet 
punfte M unb M' ber beiben Äugeln gelegter ©djmitt fd^neibe au^ bem 
Sfting einen Ärei^ mit bem 3Rittelpunft O; femer fei OAXMM'. 
S)ann ift (r + p)2-(r~p)2 = 1 r^ alfo p = ^r. Sffiirb ber SHug 
gefiredEt, fo erl^ölt vxwx einen ©plinber, beffen §öl^e ber Umfang eine« 
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Ärcife» mit bcm giobiu^ OA = r-p = -^r ift fSM^in Vol Ring 

^ TTT^ unb Obfl Ring = -§- 112^2. 

19. ©lefelbe aufgäbe tote 18), nur fotten fid^ bie beiben gleid^ 
großen i^ugeln berül^ren, fo bafe ü^te Sentrale 2r Ift Slufl. (rH-p)^ — 

(r — p)2 = r^; ballet p = j r. S)ie ^öl^e beS ju einem S^Iinber ge^ 
fteeiJten gUngeg ifl bann 2it OA = 27c(r-p) = | irr. 3Rit]^in 

Vol Ring = | Tr^r^ nnb Obfl Ring = l ir^r^. 

20. ©iefelbe aufgäbe mie 18), nur fott bie ©entrale 2r }T fein. 
Sluf l. p = i r; §ö^e beg gefiretften SRinge^ = irr, alfo Vol Ring = 

I 7:2r3 unb 06/ Ä% = T:h\ 

21. ©iefelbe aufgäbe wie 18), nur fott bie Centrale ^r /s'fein. 
aufl. p = |- r; §ö^e beg gefiredten Slingeg =4^; Vol Ring = 

^ttV; Obfl Ring = ^ 7:h\ 

22. au^ einem S)ra]^t, bef[en üuerfd^nitt ein Ärei^ mit SftabiuS r 
ifl, wirb ein SRing gebogen; bie ad^fe beg Sftingeg bilbet einen Ärei^ 
mit bem Stabiu^ p. 2)iefer Sling liegt auf einer l^orijontalen föbene 
unb auf bemfelben eine Äugel, meldte aufeerbem nod^ bie (Sbtnt berül^rt. 
S)er SRabiü^ x ber Äugel ifl }U bered^nen. aufl. (x + r)^ = p2 + 

p2 

(x — r)2; mitl^in x — j-. 

c) ©egeben ifl ein ^albfreig mit bem 3RitteIpunft K unb bem 
S)urd^meffer AB = 2r; auf AB ifl ein 5ßnnft C burd^ AC = x fo ju 
befHmmen, bafe, rotnn man auf AB in C eine ©enlred^te errid^tet, 
meldte ben ^albfreiS in D trifft unb burd^ D eine parallele ju AB 
jiel^t, meldte ben ^albfreiiJ in F unb bie an ben ^alblreiö in A ge^ 
legte S^angente in E trifft, bei ber Sftotation be^ igalbfreife^ um AB 
bie burd^ bie oerfd^iebenen Sinien unb gläd^en erzeugten gläd^en refp, 
aSolumina gemiffe SSebingungen erfüllen. S)er burd^ PD abgefd^nittene 
Sogen merbe mit DGF bejeid^net. S)ann ifl 

Mant DE = 2irx yx(2r-x). 

Obfl ACDE = 27CX y2r-x (V^^ y2r~x). 
Kai AD = 2irrx. 

Ä'aZBD==2Trr(2r-x). 

Obfl FGD = 47tr (x - r). 

OJ/AFE = 7r(2r-x)(2|/x(2r-x) + x + 2r). 
CyZ ACDE = 7rx2(2r-x). 
5^mAD = ^TO^Sr-x). 

7* 
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SgmBD = |^it(2r-x)«(r + x). 

Vol FGD = I it(x _ r)» = j irs», wenn DP = 28 gefegt witb. 

Vol APE = I- it (2x» - 9rx* •4-12r*x - 4r»). 

3)Wt S3enu|utt8 biefer gormein ftnb nun folgenbe SlufgoBcn ju 
löfen: 

23. Afan< DB = n Obß AODB. «uf l. x = q _y+ £ ä- 

24. .ffaZ AD = n Oi/ PGD. Slufl. x = ^^^ . 

25. Äai BD = n 05/ PGD. 2luf I. x = ^ 2n + /^ ' 

26. iramD=n06/?APB. auf I. x =?I^i±^H^^^3. 

27. Oi/ PGD = n if^rm CD. 3lufl. x= '•(p-^+ r r'+^J ^ 

gilt n = 1 iü x = - r + r ^5; tnitl^tn ip AB in Üetig ju 
teilen. 

28. 06/ PGD = n 06/ Ä"«^. SlufL x = r(n + l); (n<l). 

29. 06/AFE=nJfm«0D. gjufl. ^^ = ^^^^ri^^zf^- 
gut n = 2ijlx = -|r; füt n = 5ifix = r obet = y r. 

30. Cyl AODB = n S^ AD. Slttf l. x = ^^P~^^ - 

31. (^/ACDB = uÄ^BD. «ufl. ^ = -5^^^^^^S=^ — • 

32. FoZ PGD = 2 Fo/ APB. 3lufl. x = rri±y4-)- 

33. Ufa»« DB = n Kai BD. Stuf l. x' + n^r^x - 2nV = 0. 

34. Cyl AODB = n Vol Kugel. 3luf I. x» _ 2rx* + y nr" = 0. 


§ 39. 

a) tlbet betfelben ®tunbfläd^e mit bem 9tabiuS r ifi eine 
^alBIugel unb ein getabet Aeget tton gleii^et $öl^e lon^ 
Ptuiett. 25et SM^cnfd^nitt be» Äegefe fei AOA' mit bet §8l^e CM. 
^atollel bet ®tunbfläd^e i^ eine @bene gelegt, meld^ ox^ bet Augel 
einen Sttti& mit bem S)ut^meffet DD'>, aus bem Äegel einen Areis 
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mit bem S)tttd^meifer BB' unb CM in E fd^netbet- SBitb nun OE = 
EB mit X bejeid^net, fo ifi 

Sgm DEO =4 '^'^ (8r- x). 

Keg BEC = 4 ^'• 

i:^^DEO=4^'(2r-x). 

Vol CD {fxyt\x%i burd^ Sftotation beiJ Segmentes OD yivx bie SM^fe CM) 

= 4 '^ ^^^^ • CE = 4 irrx^. 
ahgeat Keg AMEB = -1 « (r^ - x^). 

Kugschcht AMED = | ar (r - x) (21^ + 2rx ~ x^). 
jffa/ DO = 2irrx. Zone AD = 2icr (r - x). 

Mant BO = icx^ f2", üm^r BD = 27cx (r - x). 

Mani AB = i: ]/~2 (f - x). 

3Rit Senu^ung biefet gormein jtnb folgenbe aufgaben ju löfen: 

1. Sgm DEC : Keg BEO = m : n. lufl. x = -^—- *«-' 
bingung: 3n<in + n, olfo 2n<:m. S- ^' ni = 3n, x = -j-r. 

2. Sgm DEC : Fo/ OD = m : n. 3CufI. x = ^ (^° ~ °^\ gje-- 

bingung: 3n > m > 2n. 3- ^' ™ = 1" °/ ^^ = "5" ^• 

3. Foi OD : Keg BEO = m : n. 3lufl. x = -^. 

4. 5^m DEO : Vol OD = Fo/ OD : Keg BEO. Stuf I. x = 

— 2— '• 

5. Sgm DEO : iT«^ DEO = m : n. Stuf L x = '^^^^^_/ • 

©ebinpng: 2ii > m > f n. 3- *• ™ = t ""^j * ™ ¥ '• 

2i]fii* 

6. Keg BEO : JäTe^^ DEO = m : n. 3luf l. x = -^qrj- »«^ 

binpng: m cn. 

7..Jf«^ DEO = aJ<y«<.Äe<7 AMEB. Slttfl. x = |rK2. 

8. Ssrm DEO = abgst Keg AMEB. lufl. ^ = \xVZ. 
8a. 2Bie oer^alten Twi^ Bei bicfcm Sd^nitt iTa/ DO : Mant AB? 

«ttfl. ,.J"" ^ , unb för X = 4 r V3 ergieBt ^ l/l- 
■K V2 (r* — X*) ' 

9. Kugech AMED : abgat Keg AMEB = m : n. ättf L x = 

^^ -m + y3(4n^^ :m^ »ebingung: 2n>m>n. 
2 (m + n) ° 
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10. Kugsch A]0!D = Keg BEO. 3lufr. x = i r t^. 

11. Vol DBO = Vol DBA. »ufl. 4x» - 6rx=» + r» = 0. 

12. JJTa/ CD : Jfo»« OB = m : n. «uft. x= °^ r 

m 

13. Kai OD = Mant AB. »uf L x - -i r (K6 - ^2 ) . 

U. Zon« AD : i/a«< AB = m : n. »uft. x = r(° T^-m) 

m 

»ebingung: 2m>iiy2 >m. pr ii = m ifl x=.r(y2"- 1). 

15. Zone AD = Mant BO. «uf l. x = i r N 2 + 4 K2"- »^) . 

16. Äm^ BD = Mant BO. »uf I. x = r (2 - ^2). 

17. iSTaZ DO : Ring BD = m : n. «uf t. x = "^^"""^ . 

m 

18. Äa' DO : Mant BO = Jfa»« BO : Ring BD. aufL x = 
r(KF_l). 

19. Za/ DO ; Ring BD = Ä% BD : Mant BO. »ufl. x = 

20. Jfo«< AB : Ring BD = m : n. »uf I. x = ^ . »c-- 

binpng: m>ii ^2". 

21. Ä% BD foa ein 3Royimum fein. SCuf I. x = 4 r ; bann 
ifl Ring BD = -i «r^ 

12. Ring BD = einem Äreife mtt bcm «RobiuS a. aufl. x = 


23. Zowe AD : Ring BD = m : n. »uf I. x = 


nr 


m 

24 . Ring BD : Zowg AD = Zone AD ; Jfaw< AR Slufl. x = 

irrj/T+TTF-iV. 

25. MantBG: Ringelt = RingBTi: Mant AS. Stufl. x=4r. 

26. Zo«eAD = Jfa«<AB+Ä%BD. Sufl. x=r(3 — 2^2"). 

b) 3n bie burd^ ben Sftabiug r gegebene Äugel, bereu 
ÜÄittelpunft M fei, foB ein geraber Äegel, bejfen Sld^fenfd^nitt bag 
gleid^fd^enfUge 3)teied AA'O mit ber ^öl^e O'E fei, tonfiruiert werben- 
OE treffe ben aug ber ftugel gefd^nittenen Ärei^ in D, Sffiirb nnn CE 
mit X bejeid^net, fo ijl 
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Keg ABC = | rac« (2r - x). Skt AMD - 4 '^'' (2r - x). 

Sgm AEO = y «x« (3 r - x). i/a«« AO = icx y2r(2r-x). 

Sgm AED=i7r(2r-x)«(r+x). Kai AO = 2«rx. 

Vol AO - i wrx*. .Kiii AD = 2itr (2r — x). 

Vol OAD = i itr (4r« - x^. 

27. Ä7m AEO : Keg AEO = m : n. Sluf l. x = ''C^'""^") . 

28. Äe^ AEO = Sgm AED. «uf L x = ^ ' (l + f^)- 

29. Ä«^ AEO : Fo/ AO = m : n. 3luf I. x = JLÖ^Z^; gje* 

bingung: m ■< 2n. 

30. 5^m AEO = n Vol AO. Stufl. x = r (3 — n). 

31. Fo/ AO = nÄM^. aufl. x = 2ryn'. 

32. Keg AEO = n Kug. »uf I. x» - 2rx« + 4iir» - 0. 

33. i5:«^ AEO - n FoZ AO. »ufl. x«-r(n + 3)x» + 4r' = 0. 

34. Keg AEO = Äifc< AMD. »uf I. x = r VT. 

35. iTc^ AEO foH ein SRttyimum werben, auf I. x = -g- '• 

36. Ze^r AEO = n Fo/ OAD. SCufL x^^x{u + y n(ji + %)). 
S. ». gut n = iiÜx = r;fürn = iiflx = |r. 

37. Ä^w AEO = n Fo/ CAD. Stufl. x= ir(l-n + 
y (1 - n) (9 - n) ). S.». gflr n =. ^ iß X = 4 r. 

38. Fo^ OAD = n^«^ auf!. x = 2ryi-n. 

39. Äy«»AEO = nFofOAD. Stufl. x»-r(n + 3)x» + 4nr»=0. 

2r(m=«-n») 


40. Kai AO : J/a«< AO = m : n. Stuf L x = 


m* 


41. Mant AO : iTm« EA = m : n. 3Cttf L x = ^'^('"'^ "') . 

42. ilfo«< AO = Kai AD. 3Cuf l. x = r {fb - 1); alfo ifl x 
bet gtö^ece 9Cbfd^itt beS ftetig geteilten S)utd^me^erS. 

43. JfaM< AO foH ein aRttfimum werben. Slufl. x = -j- J^* 

44. ^ eine jluget (StobiuS r) einen gleid^eitigen Jiegel ju be^ 
{(^reiben, auf I. x = | r; Vol = | nr»; Mant = | w»; 06/ = 


9 « 


c) 3tt bie burd^ ben 9labiu0 r gegebene ^uget, beren 
Mittelpunit M fei, foS ein 2)oppelIegel lonfiruiert Jt)ei^en. ®in 
9((l^fenf(|nitt fd^neibe bie gemeinfd^aftliti^e 8afi0 in ber ©eroben AA', 
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bte 3l<i^fe fei BB' unb fd^neibe AA' in G. äßitb nun MG mit x unb 

AG mit y bcieid^nct, fo ijl 

Keg AGB = iw(r + x)* (r-x). Vol AB = | itr (r + x)^ 

Keg AGB' = 1 1: (r + x) (r - x)^ Vol AB' = |- w (r - i)\ 

Keg BAB' = -^wc(f- x*). Mant AB = ir (r + x) y2r(r-x). 

-S^TOAGB = iit(r+x)*(2r-x). Mant AB' = it (r - x) y2r (r 4- x). 

S^»» AGB'=|-it(r-x)»(2r+x). Mant BAB' = 2ity fi{r + y) . 

SRit 99enu|ung biefet ^^ormeln ftnb nun folgenbe älufgaben ju 
löfen: 

45. Keg BAB' : Keg AGB = Keg AGB : Keg AGB'. Stuft. 

X = r (yy - 2) unb AB' = r (yy - 1), mitl^in ifl AB' bet größere 
Sbfd^nitt beS fietig geteilten S)ur^meffetS. 

46. Keg BAB' = k iji flegeben. 3lufl. x = ^ r* - -|^. 

47. Keg BAB' :Kug = m:n. 3lufl. x = r j/ZZIm 

48. Keg BAB' = Vol AB. 3lufl. x = -g" r- 

49. Keg AGB — Z«^ AGB' fott ein aHofimum werben, äluf t. 

x = r|^. 

50. FoZ AB : FoZ AB' = m : n. 3lufl. x = ^~*^ r. 

Km 4-Kn 

51. roZAB-Fi)iAB' = k.ifi gefleben. Slufl. x = ^. 

52. Mant AB : ATaw^ AB' = m : n. Slufl. x = — ^ «- r. 

53. Mant BAB' : Mant AB = Jl/an< AB : Mant AB', »uf l. 
Sirb Z ABA' mit ? bejeW^net, fo ifi Mant AB = ^tct^ sin <p cos|^ ?, 

Mant AB' = 2irr2 sin cp sin 4" ?; wart pnbet tg<p = 2. 

54. ilfan< BAB' : Kreis CA = m : n. 3lufl. y = 
2n(n+ymM^) 


m^ 


r. 


55. Mant AB — Mant AB' foH ein 3Rayimum werben. Sluf L 
Max = Tzj (AB - AB') = ity i AB^ + AB'^ - 2AB . AB' = 

icy |/4r2 — 4ry . §ieraug ergiebt fi(ä^ y = -f- ^•' 
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§40. 

&ttäbet ftegel nm eine ^älhtnqd, eine ftngel ntnb um 

mel^tete ftn^ehu 

a) ©cgeben ifi eine ^alblugel burd^ ben 3labiu§ r; il^t aRittet 
puttft fei M; um biefelbe foU ein geraber ftegel fo befd^rieben 
rotxhtn, bai bie ©runbfläd&e bet JQalbtugel unb bie bed jtegetö auf 
berfelben gbene liegen. @in Sld^fenfd^nitt beg ftegefe fd^neibe auiJ ber 
^albfugel einen §alblreig mit bem S)urd^meffer FF' unb aug bem 
Äegel ein gleui^fd^enBigeiJ S)reied AA'C mit ber ^öl^e CM; CA unb 
CA' berühren ben fiolblreiij refp. in B unb B'; CM treffe ben $alb- 
freig in D unb BB' in E. SBirb nun CM mit x bejei(]^net, fo ift 

AM = ,, "^ ; AO = -r^—; AB = , ^' ; BE = 
Kx^-r^ Vx^-r^' j/x^-r^ ' 

r y x^ — r^ . ^^^^,. 

X 

Z^^ AMC == Y^^' ^'"''^ ^^ = w(x^2l^^ 

^., BEC = J!E%J^. Mant AB = -^^^^^f • 

Kugsch FMEB = "^'^^3""^'^ Zone PB = -^^ . 

O.X X 

wr^ x^. 4^ irr* 


it/an« CA = -^^. Obfl AMC = ^-. 

•^ x^ (x — r) 

3JHt Senulung biefer gormein pnb nun folgenbe aufgaben ju löfen: 

1. Keg AMC foH ein 3JHnimum merben. Slufl. x = r ^^^. 

2. Keg BEO = Keg AMEB. »uf I. x^ = 2 (x^ - t^)\ alfo 

3. JST^^ MBC = 4- ^^9 ^MC. auf l. X = r |/2 + }/2". 

4. FoZ AFB : äw^«cä FMEB = m : n. SufL x == 

y 4 m H- n -t- 1/ 4m^ H- 8 mn 4- n^ 
r' 6m • 
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5. 0hfl AMC : Halbhigfl « m : n. «uf l. x = "^'^^"^^"^"^ r. 

ajcbingung: m > 2n. pr m = 3n ift x = (3 =1= p/T) r. 

6. 06/ AMC foH ein aJUnimum werben. Slufl. x==2r. 

7. Mant OB = Mant AB. »ufl. x = r '^Y+ff , 


8. Afan^ AB : Zone FB c= m : n. Slttf l. x = r \4i^ — \. 

' ' 2(m — n) 

SSebingung: m>n. 

9. Mant CA foH ein 3)linimum werben. 3luf I. x = r Vs . 

10. Ring K¥:ZoneVB=^m:n. Slufl. x = 5JL!L^!±Z r. 
Pr m = n ifi x^^xil-^fll). 

11. ilfan<AB:Ä%AF = m:n. Slufl. x = 5?Jt_L^±^ r. 

»ebingung: m>n. gttr m = 2n ijl x = 4 (^ + 1^) ^• 

12. MantAB^KalBD. äufl. x»- 2rx2-r2x + 4r' = 0. 

13. Kai BD = Ä% AF. Slufl. x» - rx^ - -| ^^ + ^^ = 0. 

b) ©egeben ifl eine Äugel burd^ ben SRobiug r; il^r SJlittelpunft 
fei M. aSon einem 5ßunlt aufeerl^alb ber Äugel finb an 
biefe fämtlid^e S^angenten gejogen, beren Serül^runggpunlte 
auf einem Ärtife liegen, meld^er jur ©runbfläd^e eineg ÄegeU 
genommen mirb, beffen @pi|e C fei. 6lne burd^ CM gelegte 
ßbene fd^neibe aug ber Äugel einen Äreig unb au§ bem Serttl^rungS- 
legel bie beiben Tangenten CA unb CB; MC fd^neibe AB in D unb 
ben Äreig in E, bie SBerlängerung t)on EM treffe ben ÄreiiS nod^ in F. 

x2_r2 


SBirb nun CM mit x begeid^net, f ifi CA = j/V-r^, CD = 


X ' 


MD=?^, DA=LfciL\DE«L^::ii^, DP = I-^^tO, 

X ' X ' X 'X 

gemer 

Keg ADO = '^^^^. Skt AME = 2«r^^^ 

^ 3x^ 3x 

Keg ADM = ^* ^f 7 '"\ Skt AMF - ^JIEI^II. 

OX dX 

Keg CAM ^ '^"<-t-'"\ Mant CA = "^ ^^' " '"\ 

^ 3x X 

Sgrn ADE = ^^ (^-f (2^ + r) ^ Mant MA = ÜE^V^!^?. 

ox X 
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Vol GAE =: Hl%:^'. Kai ÄE = -^^i^^l. 

3x X 

3x X 

06/ EAM = — yT~i (2 y¥~r + fT+r). 


X 

06/ FAM = — j/T+r (2 y7+l + i/7~F). 
06/OAE = ^(^-^^)»+3r) ^^^ ^^j, ^ w'(x-r)(3xH-r) 

06/ CAF=^^^ + »•>'. 06/ ADE =^^^^^±^^5^0. 

06/ADC = :!n:^±^=i^. 


X» 


3JHt S5cnu|unfl biefcr f^ormctn jitib nun folgenbc StufgoBen ju 
löf cn : 

14. Keff ADC : Keg ADM => m : n. Stuf I. x = r y5i±B. 

15. ^«^ CAM = k ifi flcgeien. Slufl. x = '^ — 5 — - — . 

Pr k = I Kugel = ^TcrMfi x = 2r. 

16. Keg ADC : Sgm ADE = m : n. aufl. x = 

]/m — n(ym+ ym — n) 
n 

17. Z«^ ADC = Sgm ADP. »uf I. x = r (2 + y 2"). 

18. Foi GAE = k ifl gegeben. Stuf L SBiri) x - r = y gefegt, fo 

.„ 3k + 1/9 k* + 12 «r^ ->,_ , ir , 4 , ,» 

^^ y 2«r' * Pr k = Kugel = jict^ tfl x = 

r(3+2y2). 

19. roiCAP»=k ift gegeben. 3CufL SBitb x + r = y gefe|t, 

fo ifi y = ^^+V9^^-i^^'^ ^ gftr k = 2 Kugel = f w^» wirb 

X = r (3 + 2 yy). 

20. ^«^ GAM foa burd^ Krms DA fictig geteilt wei&en. aufl. 
x = \ r(j/t+l). 

21. Keg ADG : Sgm ADP = Ä^m ADP : Vol GAP. Sluf l. 
X = i r (3 + j/ 5"). 

• 22. Vol GAE : Kugel=Kugel : Vol GAP. x = r (2 + 1/ 5 ). 
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23. Vol GAB « Skt AME. 3luf L x « 3r. 

2i. Vol GAE =^ Keff ABU. «ufL x^-rx2-r2x-r« = 0. 

25. 3fan^ CA : Äi/ AE = mm. »uf I. x = ?5^^ r. »c^ 

n 

Wnguttg m>n. gftrm = 2iiiflx = 3r; unbfftrm» fnift x = 2r. 

26. 3/an<CA:Zi/AF = m:n. »ufL x^ ^^^'^'^ r. Pt 

m = n ifl X = 3r. 

n^ w . i-«A ™L ^ ^ „ rt 2m + y4mM^ 

27. 3/an« CA = — Kugß. SHufl. x = r. 

n ^"^ n 

Pr n := m ift X = r (2+ ^5"); für m = 2, n = 3 ifl x = 3r. 

oo r^j.jrnATß ^ j^ jj of zr 2m— n4-y3ii2+(2m— n)^^ 

28. 06/0AE== — Kugß. SKufl. x = ^^ ^r. 

gftr m = n ifi X = 3r. 

29. ObßCAF = H Kufffl. «ufl. x= 2°^-°+W°^-^ ^ 

gftt m = 2n ip X = (3+2 yi") r. 

31. Kai AE'.Mant CA. = Munt OA-.Kal AF. aufl. ^^'tfb. 

32. it/aw« MA : Jl/an« CA = Mant QA-.Mant CAM. auf L x = 
ir(/5- + l). 

33. Jlfan« CA = Obß ADE. »uf I. x = r (j/2+ 1). 

34. ilfan« CA = Obß ADF. Stuft, x = r (2 + ^3 ). 

35. Jl/izn« CA = 06/EAM. «uf l. x» — 3rx» + 2r*x - 2r» - 0. 

e) ©egeben iß eine Augel hwab ben 9labiuS r; um biefelbe 
foll ein getabet Äegel !onflrutett toctben; butd^ ctnen Stt^fetis 
fd^nitt loerbe caii betnfelben baS glei^fd^enHige S)teied AA'G mit bet 
^ö^e CE gefd^itten; CA unb CA' berfil^ten ben jtietd tef)). in D 
unb D'; CE trifft ben Äreig no(i^ in F unb DD' in G. aasirb nun 

CM mit X bejeid^net, fo ift AE = AD = r V^^; CA = 

x — r' X ^ ' X X ' 

ÖG = ^JnJ^, ghin ifi 

X ' 

Ji:,^AEC = 4^^±^. MantAC= '^^''^'\ 

3 (x — r) X — r 

g.^DGC= ^'(^;7'-')\ Jfa„,AD=:"^('+/>^^r'^> 

uF X (^x r^ 
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SgmDGF= ''''^^-llP^-^'\ Obß AMC ^ ^^^^^ . 

3x(x — r) - X 

Vol DFG ^ ^''(.yy. Kai DE = ^^(•^ + '\ 

3x X 

3Rit ajenufeung biefer gormeln finb bie Aufgaben 36 big 57 
ju löfen. 

o/> rr A-r,/-. rr cvr cf 2m— n=t=2 v^m (m— 2n) 

36. Keff A^G: Ku ff =m:n. 3lufl. x= ^- — ^^ -r; 

»ebirtgung: mr>2n. pr m = 3n ijl x = r (5=1=2 fs). 

37. j£?^ AEC foH ein SÖHnimum werben, äufl. x = 3r; bann 
ifi Keff AEC = -I ^'• 

oo T7 7t^4t:i E^ Qix zx 2m+n-f-2 l/m(m+2n) 

38. Fof DAE:^M^ = m:n. Slufl. x = j — [;;^ ^r. 

SSebingung: 4m >n; alfo mufe FoZDAE>-j Vol Kug fein, gür 


m = n ift x = r(l + -|/3') 


s 


39. Keg DGO = 4" ^«9 ^^^- Stufl. x 1 ^ = 

yy-i 

3 8 

r(24-yT+ iT). 

40. Fo/ DAE : Sgm DGB = m : n. lufl. x = 

'"^,J'"_ . ""^ r. Säebingung für ba8 obere SBuQel^ei(|en : 2 m > n ; 

für bag untere SBui^eljetd^cn : n > 2m. ^r m = 1, n = 2 ifi x = «j. 

41. Keff CDM = 4 ^^9 ^^^- Stuf I. x = ^ ^ (^ + ilf). 

42. Toi DAE = Vol DFO. Slufl. x' - 4rx« + r*x - 21» = 0. 

43. Vol DAE = Keff J)GrG. Slufl. x»-4rx=* + 3r*i-r' = 0. 

44. Mant AO : ÄM<y? = m : n. SlufL i = 
4m-n-ri6ir.''- 24mnj:n^^ Prm=2niflx=lr(7- yi7). 

45. Mant AO foH ein SOttnimum werben. Slufl. x = r (l + VT) . 

46. Mant AD : ÄWg[/? = m : n. Stufl. x = 

4m + n + l/ 16m2 - 8mn + 9n^ 

' r. 


4(2m-n) 
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23. Vol GAE = Skt AME. «uf L x « 3r. 

24. FoZ GAE = JT^^ ADM. SttufL x'-rx^-r^x-r»^ 0. 

25. ilfan< GA: Kai AE = m:n. Slufl. x = -HziB r. gje:: 

n 

bingungm^n. gürin = 2nifix = 3r; unb für m= |-niftx = 2r, 

26. ManiGA:KalAF=^m:n. SttufL x^ ^"^"^^ r. ^r 

m = n ifi x = 3r. 

c^n %4 . r\A ^ jp^ jj of zi 2 m 4- l/4in2-hn2 

27. l/a«e CA = — Kugß. Slufl. x = r. 

Prn«m ift x = r(2+y5"); föt m = 2, n = 3 ifl x = 3r. 

oo /iL^riATst m r^ ^ ar er 2m — 114- y3n2+ (2m — ü)^ 

28. 06/CAE=s — Kuffß. Slufl. x= ^^ ^r. 

gftr m = n iji X = 3r. 

ein /ir^nA-n ^ zr ji ar zt 2m — n + 2 VmCm— n) ^ 

29. 06/OAF = — Kugß. älufl. x= -^- — - — ^ r. 

Prm = 2nift x^(3-h2i2)T. 

SO. Mant CA: MantTiSA^ mm. äufl. x •= ^ — =^^^— r. 

31. Kai KEiMant GA =^ MantCAiKal AF. Slufl. x==r/5; 

32. Mant MA : Jlfaw« CA = Mant CAiMant CAM. Slufl. x = 

irdry+i). 

33. Afan« CA = Obß ADE. Slufl. x = r (l/2 + 1). 

34. ATa«« CA = Obß ADF. Slufl. x = r (2 + fS). 

35. ilfan<GA = 06/EAM. Slufl. x3-3rx^ + 2r^-2r^= 0. 

c) ©egeben ifi eine Äugel burdft ben SJtobiug r; um biefelbe 
foll ein geraber ftegel fonfiruiert werben; burd^ einen Sld^fen- 
fd^nitt werbe auiJ bemfelben bag gleid^fd^enßige S)reied AA'O mit ber 
^ö^e GE gefd^nitten; GA unb ÖA' betül^ren ben ftreig refp. in D 
unb D'; CE trifft ben ftreig nod^ in P unb DD' in G. SBSirb nun 

CM mit X bejeid^net, fo ifi AE = AD = r V^^; CA = 

X — r' X ' ' X X ' 

ÖG - ^Lzl!. 9tun iji 

X ' 

3r® x(x — r) 
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^ 3x^ "^ X — r 

Fo^ DAE = ?l^±i¥. ifaZ DF - IüEIÖLILÖ.. 

3x(x — r) • X 

ro; DFG = ^5^%^^. Jsr«/DE=-2!EElÖL±jO.. 

3x X 

3JHt »enulung biefer gortneln finb bie aufgaben 36 big 57 
ju Wfen. 

i^n 1^ ATun zr of zr 2m— n=t=2 j/m(m— 2n) 

36. Keff AEC:Kug=m:n. Slufl. x= — ^^ ^r; 

»ebingung: m>2n. pr m = 3n ifl x = r (5dt2 ^3"). 

37. Keg AEO foB ein SÖHnimum werben. Slufl. x = 3r; bann 
iji Keg AEC = 4 ^^• 

OD T7 7T\4T31 ET Ot Zt 2 Hl + 11 H" 2 l/m^Q + 2iä) 

38. VolI>AEzKug=m:n. 3lufl. x = j — [;^ ^r. 

SSebingung: 4mr>n; alfo mufe Fo/DAE^— Vol Kug fein* gür 
m = n ijl x = r(l + 4/3'). 

s 

39. Keg DGC = 4 ^«^ ABO. «uf I. x = »^ '^ = 

yr-i 

3 8 ■ 

r(2+yT+ fTj. 

40. FoZ DAE : Sgm DGE = m : n. »ufl. x = 

^^d^^ \ °^ r- SS^iHgung für baS obere aBuQeljeid^en : ^m >- n ; 
für bag untere SButjeljeid^en : n > 2m. gür m == 1, n = 2 ift x = oo. 

41. Keg 0DM = 4 ^^9 ^^C- Slufl. x = 4 ^ (& -H V^f ). 

42. FoZ DAE = FbZ DFO. Slufl. x'- 4rx2 + r2x- 21^ = 0. 

43. FoZ DAE = Jf^^ DGO. Slufl. x3-4rx2 4-3r2x-r3 = 0. 

44. Mant AO : Äwg:;? = m : n. Slufl. x = 

4m — n — yi6m^ — 24miiH-n2 ^^ ^ .^ i ,_ ,/r-=-x 
^ — g r. gürm = 2ntfix==^r(7— yi7). 

45. Mant AC foH ein SOlinimum werben. Slufl. x = r (l + f2) . 

46. Mant AD ; Kugfl = m : n. Slufl. x = 

4m + n + >/ 16m^ - 8mn + 9n^ 

4(2m-n) ^" 
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65. ein feflelförmifleg ©lag (r, h) fei bi§ jur öö^ a mit SBaffer 
gefüllt. Um meldte ^öl^e fieigt ba» SBaffer, menn eine in SBajfer untere 
pnfenbe Äuget t)om Sftabmg p ^ineingemorfen mitb? Slufl. S5a§ SBaffer 
fteige um bie ^öl^e x; vor bem igineintoerfen ber ftugel fülle t^ ben 
ßegel (y, a) an unb eg fteige um einen abgeftumpften Äegel mit ben 

Sftabien z unb y unb ber ^öl^e x. S)ann ifi -§" "^ (y^ + yz + z^) = 
-|- itc^; ba nun y =-^ unb z = ^ , / fo erl^ält man x^h- Sax^ -4- 

66. @in legelförmige^ ©lag, beffen @pi|e na(]^ unten gelehrt unb 
beffen SBinfel an ber ©pi|e 2 a ifi, ifi big jur §öl&e h mit SBaffer 
gefußt; in baffelbe mirb eine in SBaffer unterfinfenbe Äugel t)om 3fla= 
biuS r geworfen unb barauf nod^ eine größere Äugel, wd^t fomol^l bie 
erjle Äugel ate aud^ ben ßegelmantel in einem Äreife berül^rt. SBie 
l^od^ fielet nun bag SBaRer? Stufl. S)ag SBaffer fieige um bie ißöl^e x; 
bann ift in bem abgefiumpften Äegel, um meldten bag 2Baffer gejiiegen 
ifi, ber Heinere Sftabiug htga unb ber größere (h + x)tga, mitl^in 

ifi fein aSoIumen = ^ Trxtga^ (Sh^ + 3hx + x^). ©iefeg SSoIumen mu^ 

gleid^ ber ©umme ber beiben Äugeln fein; bejeid^nen mir ben Sftabiug 

ber jmeiten ßugel mit y, fo ifi r : y = — — : —; — + r + y , mitl^in 
y = ^ ]^ ^!^ ^ r; folglid^ xtga^ (Sh^ + Shx + x^) = 4r« ^l + 

( z — ^^ ] I, moroug fid^ x + h = ]/ J ^ ., — ^|5_?LI + h^ ergiebt. 

d) ©er aber Äegel, meld^er mel^rere Äugeln berül&rt. 

67. ©in geraber Äegel ift burd^ ben Sftobiug r unb bie ©eitenlinie 
s gegeben; in benfelben ift bie Serül^rung^fugel (Slabiuö p) lonfiruiert. 
2Bie gro^ ifi ber 9labiu§ x einer ßugel, meldte bie ©runbftäd^e, ben 

SKantel unb bie erfie Äugel berührt? Slufl. egifip = ry^^; femer 

x:p = y?M:p^(r + p):/7MT^alfox^^]^ ^ 

S"rT y2s+ ys — r 

68. 3n einen geraben Äegel, meld^er burd^ ben Sftabiug r unb ben 
SaSinlel a, ben bie ©eitenlinie mtt ber ©runbpd^e bilbet, gegeben ifi, 
ifi bie »erül^runggfugel K (Stabiu« p) fonfiruiert; bann eine jmeite K, 
(Sftabiug pi) nad^ ber ©pi|e ju, meldte bie erfte unb ben SOlantel be= 
rül^rt u. f. m. S)ie ©umme aller Äugeln ift ju bered^nen. äufl. 

Pi'.rtga — p = r: -^^^ =cosa:l; mitl^in p = rtg ^ a. gerner 
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Piirtga-. 2p — p,= COS a:l; alfo Pi = rtg ^ a^;^ femer p2 = 
rtg^a^ U. f. TD. S)a^er ifl K = -|itrng^a3;.Ki :^|irr3tg^aö; 

AI ^ 4irr^tg4-a3 

Ka = 4- ^r^tg^-a'* u. f. to., unb K + K, + Kg . . . = ^ 


3(l-.tg4-a*^)' 

ba 4" a < -^5^ ölfo tg 4" ^ *^ 1 H^^ ^^6- 

69. 3jtt einen geraben Äegel ifl bie SJerttl^runöiSfugel (Sftobiu^ p) 

jfonfiruiert; barauf in ben 9laum jwifd^en Äuget unb ©pifee eine jroeite 

Äugel (SllabiuS p,), roeld^e bie etfie Äuget unb ben ftegelmantel be= 

rüi^rt. ©egeben ift ba§ aSerl^ältni^ p:pi = m:n; gefud^t wirb ber 

SBinfel 29 an ber ©pi^e. äuft. S)er Slabiug ber ©runbfläd^e fei r, 

r a P rcotcp — p ..-.. . ^ nrcot9 -. 

fo ijl — = T — ^-^r-*- ; mttl^tn r cot 9 — 2p = ^. ®a 

pi rcot9 — 2p— pi ' ^ T r jjj 

ftd^ nun p : rcot9 — p = r : — ; — = sin 9 : 1 Derl^ätt, fo ift p = 

rcos9 .rc, 1 2 n y. . m— n 

^ • mtt^tn -; — — -z ; — = — i — , olfo sin 9 = 


l + sin9' ^ sin 9 l + sin9 msin9' ' ^ m+n* 

. 70. Sin jroei Äugeln K, unb K2 (SRobien r, unb ig) pnb bie ge= 
meinfamen äußeren SJerttl^runggfegel fonfiruiert. SBie gro^ ift jeber 
ber fo entjlanbenen Äörper Vi unb V2/ t)on benen jeber aug einem 
geraben Äegel, beffen ©runbftäd^e ber Serül^runggfreig ifi, unb au^ 
einem Äugelfegment, roeld^eg au^erl^alb beg Äegelg über bem SSerül^rungg- 
Ireife liegt, befleißt, menn nod^ ber t)on einer ©eitentinie ber Äeget unb 
ber Centrale gebilbete SBinfet a gegeben ifi. SBie gro§ ift femer bag 
aSolumen be§ t)on ben beiben Äugeln begrenjten ©tüdeg R t)on Vj. 
Stuft. S)ie ©mnbftäd^enrabien ber Äeget finb r, cos a unb r^ cos o., 
bie ißöl^en ber Äeget Xi cos a cot a unb r^ cos a cot a, bie ^öl^en ber 

©egmente r, (1+sina) unb 12(1+ sin a); mithin Vi =,^ ^ri^(l+sina)^ 

uttb V2 = i irr2^ ^^^*^i^'; R = Vi - V2 + K2 = 

^ ^ r,3(l + sin a)^- 12^1 -> sin a)^ ^ 3fl fiatt a bie ©entrate K1K2 
ä sina ^' ' * -* 

= a gegeben, fo ifi sina= i:L^^ atfo Vi = 1^ "'' (^^ + ;;^-"^)\ 

1 r23(a+rj^-i^ „ 1 , ri3(a+ri-r2)^-r23(a-.ri+r2)^ 

71. SBie in 70) finb V, unb Va ju bered^nen, nur finb an beibe 
Äugetn bie gemeinfamen inneren aSerill^mngSfeget fonjimiert. ©ine 
©eitentinie ber Äeget bitbe mit ber ©entrate Z. a\ 3luf t. gfir V, 
unb Va flnbet man biefetben SBerte mie in 70), nur tritt ai an bie 

Sieger, @tereomet¥tf($e 9Cuf galten. g 
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liTi^ + T^'Oil + sinay 


Stelle von a; femer V = V, +V2 = -g- i t^' t-'wv — "•">> . gfi 


sma 


fiatt «i bie ßenttale a gefleben, fo ijl sino, = ^Mil^, alfo Vi 

8 a(r, +12) ' 8 a(r, +12) 

1 ^ (ri^- r,r2 + r22) (a + r^ +12)^ 


a 


72. aSott fünf qlüä) großen Äugeln, beren SftabiuS p ifi, ftnb vitx 
fo auf eine Sbene gelegt, bafe ftc ftd^ gegenfeitig beriU^ren; bie fünfte 
ifl fo auf biefe vm gelegt, ba^ pe biefelben berfil^rt. Um biefe fünf 
Äugeln ifi nun ein gerober Äegel fo fonfteuiert, ba§ bie oier unteren 
Äugeln feine @runbfläd^e unb ben 3Äantel, bie obere nur ben Sölantel 
berührt. Sftabiug r, ^öl^e h unb ©eitenlinie s be^ Äegefö pnb ju be^ 
red^nen. 9luf l. @in @d^nitt burd^ bie ^ofyt CD be^ Äegete unb bie 
3)littelpunlte M unb M2 jweier unteren Äugeln f(]^neibe au^ bem Äegel 
AABC, weld^e^ red^twinflig gleid^fd^enflig ift; ber 3)littelpunft M' ber 
oberen Äugel liegt auf CD; femer fei ME J.CD. 3)ann ifi ME 
gleid^ ber l^alben 2)iagonale be^ Ouobrat^, roeld^eg man burd^ aSer- 
binbung ber 3RittelpunIte ber oier unteren Äugeln erl^ält unb beffen 

©eite 2 p ijl; mitl^in ME = p yT; femer M'E = p }/2". S)a 

A OFM' CO M'EM, m MT J. CA, fo ifi M'O = p i/T unb folglich 

h = p(2y2'+l), r-p(2y2"+l), s=p(4H-i/2"). 

Sölantel unb aSolumen be^ abgeflumpften Äegete ju bered^nen, 
tDeld^en man er||alt, menn ber Äegel in 72) abgeftumpft mirb burd^ 

73. bie ^Tangentialebene ber oberen Äugel, meldte ber ©pi|e ju= 
näd^fi liegt. Slufl. S)ie $öl^e fei h', bie Stabien feien r' unb p', bie 

©eitenlinie s', bann ifl h' = p /2" (f2"+ 1), r' = r = p (2 /2"+ 1); 

p'=:p(y2'_l); s' = 2p(f^T+l). Afan^= 67rp2y§"(/2' -4-1); 

Vol = I irp3 yT (16 ^2" + 17). 

74. bie Slangentialebene ber oberen Äugel, meldte ber ©mnbfCäd^e 
junäd^fl liegt. Slufl. ^öl^e, ©eitenlinie unb 3labien feien refp. 

h', s', r', p'. S)ann ifl h' = p ^2", r' = r = p (2 j/T-h 1), p' = 

PC/Vh-I); s' == 2p; Munt =^ 2 Tzf ]/Y (ß -h }/Y) ; Vol == 

^Vj/^ (17 + 9-/2"). 

75. eine ®6ene, meldte burd^ ben SSerüi^mnggfreig ber oberen 
Äugel gel^t. Sluf l. ^öl^e, Sllabien unb ©eitenlinie feien rcfp. h', s', r', p'. 
2)ann ifl h' = | p(3i/y+2), r'=:r = p(2 /^-f-l), p' = |p j^ 
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s'« s-p = p(3 + l/2"); itfan« = ~ arp2 (17 ^2"+ 16); Vol = 
4 VOOO + 87J/T). 

76. eine (Sbene, xod^ burd^ bie ^ßurrfte gel^t, in benen bie oier 
unteren Äugeln ben 3KanteI berftl^ren. äufl. h' = ip(2H-/2"), 

r' = r = p(2j/2'+lX p'=:|pl/T; s' = p(i/Th- 1); ibfane = 
j V (16 -^9^2"); ^0/ = ^ itp3 (100 + 61 f2). 

77. jwei Ebenen, von benen bie eine burd^ bie oier SSetäl^rungg- 
punfte ber unteren Äugeln, bie anbere burd^ ben SSerftl^rungglreig ber 

oberen Äugel ge^t. Slufl. s' = 2 p, r' = | p /2", p' = ^ p VT, 

78. aSon t)ier gleid^ großen Äugeln, beren 9labiu§ p ifl, finb brei 
fo auf eine ^Unt gelegt, bafe fie ftd^ gegenfeitig berül^ren; bie vierte 
ifl fo auf biefe brei gelegt, bafe fie biefelben berül^rt. Um biefe vitx 
Äugeln ifi nun ein geraber Äegel fo fonfiruiert, bafe bie brei unteren 
Äugeln feine ©runbfläd^e unb ben SJlantel, bie obere nur ben 3Kantel 
berül^rt. Sftobiug r, ^öfie h unb Seitenlinie s be^ Äegete jtnb ju be^ 
red&nen. äufl. ©in ©d^nitt burd^ bie ißöl^e CD beg Äegefe unb 
ben 3Rittelpunft M einer unteren Äugel f d^neibe au^ bem Äegel A ABO ; 
ber SRittelpunft M' ber oberen Äugel liegt auf OD; femer fei 

ME ± OD. 3)ann ifl ME = | ber fiö^e begienigen gleid^feitigcn 
3)reiedEg, roeld^eg man burd^ SSerbinbung ber ÜJUttelpunfte ber brei 
unteren Äugeln erl^dlt unb beffen Seite 2p ifi; mitl^n ME = | p fS; 
femer M'E = | p y 6". S)a A MEM' co MTO, m M'F J. CA, fo 

ifi M'O = p fS; mithin h = p(3+i/T4-2t/T) . , ^ 

p(3+yT+2i/"2") ^ ^ _ p(3+t/y+2y2") 

SJlantel unb aSolumen beö Äegefö ju bered^nen, weld^en man er= 
l^ölt, rotnn ber Äegel in 78) abgefiumpft mirb burd^ 

• 79. bie Tangentialebene ber oberen Äugel, meldte ber ©pi^e ju= 
näd^fi liegt, «ufl. h' = | p (3 + }/ 6"); r' -r = P^^"^^fi^^^ ; 

p' = 4 p(j/6-./2");s' = p(y6 + 2);il/an« = jV(3 1^+2^3) 

(3 }/¥+ 2); Vol = ^ arp3 (63 -f- 27 j/T-f- 18 j/T^ 22 /6"). 

8* 
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80. bie Tangentialebene ber oberen Sta%d, weld^ ber ©runbfl&d^ 
jttnd# liegt aufL h' = |p/6-; ,> ^,^ PC^+T^+^i/T) . 

p' = i p (l/T + /2") ; s' = ^ p(3 yy +1/6"); Jfan« = 

Kp*(6+y2"+4y3"+i/6"); Fof=^itp» (18+27 y2'+18|/3'+22y6). 

81. eine ®bene, weU^e burd^ ben fd«x&fycnnQStKi& ber obeten jhtgel 

ge^t auft. s' = s - p ^2 = k P (* + 1^2"+ v' 6); r' = r = 

p(3+i^¥+2yy) .p,^ ^pyg-. b.= ^p(3y3_3 + 2y6); 

Jlfa«<== |itp*(9+6 y2 + 8 yä+eye); Vol= ^v:p^ {15 + 50 f2 

+ 33 yT+ 48 f6). 

82. eine (Ebene, neld^e butd^ bie ^nlte gel^t, in benen bie brei 
unteren Äugeln ben aWontel berül^ren. aufL_ 8' = s— py2" — 2p = 

h' = i p (3 + fsy, Munt = j «p*(9 +6 y2"+ 4 ys + 2 iÖ); 

Vol = ^icp'CSl + 54 y2 +35 y^+ 24 yö"). 

83. eine ®bene, meldte burd^ bie brei ^erfil^ngSpunlte ber vier 
jhigeln gel^t Slufl. SSerAl^n ^ bie Jhigeln M unb M' in G- unb 

föat man GHXM'E, fo ifi HE =|M'E = 4-p ye ; h' = |p(3+»^6); 

, ^ p(3+y3-+2y2) ,_ p(3+y2) , _i yg 

r-r- ^ ,p- ^ ,8-aP(y6+2), 

Mant = I itp2 (2y3"+ 1 + )/F); Foi = i np' (162 + 81 yF 

+ 108 y2"+ 59 ye"). 

84. jnei Ebenen, von benen bie eine biird^ bie ^nlte gel^t, in 
benen bie brei unteren jlugeln ben ÜRantel berttl^ren, bie onbere burd^ 
ben SSerfll^ngälrci« ber oberen Äugel gel^. Slufl. s' = 2 p, 

r' = I P y6^(y2" + 1), p' = i pV6, h' = ^pV6; Mant = 
iitp2/3 (J^2"+l); Vol = ^i:?^VSi5V2+i-). 

85. jnei ®benen, von benen bie eine burdp bie ^nlte gel^t, in 
benen bie brei unteren Äugeln ben 9)lantel berill^ren, bie anbere bie 
ber ©pi^e junädpfi Uegenbe Tangentialebene ber oberen jhtgel i^ 
atufl. li'= i p(3 + 2K6-t^F); r'= ipK6'(FT + l); p' = 

ip{V6-V2y, s'- P (^ +^^^-^^ ; Mant= ^p'(4K6+9); 
Vol = ^ itp* (45 + 20 J^ + yj). 
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86. jTDei (Sbencn, von bcncn bie eine burd^ bie 5ßunfte gel^t, in 
benen bie unteten Äugeln ben SDlantel Berül^ren, bie anbete bie ber 
@tunbf{ä(i^e junäd^ Uegenbe Tangentialebene ber oberen jtugel ifl. 

aufl. h' =^ p(2»^6'-3->^); r' = ^ p»^6"(»^2"+ 1); p' == 
^ p (»^6" + »^2"); s' = |p (4 - »^-. >^2); Munt == | irp^ (4 »^6"- 9); 
Vol = ^ irp3 (20 V6^ 45 +y3> 

87. jwei ebenen, von benen bie eine burd^ bie brei SSerül^rungS- 
punfte ber vxtx Äugeln gel^t, bie anbere bie ber ©pi|e junäd^fl liegenbe 

2;angentialebene ber oberen Äugel ifi. Slufl. h' = |- p(3 + K6); 
^,^9(ß±^. p' = lp(»^6--»^2-);s'=ip(»^+2);ilfan^ = 
|irp2(12 + 3>^+2K3 + 3K6"); FoZ= ^ irp3(90- 9K3"+29»^). 

88. jwei ebenen, von benen bie eine burd^ bie brei SSerül^rung^- 
punfte ber Dier Äugeln gel^t, bie anbere bie ber ®runbfläd^e junäd^fi 

liegenbe 2;angentialebene ber unteren Äugel ifi. 2luf I. h' = ^ p (3 — J^) ; 

r'=^p(»^6"+»^2"); p- = ^^^^I^^ ;s'^^f(y-6-^2);Mant^ 
j irp2 (18 + *^- 6»^6"); Vol = ^ i^p' (33 + 6VW- iV2- 11 Vg"). 

89. jwei ebenen, von benen bie eine burd^ bie brei SSerül^ngi^- 
punite ber vitx Äugeln, bie anbere burd^ ben 93erül^rungjSlreijS ber 

oberen Äugel ge^t. »ufl. V = |-p(3K3"-6+»^6); r^^ P^^t^^^ ; 

p' =. 1 p Ke"; s' = I p (3 ^2"- 2 ^6"+ 2); Mant = ^ irp^ (17»^3"- 30 

+ 8/6 - 6 ^2") ; Vol = ^irp3(79»^3" - 126 + 45 »^6"- 48 VJ). 

90. jwei ebenen, von benen bie eine burd^ bie brei S5erül^rung§= 
puttfte ber t)ier Äugeln, bie anbere burd& bie 5ßunlte gel^t, in benen bie 

brei unteren Äugeln ben 3Rantel berül&ren. Sluf I. h' = j p (J^6"— Vä) ; 
r' = lpK6-(KT4-l); p'^l^^±pl; s'=ip(2-K2); 

Mant = ^T:p^(yT+2VTy, FbZ = -^ icp^ (j/T+ V 3~). 


§ 41. 

®eraber ßesel, melii^er eine S!itgel ^ä^ndbet 

a) ©egeben ift ein QaWhtÜ mit bem ÜRittelpunlt K unb bem 
aurd^meffer AB = 2r; auf AB ifi ein 5ßunft P burd^ BP = x fo 
}u befiimmen, ba|; toenn nwn auf AB in P eine ©enlred^te errid^tet, 
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n)el($e ben ^oSStttÜ in D trifft unb BD DetÜngett U& fte bie an 
ben ipalbfreiS in A gelegte Xangente in trifft, bei ber Stototion be« 
^albfreifeö um AB bie burd^ bie t>erfd^iebenen fiinien unb glad^n fx? 
geugten gläd^en refp. SSoIumina gen)iffe SSebingungen erfüllen. 6iJ ifl 

DP=yx(2r~x); BD== f2ii; CD = (2r - x) }^; CA == 

Mant BD = itx ^2t (2t- x). Kai AD = 2itr (2r - x). 

MantCB = ''^^'^-^">^^(-^'-^\ Kai BD ^2^. 

X 

Mant BO = ^^^ 1^^^27310 

X 

OÄ/? BDP = Itx (2r - X H- j^2r (2r - x)). 
Obß BOA = 4^n2r-x+^i/2Fgr3g) 

06/ ADO = <4r^-x^(2^r+y2FgF3g)^ 

X 

06Ä AODP = ^ (2r- x) (4r^ + x« +(2r + x) ]/2t (2r - x)) 

X 

Keff BDP = -g- Itx* (2r_x). Sgm BDP = iui« (3r-i). 
Keg BOA = 8w:''(2r-x) ^ y^^ gj^^ = i OT(4r* - 1»). 

dX 

Fo^ACDP="(^^-y-^^. Toi BED = i ^rx^, 

3x * 

c ATkT> 1 /o «/ - T7;*r«r» itr(2r— x)(8r'— 2ri-i') 
'89'«iADP=^it(2r-x)*(r+x). VolACD= — ^^ '-^ -. 

Witt $enu|ung biefer ^omeln ftnb nun folgenbe ätufgaben ju 
löfcn: 

1. Manf OD = n. Obß ADO. aufl. i = ^(1-^^- 

2. KalAD = n Kreü AO. auf l. i = 2iir (n <: 1). 

3. Kai BD = n Kreis AO. »uf I. i = r (- n + yii(n+4)). 
Pr n = 1 ift I = r (y5"_ i); oifo ift i ber größte 3ttf(i^nttt be« 
ftetig geteilten SDurd^meffer« AB. 

4. Keff BOA = n Fof BDA. aiuf I. i = - r +r V?^. gut 
n = 2 tfl X = r (j/5 - 1). 

5. Keg BOA = n FoZ AOD. »uf l. i = - r + r V l5^. gftt 
n=.2 iiii- rCVö"-!). 
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4r 

6. Keg BGA = n Kiigel. Slufl. i = — j^- 

7. Vol BDA = n VolKQlD. »uf I. x = - r + r K ^^q:^- pr 


n = 1 ifi I = r (Vö _ 1); fftt n = | ip i = r; für n = | ifl 


i = |r. 


8. Ä'e^BDP-nFofACD. 3luft iä+nri'+2nr«i-8nr» = 0. 

9. Äe^BCA = n5^mADB. 2lufl. nxä-nri*-2nr'»i+8r' = 0. 

10. ä:«^ BOA = n Vol BED. »uf l. ni» + 8r=»x _ 16r» = 0. 

11. Vol AODP = n Sgm ADP. Sluf I. (1 - n) i' + nn' + 
2nr*i-8r' = 0. 

12. roZACDP=n FoZBDA 3lufl. x9 + nn*+2iir«i-8rä = 0. 

13. Vol AODP = n Vol ACD. ätuf L i" - nn» - 2iir*i 
+ 8r»(n-l) = 0. 

14. Sgm ADP = n FoZ ACD. 3lufL i» _ n=» (n + 1) - 
2r*i(Q + l)+8nr' = 0. 

15. Vol BED = n VolKGD. 3lufl. (1 - n) i' + 12nr«i - 
16nr» = 0. - 

16. Vol ACD = n Kugel. Sluf I. i» - 4r=»x (3 + n) + 16r» = 0. 

17. 3/an< BO = n ^aZ AD. aufl. iix'_2ii*ri*H-8rä - 0. 

b) Übet einem jtreife mit bem "^Mvii r ifi eine ^alblugel unb 
ein getaber Aegel mit bet ^öl^e 2r tonfhatiert; }u Beted^nen iji 

18. bas SSerl^ältnid be8 Aegetö }Ut ^alblugel. älufL 1, b. 1^. 
bet jtegel ifl gleidp bet jgatbfugel 

19. bie ©ntfetnung x beiS JtreifeS^ in neld^em ber ßegel bie ^otb^ 
fugel fd^neibet von ber gemeinfamen @runbfläd^e; femer ber 9iabiuiS y 
beiS JtreifeS. 9(ufl. @in äld^fenfö^nitt burd^ ben Aeget f($neibe aud 
Ie|terem boS gleid^jd^enHige S)reied ABC mit ber igöl^e CD unb aus 
bem Äteife ben ©urc^meffer EP (B auf AO); faßt man noö^ EG- X AB, 

fo iH EG = X. 9htn ifl AO = r |/T; AO • BE = AB . OD, alfo 
BE= -^; femer BG = ^ - 4r, AGh= -|r, x-4r, 

20. ba8 SSolumcn be« abgejhimpften ßegete, aufl. -^ irr»; 

mitl^in abgest Keg : Halbkug, = 98 : 125. 

21. bai^ SSolumen be^ aitgerl^alb beS JtegelS liegenben ©tilde^ ber 

ÄugeL aufr. FoZ AE = 4 ^^*^''- x = 4-^'- 

22. ha& äSoIumen be^ au^rl^olb ber Augel ttegenben Stflde^ beiS 

ftegete. auf I. 4 '^'- 2lIfo tfi baö SSoIumen in 21) gleid^ bem 
in 22). 
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c) aSergleid^e § 15, c. 3» ^w Äugelfegtnent ifl bie größte 
SScrül^rungiSfugel unb ber größte etngefd^riebene Äegel, beffen ®runb- 
fläd^e alfo mit ber be« ©egmente^ jujammenfattt, lonfiruiert. S)er 
StobiuS ber großen ^gel toerbe mit r, ha& SSoIumen be^ Segmente^ 
mit V, feine Äalotte mit C, feine Dberfläd^e mit F, feine ©runbflad^e 
mit 0-, ber 9labiu8 berfelben mit p unb feine QS^t mit h bejeid^net; 
ba& SSoIumen ber 9erill^rungd{ugel mit E unb ü^re Dberfläd^e mit A; 
baiJ aSolumen be§ Äegefe mit V,, fein ÜRantel mit M unb feine Dber^ 
fläd^e mit P,. 3n ben folgenben Sluf gaben ifi nun h ober r ju be^ 
red^nen, menn gegeben 

23. V : V, = m : n, r. »uf I. h = ^^^^^ j. 

m — n 

24. Y : Y, = m : n, h. 2luf l. r = ^"^""^ h. 

' ' 2m — 3n 

25. V : Y, = m : n, C - G = d. »ufl. h = /-?-; bann 

IT 

wie 24). 

3n bm aufgaben 26 hi& 28 fe|e man h = (2m — 3n)t unb r = 
(m — ii)t. 

26. V : V, = m : n, p. aittfl. t = 


yn(2m — n) * 


27. V : V, = m : n, 0. Sluf l. t = K; 

28. V : Y, = m : n, F. Stuf L t = V 





2it(m-n)(2m-3n)* 
f 


ic(2m-3n)(2m-n) * 


29. V, : K = m : n, r. SCufL h = i° r. 

' ' m + 2n 

30. V, : K = m : n, h. Stuf L r = °^^^° h. 

3n ben aufgaben 31 BiÄ 34 fefee man h = 4nt, r = (m+2n)t. 

31. V, :K = m:n, p. 3tufl. t= / . 

32.Y,:K=m:n,C. aiufL t = /g^^^^I. 


33. V, :K = m:n, F. »ufL t = 4r 


F 


n (m + n) * 
t 

34. V, : K = m : n, Y. auf L t = f ^ 


16im*(3m + 2ii)" 
35. C : M = m : n, r. »ufL h = ^ ^""^ 7 "'^ r. 


m=» 
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36. C : M = m : n, L 3luft r = 


m' 


h. 


2 (m* - n») 

37. C:M = m:n, 0~G = d. Slufl. h=r^; bann wie 36. 

IT 

3n ben aufgaben 38 big 40 fefte man r = m% h = 2 (m^ - n^)t 

38. C : M = m : n, p. »uf L t = 


2nym2-n2 ' 
39. 0:M = m:n, F. aufl. 1=}^ 


F 


4ir(m* — n*) 


8 


40. 0:M = m:n,y. Stuft 


.>=t 


3fi M : A = m : n gegeben, fo finbet man 2n^ (2r -- h) = m^h^, 
xinb wenn l^ier — = z ge^t mitb, fo ergiebt fid^ z = — 2 (yJioM^ — n). 
S)le aShtQel mirb j. 85. für folgenbe SBerte t)on m nnb n rational: 


m 

2 

6 

12 

20 

30 

42 

35 

56 

255 

n 

3 

• 5 

7 

9 

11 

13 

24 

15 

64 

z 

8 
2 

10 
9 

7 

8 

18 
26 

11 

18 

26 
49 

48 
49 

15 
92 

128 

289 


41. M : A = 30 : 11, r. 3luf l. h = -g- r. 


18 
18 


42. M:A = 30:11, h. äufl. r = 4f h. 


=^^ 


43. M : A = 30 : 11 , 0-G = d. 3tufL h 
wie 42. 

3n ben StufgaBen 44 U& 47 fe|e man r = 18t, h = 11t. 


bann 


44. M : A = 30: 11, p. Stuft, t = 


_ P 


öyir* 


45. M : A = 30 : 11, 0. Stuft, t = 4 f^. 


« ' llit 


46. M : A = 30 : 11, F. Stuft 


. t = f- 


F 


671 IC • 


s 


47. M : A = 30 : 11, V. auf t 


.i=i 


3V 


5203« • 
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§ 42. 

a) 3tt eine ^albfugel mit bem aHabiuiS r ift ein geraber ab« 
gejiuntpfter Äegel fo fonflruiert, ba§ bie ©tunbflä^en beiber jufammen- 
fallen. 3)ie $öl^e x unb ben 3flabiuS y ber oberen ©runbfläd^e be8 
Tegels }u bered^nen^ xotnn ftd^ vtt^lt 

1. Keg }u bem SSoIumen, meld^eiS jwifd^en ipalbhigel nnb Äeget 

. y y, . , cir er Vm^ + 6mn — 3ii^— (m + n) 
mantel Itegt mte m : n. Sluf L y == ^ ^^ r. 

2. bie }um Äegelmantel gel^örenbe 3one jum Kegelmantel mie m : n, 
Slufl. y = 2~~~ r- SSebingung: — <: /T. 

b) Um eine Äugel mit bem SRobing r unb bem SWittetpunft M ifi 
ein gerober abgeflumpfter Äegel fonjiruiert. Sin Sld^fenfd^nitt fd^neibe auS 
bem Äegel ba§ gleic^ft^enflige S^ropej ABOD mit ben ©urd^meffem AB 
unb DC ber @runbflä(|en, meiere ben auS ber Äugel gefd^nittenen Ärei^ 
refp. in E unb P berfil^ren; AD unb BC berül^ren ü^n refp. in G unb J, 
unb GJ fd^neibe EF in H. S33irb nun AE = AG mit x, DE = DG 
mit y bejeid^net, fo ijl xy = r^; ferner 

Keg AEED =4 ^r (r2 + x2 + y^). 

K.n Ai^Txr^ J 2irrx (x^ + 4r^^ + 7r^) 
Keg AEHG 3(x + y)3 • 

o cLTi^ AiTzxh? (x + 3 y) 
Vol GAE = ^'"^' 


3 (x + y)- 


3(x + y) 


3 


Mant AD = TT (x-hy)^. Kai GE = i^!^!! . 

x + y 

Mant AG = ^^^' + ^'^'). Kai GE = i^. 

x-Hy x + y 

Munt GD = ^y^y' + ^^'\ Obfl AEG = ^^C^'^^»^. 

x + y •' x + y 

Obfl AEFD = 2it (r* + x* + y») Obfl GFD = g"y(y' + ^r^ . 

SOiht 8enu|ung biefet ^omteln ftnb nun folgenbe äCufgaben ju 
ttfen: 

3. Keg AMEJi: Kugel = m:ii. aufl. x + y = r ^ ^m + n^ 
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-y=°r r™^^° . (S)iefcUJett SBerte wie in 9). pr ^ = ^ 


ifix = 2r,y= 1 r; füt ^ = f i(i x = r fs, y=TrV3; föt 

^ = 2iflx=^r(V5"+l),y=ir(,/5-_l); füt ^ = ^ ifi 

x = ri/2; y= ^ r y2'; für ™ = I iü X = r, y = r (gfott be« 
SDWttijttum«). 

4. Ze^r ABHG = 2 -S<^m GHE. Suf I. x = r /S"- 

5. Keg AEHG : Fo Z GAE = m : n. 3lufl. x = 

^|/ 2n — m+yn (4m — 3n) 

m — n 

6. Keg AEHG ; Vol GE = m : n. auft. x = 

l/ in — 2 n + |/(m + n) (m — 3n) 

n 

7. Vol GAE : FoZ GE = m:n. luf L x = r V ^"^"" . 

8. Vol GAE : &yw GHE = m:n. äufL x = 

l/ m — n+ ym(m+4n) 
n 

9. 06/?AEFD:Ä"«^«/ = m:ii. 3lufl. x + y = ,.y 2m + P 
X _ y = r ylH^lB (2)iefcn)cii SBctte wie in 3). 

10. ifa«< AG: JraZGB = m:n aufl. x = r ^i^LzlB. 

11. 06/ AEG = Ä"Mg/?. 2lufr. x = ryy3"-l." 

12. Kreis EA: Jfan« AG = m : n. Sluf I. x= tI/IhHb gjebtn^ 

n — m 

gung 3m>'ii>m. 

13. i&-«MEA:Äii/GE = m:n. gufL x^rT ^™"" . 

14. Zr«M E A + Zr«M FD : ifan< AD = m : n. 3lufl. x + y — 

rr^°~-x ^-rT/ 2(2m-n) 
' n — m' ^ ' n — m 

15. Krek EA + jKrm FD : Kugfi = m : n- Sluf I. x + y = 

y4in-i-2n i/4m-2n 
, X — y = r r — . 
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16. Kreis EA = Kai GP. Sttf l. x = r V ^~ ^ . 

17. Xrm HG = Mant GD. auf I. y = r yi±lll. 

18. Zrm E A : Zr«M HG = m : n. atttfl. x-rf >'" ~ ^ ° . 

19. Jfo«<AG:ZreisHG-=Är«MHG:Ma«<GD. 3lufl.x*+y=»= 
-|r* + ir^y52; unb ba 2xy = r^ fo ifi x + y = r r J^^^, 


[. X 4- y = r y - ° 


Vy52-14 
X— y = r fJ — 5 — . 

20. Kreis HG : Jfaw< AD = m : n. 3luf I. x + y = r f'— unb 

xy = r*. äSebingung n > 4m. 

21. Kreis EA : Kreis HG - Kreis HG : Kreis FD. auf I. 
X = r, y = r. 

22. Kreis BA+Kreis FD : Kreis HG = m : n. 3luf I. x*+y* = 
r»(l^i^-l)unb 2xy = 2r* giebt x + y = ryj^^^ 

unbx-y = ryi^tB_3. 

23. Ohß AEFD ifi gegeben = na*. Stuf L x+y =|fl+2if ^^ 

xy = r*; Keg AEFD = | «a^. »ebingung: a' > 6r*; für a* = 6r* 
ifi bie DBerf[ä(i&e ein ÜRinimum; bet jtegel n)iib SipUnber. 

24. X — y ip gegeben = d. 3luf l. x + y = yd* + 4r*; Mmt AD 
= IC (d* + 4r*) ; Keff AEFD = | «r (d* + 3r*). 

25. S>er ätobiuS z bet Unti(ugel oon Keg AEFD ifi }u beied^nen, 

aenn x unb y gegeben flnb. Slufl. z = ^ — ^^ ' ^^yj S, 

4yxy 

Dber wenn AD = x + y mit s unb EP = 2r mit h bcjcid^net roiib, 
_ sys^ + h '' 

26. Obßümkug-hObßInkug = 20bflABFD. 3lufL x + y = 
ry 2(3 4-^2"), X _ y = r ^2(1+72). 
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§43. 

a) Sine ßugel t)om 8labiu^ r berül^rt bie ©runbfläd^en unb ben 
SRantel eineg gerpben ©plinberg unb femer bie ®runbfläd^e unb ben 
ÜRontel eineiS gleid^feitigen Äegetö. 3^ bered^nen 

1. bie SSoIumina beg ©plinber« unb Äegetö. auf I. Vol Cyl = 
27cr3; Vol Keg = Sior^. Sttfo t)er^ärt fid^ Äi/^r : CyZ : Ä^^r = 4 : 6 : 9. 

2. bie frummen Dberfläd^en beiS Splinber« unb Äegete. Slufl. 
Mant Cyl = 4Trr2; Mant Keg = 6itr^ S)a]^er t)erl^alten fid^ bie 
frummen Dberfläd^en t)on ßugel, ©plinber unb Äegel = 2:2:3. 

3. bie ©efamtoberfläd^en be« ©plinberg unb Äegete. Slufl. 
0hfl Cyl = 67cr2; Obfl Keg = 9Tcr\ 2)a]&er vtx^aütn ^ bie ®efamt^ 
oberfläd^en von Äugel, ßplinber unb Äegel = 4:6:9, alfo ebenfo wie 
bie SSoIumina. 

4. ®egeben ifi ein um eine Äugel (3RitteIpunft K unb Slobiu^ r) 
befd&riebener gerober Splinber. SSon jwei 5ßunlten A unb A' ber 
©plinberad^fe, weld^e von K gleid^ meit entfernt finb, legt man an bie 
Äugel jmei SBerül^rungÄfegel ABC unb A'B'C. S)ag 3)Hnimum ber 
gläd^e ju ftnben, roeld^e aug ben beiben Äegelmänteln unb bem ©9linber= 
mantel BB'O'C befielet. Slufl. KD -L AB, AK unb BO fd^neiben 
fid^ in E; bann ift A ADK £ AEB, alfo AB = AK. SBejeid^nen 

mir Z BAK mit ?, fo ifl bie gläd^e = 2^"(3-2cosy) ^ ^.^.^ 
für ben gall beg 3Rinimum^ cos ? = y. 

b) 5. 3n biefelbe Äugel, bereu SftabiuiS r ifl, finb ein quabratifd^er 
©plinber utä ein gleid^feitiger Äegel befd^rieben. S33ie t)erl^alten fid^ 

il^ aSolumina, ii^re ÜRäntel unb ii^re Dberfläd^en? Slufl. y^^ j^ 

^ 4t]/Y ^ M<^nt Cyl _^ ^ Obfl Cyl _ ^ 
3 5 Mant Keg — 8 5 Obfl Keg "" 8* 

3n einen geraben ©plinber (r, 2 h) finb jtoei Äegel fo lonfiruiert, 
ba| ii^re ©runbflad^en jufammenfaHen unb ü^re ®pi|en in bie SOKtte E 
ber $öl^e beg ©plinber^ ju liegen lommen. gu bered^nen iji 

6. ber Slabiug p ber in einen Äegel befd^riebenen Äugel. Slufl. 
®n Sld^fenfd^nitt fd^neibe aus bem ©plinber Sled^tedE ABOD unb au^ bem 

einen Äegel A ABE. S)ann ifi A ABE = | p (2r+2/EM^ = rh, 
miffftn p = -^^-^^ — j- ^. 
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7. her Stabiug p' be« üuerfd^nittciS be« SlingeiS, toeld^er bie 3Rätttel 
beiber Äegel unb ben be« Splinberg beröl^. Slufl.« g^ ifl A BEO = 

|p'(2h + 2yF+l?) = rh; mit^ti p'= h(p/h^-+T^-^ ^ ^^ ^,^ 
§ö^e beg gWngeg 27r(r-p0 = ^''^^'"*"^''^^ ^^'"^^'^ ifl, fo ifi 

Olfl Ring = l^^VY^^U^^^^ ,^ P.,, ^,,^ ^ 


r» 


§ 44. 

a) SBenn ein burd^ bie @eite a gegebeneiJ gleic^feitigeg ©reied 
ABO, beffen §öl^e CD fei, um eine Sld^fe rotiert, fo pnb bie Dber- 
flöd^en urü) aSoIumina ber entflanbenen Äötper avx einfad^ften nad^ ber 
©ulbinfd^en Sftegel ju bered&nen. 

^a^ gleid^feitige S)reietf rotiere 

1. nm bie Seite AB. auf I. Obfl == | ira^ ^s"; FoZ = ^ ra^ 

2. um eine burd^ gel^enbe SKd^fe, meldte paraM AB ifi. SlufL 
0hfl = 2ica2 fi] Vol = I Tca^ ^ 

3. um eine Sld^fe paraM AB, bereu ©ntfemung t)on AB man 
erl^ält, xs^tnn man CD über D um fid& felbft tjerlängert. Sluf I. 0hfl = 

4. Vixa eine Sld^fe parallel AB, bereu ©ntfemung t)on AB man 
erl^olt, menn man CD über C uvx fid^ ielbft verlängert, auf I. 0hfl 

= öira^ 1/3"; FoZ = -j ira^ 

5. um eine 2ld^fe fenfeed^t auf AB in B. Sufl. 06/= Sica^; 

Vol = 4 'ta^ /2 . 

6. um eine 2td&fe fenfeed^t AB, bereu entfemung t)on OD = a ifl. 
Slufl. 0hfl = Gira^; VoZ = -g- ita» ^3". 

b) ©egeben ifi ein igalbfreig mit bem SJUttelpunlt M unb bem 
S)urd^meffer AB = 2r; über AB ifi ein gleid^feitige^ 3)reiedt ABC 
lonfiruiert; AC unb BC treffen ben igalbfeeiS refp. in D unb E; 
bann ifi DE II AB unb AD = DE = DO = r; CM treffe DE in G, 
ben ^albfreig in N unb gel^t burd^ ben S)urd^fd^nitt8punft F t)on AE 
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unb BD unb burd^ bm @(i^etf)iuilt H beS S)i:etediS DEG. ^tnet 
fei tuxi^ DEXAB unb EJJ.AB; ber }ur 6el^e AD gel^ötenbe 

Söogen werbe mit ALD b^eüi^et. S)ann ifl nod^ AK = KM = l- r, 

DK = GM = CG = |ry3; FM=ir|/3"; FG = GH=iri/3: 

2)ie bei bet Siotation bet ^igut um AB eqeugten SSoIumina unb 
^äd^en ftnb ju bered^nen. 

7. Ze^^ ADK =• I w'. ' 

8. Q/i KDEJ = I itr'. 

9. Vol ABED = 2 Z«^ ADK + Q/l KDEJ = ot». 

10. SBo liegt bet ©d^etpunft be« %tcaptit& ABOD? 3lufL ®c 
mu$ auf GM liegen unb l^abe t)on AB bie ©ntfetnung x. S)ann ift 
2itx • ABED = OT», ober 2 icx • 4 r* fä" = w»; mithin x = |r Vä 

11. FoZ DEO = 1 r« j/ä"- 2«MH = 71*^3"- 2k | r y3" = 
7ct\ Safo iji Vol DEO = Vol ABED. 

12. Tof ADB = Vol AEB = j«r». 

13. Vol BED = Fof ADE = i icr'. atlfo ifi Vol ADB = 
Fo/ BED. 

14. Vol AFB = I itr". 20. Foi ALDB = ^ w". 

15. Fbi AFD = ^ w». 21. Foi DNEO = fw». 

16. Fo/ DFE = I icr». 22. MarU AD = | «r* fs. 

17. Foi DNE = iicr». 23. itfan« DE = irr* ^3^. 

18. Vol KDNE J = s wr'. 24, Jlfa»< ADEB = 2 itr* VF. 

19. FoZ ALD = i it AD* • AK = 

25. Obß DEO = 3r • 2kMH = itcr^fS; alfo 06/? DEO = 
2Mant ADEB. 

26. Mant AFB = 4- irr*. 

27. Mqnt AE = i. „r*. 

28. Mant DF = 4^^. 

c) Flotation von t)erfd^iebenett SJreicden. 

29* ®in rcij^ttüirrflige^ 3)reie<i mit bett Äati^eten a unb b, über 
beffen ^ppotenufe c ein igalbfrei^ befd^tieben iji, rotiert um c. 3)ie 
aSoIumina ber burd^ bie Äatl^eten aböefd^nittenen ©tgtatatt finb ju be« 

red^nen, Slufl. -g— unb -g— . 
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30. ©egeben ifi ein red^twinflgeg 3)reie(I ABO burd^ bie ^ppotc:: 
nufe c unb ben SBinfel a (a>.b); auf AB einen 5ßunft X fo ju be^ 
fümmen, ba§, wenn man auf AB in X bie ©enfeed^te XY errid^tet, 
bag burd^ Sftotation beg S)me(I^ um XY erjeugte SSoIumen boppelt 
fo groß ifi mie bai^ burd^ Sftotation beS 3)reiedfö um bie ^'di)t OD et> 
jeugte- Slufl. ^vt^t man burd^ ben ©d^wetpunft S eine 5ßarallele ju 
AB, meldte OD in F unb XY in G trifft, fo ifi nad^ ber ®ulbin= 
Siegel A.2irSG = 2A.2icSP; alfo SG = 2SF. SRan finbet 
DX = c cos 2 (90« - a). 

31. S)ie »afig 2x unb bie §öl^e y eines gleid^fd^enlligen S)reiedE« 
}u bered^nen, menn bie SSoIumina v unb v, ber Äörper gegeben finb, 
meldte man erl^ält, rotm bag S)reiedE um bie SSaflS unb um einen 
©d^enlel rotiert. Slufl. SSejeid^nen mir bie Qö^t auf einen ©d^enlel 

mit z, fo ifi z = / J^^ . 9ia$ ber ©ulbinfd^en Sftegel ifi v = 

yx^ + y^ 

2xy __ 47cxy 




y 


8 


35urd^ Elimination t)on y erl^ält man x = y ^V^ — 2\ > ^^"^ ^ft 

32. 6in gegebenes ©reied ABO rotiert um eine burd^ gezogene 
(Serabe; meldte Sage mufe biefelbe l^aben, bamit baS Volumen ein 
ÜRafimum ift? Slufl. 3)er ^nl^alt beS 2)reiedfS fei A, 8 fein @d&mer= 
punft unb SE bie ©enlrec^te von S auf bie SlotationSadfife. 9lad^ ber 
©ulbinfd^en Siegel ifi FoZ = A . 2ir SE. S)aS SRapimum tritt für SE 
unb bal^er audfi für baS SSolumen ein, menn SE mit SO jufammen? 
fällt, alfo rotnn bie t)eränberlid5ie ©erabe fenfred^t auf OS fielet 

33. A ABO, meld^eS burd^ c, h« unb Z y gegeben ifi, mirb um 
eine ju AB parallele Sld^fe OX um z <p gebre^t 3)aS SSolumen unb 
bie Dberfläd^e beS entfianbenen ÄörperS finb ju bered^nen. Sluf L 9lad^ 

ber ©ulbinfd^en Siegel ifi Vol^ ^ dx^^.iTz -^h.^ -^.tzchj'. 

pr cp = 360« ifi es 4 ^^^V- — ^ ^^C merbe in bie Sage A'B'C 
gebrel^t; bann ifi Z BOB' = 9. S)ie Dberfläd^e befielet bann aus 
bem 2;eil eines K^linbermantelS AA'B'B, ben a;eilen t)on Äeget 
mänteln BOB' unb ACA' unb ben beiben fongruenten S)reiedfen ABO 

unb A'B'O. Sttfo Obß = ^hcC-f--^ he(a+b)+ch., monad^ 
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a + b = c y 1 + — cot -|- iu fubftitxiieren ift. gür 9 = 360^ ift 

OJ/ = 7rh(2c + (a + b)). 

34. A ABC, tocId^eS burd^ hc, «, p gegeben ift, rotiere um eine 
3ld^fe, weld^e burd^ C parattel jn AB gejogen ift. 3)ag S)reie(I foll nun 
burdfi eine ^parallele ju AB fo geteilt werben, bafe bie beiben 2;eile bei 
ber ^Rotation gleidfie SSoIumina befd^reiben. SBeld^en 2lbftanb muß bie 

8 

5ßaraHeIe von c l^aben? Slufl. x = h]/4". 


§45. 
9lotattim tfon ißieteäen nnb tregelmälfigen fßieUäen^ 

a) ^Rotation von SSiereden. 

1. Cluabrat ABCD rotiere um eine Sldfife, toeld^e burd^ C parattel 
ju BD gejogen ift. SSoIumen unb Dberflä(^e beS entftanbenen ßörperö 

finb ju bered^nen. 2lufl. Vol = ica^ f2; Obfl = 27ra2 1^. 

2. Cluabrat ABCD rotiere um eine Sld^fe, roeld^e burd^ bie ÜRittel- 
punite E unb F von refp. BC unb CD gel^t. SSoIumen unb Dber= 
fläd^e beg entftanbenen Äörperö finb ju beredfinen, wenn ber burd^ bag 
2)reiedt entftanbene 2;eil atö auSgel^öIt betrad^tet wirb. Slufl. S)aS 
Duabrat iomme nad^ einer l^alben Umbrel^ung in bie Sage A'B'C'D'; 
unb EP fd^neibe BB' in G, DD' in H unb OC in L. SDann ift 

Vol = 2 Vol ALHD - 4 Vol DHP = \ ira^ /2"; ferner 06/ = 

2. Mant AD + 4ilfaw^ DP = | ira^ j/^. 

3. ©egeben finb ber SJnl^alt P eineö ^ßarallelogrammö unb bie 
aSoIumina V unb V, meldte ti Jbei ber 9lotatipn refp. um bie ©eiten 
X unb y erjeugt; x, y unb z 9 beg ^ßarattelogrammö finb ju be^ 

red^tien. 2luf I. 0lad^ ber ©ulbinfdfien Siegel ift V = P • 2ir • -|- y siny 

= Pitysin^ unb V = Pirxsin<p. 3)a nun P =xy sin?, fo ift 

^= -^/ alfo x = -^; y =-yr; sin^ == ^^ajTa. 

4. aSon einem S^rapej finb bie beiben parallelen Seiten a unb c 
(a :> c), eine nid^t parallele Seite b unb Z (a, b) = p gegeben. S)a§ 
aSoIumen beö ÄörperÄ, meld^er burdb Sftotation beö ^^rapejeS um a ent- 
fielet, ift ju bered&nen. 2lufl. 4-'^l>^(^"*"2c)sinp2. 

5. 35on einem S;rapej ABCD (AB II CD, Z A = 90^) ift gegeben 
BC = b, ber Snl^alt P unb ba§ aSoIumen beS Äörper«, meld^er entfielet, 

xotnn ABCD um BC rotiert, = -|"™^- 3^ bered^nen finb AB =x, 

Steuer, ©tereometrifd^e SCufgaDen. 9 
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CD = y, AD = z. Stuf I. ea ip (x - y)» + z* = b? (1); z (x + y) 
= 2 a* (2). »cjcid^net mon Z ABO mit <p, fo ift |- tc» = 

1 Z 

■3 irb sin cp^ (x^ + xy + y^); ober ba sin 9 = -r-/ fo ifi z^ (x^+xy-f-y^) 

= 4bc^ (3). öuabriert man (2) unb fubtrol^iert baDon erjl (1) unb 
bann (3), fo erl^ält man ^xyz^ « 4 a* — hH^ + z* unb xyz^ = 
4 (a* — bc^. 3)urd^ ©liniination t)on xyz^ etl^ält man z* — b^z^ — 12 a* 
4- 16bc^ = 0, vooxau^ z ju bercd^nen tfi. 

6. 35on einem gleid^fd^enHigen S^rapej fennt man bie beiben 
paraMen ©eiten a unb c (a > c), fomie bie ^öi^e h. 3)ag aSolumeu 
beä Äörperg ju bered^nen, meldtet burd^ Sftotation be§ 3;rapeje^ um a 
entfielet, aufl. |- irh2(a + 2c). 

7. SDaS SBoIumen be« Äörperg ju bered^nen, meldtet burd^ Flotation 
beg a^rapeje^in 6) um c entfielet SlufL -§■ ^h^(2a + c)• 
8. 2)ie ©ntfemung x beS ©d^merpunfteiS beö S^rapejeS in 6) von 

SL ju bere(^nen. 5luf I. x = }-. A 

ö \^a "T" cj 

9. S)ie ßntfeniung y beS ©d^merpunfte^ beS SlropejeÄ in 6) 
Don einer ber nid^t parallelen ©eiten ju bered^nen. Sluf I. y = 

2h(a^-hac4-c^) 

3(a+c) y4h2 4-(a~c/ 

10. S)ag SSoIumen beg Äörperg ju bered^nen, meld^er burd^ 
Slotation beS a;rapeje§ in 6) um eine nid^t paraMe Seite entfielet. 
„^ ,, 2 Tih^ (a^ -h ac + c2) 

2lufl. jr^===========f-. 

3 y4h2 + (a-c)2 

11. SSon einem gleii^fd^enlligen S^rapej fennt man bie beiben 
gleid^en Seiten AD=BC=b unb eine parattele ©eite AB = a. 9Bie 
groß mu§ bie anbere parattele ©eite c fein, bamit bag burd^ SRotation 
ber gigur nm a erzeugte SBoIumen ein SWayimum ift? SKufl. S fei 
ber ©d^merpunlt be§ S^rapejeS, O unb O' bie ©d^roerpunße ber S)rei- 
edEe ABC unb ACD; h fei bie §öl^e beiS XrapejeS; ferner SEJ. AB, 
OF -L AB, OT' X AB. 9lac^ ber ©ulbinfd^en Sftegel mufe SE • AB 
ein 3Kapimum fein. 9tun ifi OP = | h, O'F' = | h, OS: O'S = 

c:a; ba^er SE = g h+ ^ h ^-^^ = 3(2^-^0) ' ^^ ^^^ 
ABCD = 1 h(a+-c) ift, fo fott h2(a-4-2c) ein SRajimum werben. 
Stlfo Max = h^ (3a - 4 V b^ - h^); fü^rt man ZOBA = (pein, fo 
ift Max = sin cp2 (3a— 4b cos 9). 3^^ Seftimmung beö SRafimumS 
erl^ält man bann 1 2b cos y^— 6a cos y — 4b = , alfo cos 9 = 
a + 1/ a2 1 . «. a - 1/ a^ 4b2 

4b- »^ 16b^ ^ 3 unb c - y + V^ ^^' 
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12. 3Ran foB bie Dberflad^e unb baS SSoIumen bt^ Äörperg be^ 
red^nen, toeld&cr burd^ 3*otatiott be8 SSiered^ ABOD um bic Seite AD 
ei^eugt wirb, wenn oon bem aSiered gegeben finb AB = a, HO = b, 

OD = c, ZA =a, ZD = 8. äufl. Oi/ = 7ca(a+ b) sin a4- 
TTC (c 4- b) sin 8; Vol = 4 ^ [a^ sin a^ cosa+Ca^ sina^ + ac sin a sinS 

4- c^ sin 62) yb^ — (a sin a — c sin 8)^ + c^ sin 8^ cos 6]. 

b) SBenn ein regelmäfeige^ 2n6(f, bef[en großer Slobiu^ ntit r unb 
beffen Heiner 3labiug mit p bejeid^net werben möge, um ben großen 
©urd^meffer rotiert^ fo entfielet ein Äörper, beffen 06/? = 2Tcp. 2r unb 

beffen FbZ = ip . 06/ « | icp^r ifi. gflotiert ba^ regelmäßige 2n@(! 

bagegen um einen Meinen SJurd^meffer, fo entfielet ein Äötper, beffen 

OÄ/=27r(r2 + p2) unb beffen FbZ = ^p. Oi/^firpCr^H-p^) ifi. 

3n beiben gäHen befielet jroifd^en r unb p bie ®Iei($ung — = cos ^. 

r ^ n 

3n ben aufgaben, in meldten ba^ 2n®df um beibe S)urd^meffer rotieren 

mvi^, werben bie entjlanbenen Dberfläd^en unb SSoIumina bei ber 

Flotation um ben großen 2)urd^mejfer refp. mit Obßg unb Volg, bei ber 

3flotation um ben Keinen 2)urd^meffer mit refp. Oi/4 unb Fb/k bc* 

jeic^net. 

13. ©in regelmäßiges 18®df rotiert einmal um einen Meinen, bann 
um ben großen S)urd^meffer. SBie vtxJ)alttn fid^ bie baburd^ erzeugten 

Vol 4^rp2 2ro 

aSoIumina? 3lufl. ^ - 2 \ .. = -24z^ = 0,99988, 

ba p = r cos 10° ifi. 

14. Dberfläd^e unb ^nf)alt eines ÄörperS ju bered^nen, meld^er 
entfielet, xotnn ein regelmäßiges 16gdE um feinen Meinen S)urd^meffer 
rotiert unb ber große 2)urd^meffer = 2 ift. 2lufl. p = r cos 11^15' = 

0,98079 r( mtt^in Obfl = 2ic 1,9619; Vol=^p . 0hfl = 4,03. 

15. SBie groß ift baS 3Solumen eines ÄörperS, meld^er burd^ 
aiotation eines regelmäßigen 12®dES um einen großen S)urd^meffer ent= 
fie^t, mm bie Seite beS 12®des = 1 ifi? Stufl. p = r cos 15°; 

-i^ s = r sin 15° ober r = . -^.q ; alfo p = |- cot 15°; Oi/= iirrp 

TZ cot 15° j;. j TT cot 15°^ ^Q T-- 
sm 15° ' 6 sin 15° 

16. SBie t)er]^alten fid^ bie Dberpd^en jmeier Äötper von gleidpem 
SJoIumen, meldte burd^ 9lotation eines regelmäßigen 16®dEö unb eines 
regelmäßigen 18edES um \i)n großen S)urd^meffer entftanben finb? 

9* 
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SCufX. pift = r,6 cos ll^lö' = 0,98079 r„; Obfl ,6 = 4irr,e» . 0,98079; 
^0^6 = i Pi6 • öi/,6 = i r,6 . 0,98079 . OJ/,». gcmer p« = 
r,8 cos 10° = 0,98481 r.g; OJ/,, = 47nr,8=* . 0,98481; Vol,^ = 
T Pi8 . öi/,s = I r„ . 0,98481 Obß^,. 9iutt ift Fo/,« = Vok^, 
alfo r,6 . 0,98079 0&/,6 = r,» . 0,98481 . Oft/,» unb bälget 

M^ = 98o?92r"^ ^"* *'^"' Sßor^erge^enben ergieBt f^ ferner 
7^ = Sr-'^- 3Bcrben bie beibcn le|ten ©leia^ungen muItU 

* 'cos 


r--^f ...r. ö6/?,e 1/98481 \/ 18 , ^, , 

pUjtert, fo erhalt man ^ = F 98Ö79" = ^ ^ == ^'^^*- 

•^ ^® COS T^ 

Ib 

17. S)ie Dberfläd^e eine^ Äörperg ju bered^nen, roeld&er entfielet, 
Toenn ein regelmäßige^ 7®(f um bie ©enfred^te rotiert, meldte von 
einer ©de auf bie gegenüberliegenbe ©eite gefällt ift unb biefe ©en!= 
redete gleid^ 1 iji. Silufl. S)ie ©de be§ 7®g fei A unb bie ©ent 
redete AE = r + p; bie DberfCäd^e beftel^t baun auö bem SWantel ABCD 
unb bem Äreife mit bem Sftabiug ED, alfo ift Obfl = 27rp . AE + ttED^ 
= 27cp . AE + 7t AE (r — p) = IC (r + p) = IC. 

18. S)ie DberPäd^e unb baö SSolumen eineg Äörperö ju bered&nen, 
meld^er burd^ Flotation eine^ regelmäßigen 15(SdE§ um bie ©enfred&te 
entfielet, meldte von einer ©de auf bie gegenüberliegenbe ©eite gefaßt 
ift, vomn biefe ©enfeed^te gleid^ 1 ifi. Stufl. S)ie ©enfeed^te fei AE; 
mie in 17) ftnbet man Obfl = tu; Vol=^^p. 27cp AE + {irp (r^ - p^) 

^I^P^-^i'^pCr-p) =|^p(r + p) = i ^p; ba r + p = 1 unb 
p = r cos 12*^ ifi, f o finbet man p = ^ — ^02" ^^^^ Fo/ = -^ ic . 0,4945. 


§ 46. 

9t0t0Ü0n Hon ^eifen^ 

1. DberfCäd^e unb SSoIumen be^ienigen Äörperg ju Bered^nen, 
meld^er burd^ Sftotation eineg ÄreifeS mit bem SRabiuiS r um eine Tan- 
gente entftanben ift. 3lufl. S)a ber SJHttelpunft beö Äreife^ ber 
©d^merpunft fomol^l beö Umfanget mie beg Snl^alte« ift unb von ber 
SlotationSad^fe alfo bie ©ntfernung r l^at, fo ift Obfl = 2 irr. 2 in = 
4ic2r2; unb Vol = 2irr.7rr2 = 21:^^ 
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2. Dberfläd^e unb Solumen be^icnigen fiörperg ju beftimmen, 
loeld^er burd^ Sftotatlon eines Steifet mit betn SftabiuS r um eine Sld^fc 
entfianben ift, meldte üom SWittelpunft bie Entfernung 2r |iat. Slufl. 

3. Stuf ber Centrale KKi = a jmeier gleid^en Äreife mit bem 
SftabiuS r einen 5ßunft A fo ju beftimmen, baJ3, votnn man an K 
bie 2;angenten AB unb AD unb an Ki bie Slangenten AB' unb 
AD' jiel^t, unb bie gigur um KK, rotieren lä^t, bie ©umme ber 
burd^ bie SSogen BD unb B'D' erzeugten Äalotten qUiä) 2tzt^ ift. 

SCufl. aaSirb KA .mit x bejeid^net, fo iji Kai BD =2111(1-^) 

unb Kai B'D' = 2irr fr - ^^3^); mithin x = -i- Ta ± ya(a-4r)) . 

4. SCuf ber ©entrale KK' = a jmeier gegebenen Äugeln mit ben 

Slabien r unb r' ben 5ßunfi; A fo ju bejlimmen, ba§ bie ©umme ber 

beiben überblidften Äalotten ein Sülajimum ijl. 2lufl. ©e|t man 

r^ 
AK = X, fo ftnb bie §öl^en ber beiben Äalotten r unb r' — 


r'2 


mithin Max = 27tr2 + iitr'^ - 27u (- + — ^), 

\ X a X / 


morauS 


a —X 

a Vr^ 
fid& für ben gaU beS SJlayimumS x = -=-^—j=^ ergiebt. 

yr^H- y r'^ 

5. ©egeben ÄreiS K unb au^erl^alb beSfelben 5ßunft B; t)on B 
ftnb an ben ÄreiS bie Slangenten BA == BC = t gejogen. S)ag 
aSoIumen beS ÄörperS ijl ju bered^nen, meldten baS gemifd^tlinige 
SDreiedE ABO bei ber Sftotation ber gigur um KO befd^reibt. Sfufl. 
gäat man nod^ AD X KO, fo ifi Vol ABO = Vol ABCD ^ Vol AOD 

- VolSgm AO = 4 ^ OD (AD^+AD . B0+ BO^) - ^ ttOD. AD^ 

- -i^7rAC2,OD = -i TrOD.B02+ 4^0D(2AD.BO- A02). 

©d^neiben fid& KB unb AO in E, fo ift A BEO 00 ODA, alfo OE 
ober 4 A0:BO = AD: AO, mithin AO^ = 2AD . BO. S)a^er 

Vol ABO = 4 ^ OD.BO2. 9tun ift OD = r - KD = r- r cos 2a 

= 2rsina2, xotim Z BKO mit a bejeid^net wirb; ba nun sina = 

t 2 rt^ 2 rt* 

j=^, fo ifi OD = ^-,-j-p, alfo Vol ABO = ^^-^r 

6. (Segeben flnb jmei Äreife K unb K' mit ben Sftabien r unb r', 
meldte fid^ in t)on aufeen berül^ren; t)on il^rem äußeren äfel^nlid^feitSs 
punft S feien an K unb K' bie gemeinfd^aftli(|en äußeren S^angenten 
SA'A unb SP'F gejogen. Stottert nun bie gigur um SK, fo ift 
ba§ Solumen AOA', meld^eS jmifc^en bem Äegel unb ben Äugeln liegt, 
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ju beredten. 9luf I. S)ie gemeinfd^aftlid^e 'Xangente in C tteffe AA' 
in B unb oon A unb A' feien auf SE bie @en(te#ten AD unb A'D' 

gefättt. S)ann iji nod^ 5) Vol ABC - -f icBO» . CD unb Vol A'BC 
= 4- it BO« . CD', olfo Vol ACA' = 4- " BC* • ^^'' ^ «"" 4BC? 
-(r + r7-(r-r')»-4rr', fo ifiOD= ^^ = ^, tnit^n 


4rr' j rV2 

DD' =. -^ unb To; ACA' = -f « -!^. 
r + r 8 f + f ' 

7. SBitb burc^ bie in 6) näl6er befttmmten gJunIte A, A', F, F 
ein ÄreiS gelegt unb baS Aber AA' liegcnbe ©cgment AHA' genönnt, 
fo iü b(tö bei ber Ütotation um SO burd^ Segment AHA' et^ugte 

aSolumen ju berechnen. Slufl. Vol AHA' = -g- 'cAA'* . DD'; ba 
AA' = 2B0, fo ifl Vol AHA' = 4"« BC» . DD' = 2 Vol ACA' 

(ocrgl. 6) = -|- ^ fTj-p- 

8. Sered^nung üon FoZ AA'K'K (gig. toie in 6). SlufL 
Fo/AA'K'K= Fo/AKC+FoZ A'K'Ch-FoZAOA'= 4«C!I>(r^+0 

1 rV^ A rr' 


§ 47. 

9lotiiii0ii liott i^eidfegntetiteti« 

SBenn ein Ärcigfegntent um einen bie Seltne beSfetten nid^t 
fd^neibenbm S)ur(]^nieffer rotiert, fo ifi ba8 burd^ bai^fette et^ugte 

aSoIumen befanntlid^ gleid^ 4 ^^^^ ^^ ^ ^^^ ®^^^ ^^^ ©egmenteg 
unb h ti^re 5ßroieftion auf bie Sftotationgad^fe ifi. Sftit §ülfe biefer 
gormel, xod^t in früi^eren Aufgaben fd^on me^rfad^ Umlit iji, finb 
nun bie folgenben Slufgaben ju löfen. 

©egeben ifi ein ^albfeeiS mit bem S)urd&meffer AB = 2r; in bem^ 
fetten ifi bie mit AB paraUele Seltne OD gebogen, S)aj^ SSolumen, 
bie 3one unb bie ©efamtoberfCäd^e beg Segmente^ CD, meldte» bei 
ber 3*otation um AB erjeugt mirb, ift ju bered^nen, rotm OD ifi bie 
©eite beS in ben ganjen Ärei^ befd^ebenen regulären 
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1. ©ed&gcdcg. äufL Vol «= -^ ^^ ^^iw = 2irr2; 06/ = 
Tur^ (2 + ft). 

2. 3)tcic(Ieg. aufl. Fof = ^ ^3 yy. ^^^^ ^ 2 lur^ y 3] 

3. aSieredfe«. »ufl. FoZ= -i-'^^/^'; Zo»ö = 2irr2/2"; 06^ = 
Sirr^yr. 

obfi = irr^ /'fö"- 1 + 1/5- 4 yrV 

@ine Äugel mit bem SlobiuS r toirb Don einem unenbUd^ langen 
©plinber fo burd^brungen, bafe bie ©pünberad^fe mit einem S)ur(]^meffer 
äufammenfäßt; wie grofe ijl baS innerl^alb Uegenbe ©tüd be« ©plinberi^, 
wenn fein 2)urd^meffer ifl gleid^ 

5. r|/y. Slufl. -|irr^; Dergl. 1). 

6. r. »ufl- 4^^8-3/3"); t)ergL 2). 

7. r f2". aufl. 4" ^^ y 2"(2 ^2"-!); Dergl. 3). 

8. 4-^^2(5+ fh). SÄufl. I Ttr^ (10 - i/T) t)ergL 4. 

SBie groß ifi ber 3labiu8 be« Dorl^er näl^er befd^riebenen ©pßnberÄ, 
wenn er auiS ber Äugel fd^neibet 

9. ben nten Xeil ber Äugelpd^e. »ufl. rK 1 - f 1- — j . 

10. ben nten 2;eil bei8 SSolumeniS ber Äugel. Slufl. 

r 


1^-W^'- 


11. ©egeben ifi ein ^alblrei^ mit bem StabiuÄ r, bem SJHttel- 
punlt M unb bem S)urd^meffer AB. SBie groß ifi bie parallel ju AB 
gejogene Seltne OD « x, menn bei ber Slotation be2 ^albfreife^ um 
AB baiS burd^ ©egment CD erjeugte Sßolumen gleid^ bem burd^ 

A CMD erjeugten ifi. Slufl. 6« ifi |- irx« = f irx (r^ - j\, mU 

l^in X = r i2\ alfo ifi Z CMD = 90° (üergl. 3). 


§ 48. 

1. S)en ©d^metpunlt ber gläd^e eine^ 2)reiedfg ju BefHmmen. 
Slufl. S)ag S)reiedE rotiere um bie ©eite c unb fein ©d^merpunft. 
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TDeld^er auf ber 3Wittettime nad^ c liegen tnu§, l^obe t)on c bie @nt= 

fernuttg x; bann ifi -^ "^ho^c = 4 ^'^« • ^^^^ ^^^^ x = -^ ^c 

2. 5Den ©d^werpunft beS Umfanget eines S)reie(Jg ABO ju Be= 
ftimmen. Slufl. S)a§ 2)reie(f rotiere um AB, fo ift -nhc (a + b) = 

(a + b 4- c) . 2t:x, alfo x = ^ ° v!u , n - Sejeid&net p' ben SRabiu^ 
beS 3nfrei[eg beg gWittenbreiediS A'B'C t)on ABC, fo ij! p' = 

^, _f^° w ba^er 4- he- p' = ^^^^tl^ ^ «Ifö = x. S)a^er 
2(a4-b-i-c)' ^ ^ ^ 2(a4-b4-c) ' 

l^at olfo ber ©d^werpunft von A'B' bie ©ntfernung p', biefelbe @nt-' 

femnng l^at er von ß'C unb CA', ijl alfo ber aWittelpunft beiS 3infrei}e§ 

beS aWittenbreiedS. 

3. 5Den ©d^roerpunlt eines SIrapejeS ju bejüntmen, beffen parallele 
Seiten a unb c unb beffen §öl^e h ift. ^uft. 3)er ©(^roerpunft liegt 
auf ber ©eraben, wellte bie 3JJittelpun!te ber parattelen ©eiten t)er- 
binbet unb l^abe von ber ©eite a ben Stbjianb x; bann ifi irh^c -t- 

4 7rh2 (a - c) = -i^t^) . 27rx; ntit^in x = -jj^^y- 

®egeben ift ein ÄreiS mit bem SftabiuS r unb bem 3Jlittelpunf t M ; 
berechnet werben foH ber Slbftanb x beS 3Jlittelpun!teS M dou bem 
©d^n)erpun!t eines SBogenS AB, weld^er abgef($nitten wirb burd^ 

4. bie ©eite beS regelmäßigen ©ed^SedfeS. 2lufl. Sft bie 

SJlitte von SSogen AB, fo muß ber ©dpmerpunft auf MO liegen; ferner 

2 irr 3 r 

ijl nad& ber ©ulbinf dben Sftegel -k- . 2 ttx = 2 -nr^, alf o x =^ ; mitl^in 

D TZ 

l^at er Don ber ©el^ne ben 2lbftanb y = — ^ — r. SBirb bie @nt^ 

femung beS ©d^merpunfteS beS größeren burd^ bie ©eite abgefd^nittenen 

SBogenS vom SWittelpunft mit x' begeid^net, fo flnbet man x' mittels 

ber 3Jlomentengleid^ung bejogen auf eine fenfred^t ju MO burd^ ge- 

3r 
legte Sbene, nömlid^ x' = -^ ; unb ber Stbjlanb beSfelben von ber 


©el^ne tfi y = ^^^^ r. 


5. bie ©eite beS regelmäßigen S)reiedfS. Slufl. SSel^alten x, y, x y' 

27rr 
biefelbe Sebeutung mie in 4), fo ift -g- . 27rx = 2Trr2 fs, alfo x = 

"2^ unb y = '^ \^~ ^ kernet x' = '—^, i = 

3f3'+2Tr 
4it 
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6. bte ©eite be§ regelmäßigen SJieredö. St uf I. aBenn mit x, y, x', y' 

2 irr 

biefelben ©rößen mie in 4) bcjeid^net werben, fo ifi -^ . 2 7tx = 

1 • 


67t 

7. eine beliebige ©el^ne s. Slufl. SBirb ber ju s gel^örenbe 
©entriroinf el mit 2 a bejeid^net, f o ifl s = 2 r sin a, moburd^ a beftimmt 

ijl; ber ju s gel^örenbe SSogen b ift bann gleid^ ö^ö 5 tnitl^in 27rx . b 

rs rs 

= 271X8, alfo X = -T-; y = -j- ~ r cos«. Um x nnb y' ju erl^alten, 

ift in ben gormein für x unb y nur 180^ — a flatt a ju fe^en; e^ ift 

et r rs ,, 7rr(1800— a) . , rs . 

ba^er x = -rr, mo b = — ^^-^nj^ — ^ = -rr + rcosa. 

8. S)ie ©ntfernung x be^ ©d^merpnnfteS eineiS ^albfreifeS (SSogen^) 

2r 

t)om 3Wittelpnnft jn bered^nen. Slufl. x = — . 

TT 

©egeben ijl ein SreiS burd^ ben SRabiuS r; burd^ eine ©el^ne ift 
ein ©egment abgefd^nitten; iji nviu x bie Entfernung be^ ©d&merpunfteS 
beö Heineren ©egmente^ t)om 3Wittelpunft be^ ÄreifeS, y bie beö 
©d^merpunfteS t)on ber ©el^ne, x' bie beS ©d^merpunfte^ beS größeren 
©egmenteS t)om SWittelpunft unb y' bie besjelben ©d^merpunfteö t)on 
ber ©el^ne, fo finb x, y, x', y' ju bered^nen, menn baS ©egment ab= 
gefd^nitten mirb burd& 

9. bie ©eite be^ regelmäßigen ©ed^gedfg. Slufl. @S ift 
l'^ r2j^\ Tur^ ^_ r r }/¥ 

2-^1; 6 - -r-J= -6-' ^^^^^=27:-3/3-' y'^^-y- 
_ 11 -2 TT /3" . ,^ r , ^ 107ry3+ll 

2(271-3/3") ^' ^ 1071 + 3 yT' ^ 2(1071+3/3") 

10. bie. ©eite be§ regelmäßigen SDreiedS. Slufl. ®^ ift 
2- (? - ^) = i « 3r3 yä , ntit^in x = ^£1^ 

9 ]/T- 4tc ^ , ^ 3yT . , _ 8it + 9/F 
2(4it_3 /3") '^' ^ Sit + ayr'' ^ ~2(8ir + 3V'3)'^' 

(irr* r^\ 
-T- — Y I 


r; y = 


138 §. 48. 

1^(10 -Sir) 2iT ' (97rH-10)v^2 

6(7c-2) ' 3(3ic-l-2) ' ^ 6(37rH-2) ^' 

12. eine beliebige Seltne s. Slufl. ®er ju s gel^örenbe ©entri- 

(Tcr^ 2a 

io.n\ i Ol- qi.t 120rsina3 s* 

-ö r2sm2a) = — ic8r sina', ba^er x = ^.^ . ^ == tcTo—/ 

^ / ® ira— 90sm2a 12o^m' 

TDenn mit Sgm ha^ abgefd^nittene Segment bejeid^net wirb; y = 
X — r cos a. 

13. S)ie ©ntfetnung x beÄ ©d^merpunltei^ ber glad^e eine^ $alb- 

4r 
fteifeg t)om SWittelpunIt ju bered^nen. ätufl. x = ^s-. 

©egeben ijl ein Ätei§ M mit bem Sftobiu^ r; in bemfelben ifi bie 

Seltne AB gejogen; man foH bie Dberfläd^e unb baS aSolumen be8- 

ienigen Äörpetg bered^nen, meldtet burd^ Slototion beS Meineren @eg- 
mentei^ um AB entfielet, votnn AB ijl bie Seite 

Ttr 

14. beg regelmäßigen ©ed^^edEg. Suf l. Oi^ = 2iry . — (y fiel^e 4) 

1t (11 _ 2icf3) 


12 


r». 


15. beg regelmäßigen S)reiedeg. Slufl. 06^ = 2iry . ^^ (y fiel^e 5) 
= ^üiMzjO,. „„, ,.,, ^ 2«y (3f -':!|i) (y fu^e 10) 

_ X (9 l/T- 4ir) 

12 ^* 

irr 

16. bcg regelmäßigen Sßictcdä. Slufl. Obf, = I-kj . -^ (y ftel^ 6) 
= " ^^^' - "^ » unb Fo/=2.y(:j-*_|) (y fte^e 11) = 


1t j/ 2 (10 - 3i0 , 


12 

2)iefelben Slufgaben mie 14 big 16, nur foHen Dberfläd^e unb 
3Solumen beg Äörperg bered^net werben, meld&er burd^ Slotatiön beÄ 
größeren ©egmente^ um AB entfielet, xotm AB ijl bie Seite 


§ 48. 139 


17. b€8 regelmäßigen Otäfitd». Slwf l. Obfi — 2ity' . |^ 2 w 

(y' fie^e 9) = ^(10-1^ + ") r3. 

18. be» regelmäfetgen ©reied«. Äufl. Oi^ = 2Try' . | . 27rr 


(y ftel^e 5) - — ^^-^ ^ r^; Vol « 2iry' (^-^ ^—L—j 

/^ f t 1AN ir(87rH-9y3) « 
(/ fte)^ 10) = — ^^ — j2 -^-^ r^ 

J9. be8 regeltnäfeigen SSiered«. SufL Oi/? «= 2ity' . 4 .27cr 

20. ©egeben ifi ein Äretö mit bem SRobiuiS r; in bemfelben ifi 
bic Seltne AB = s gcjogcn, ju weld^er ber ©entriroinfel 2 a unb ber 
Sogen b gcl^ört. 3Ran foll bie Dberflöd^e unb ba« Solumen beg= 
ienigen Äörperg bered^nen, weld^er burd^ Slotation be« ©egmenteÄ um 
AB entfielet. Sluf I. Obfi. = 2^7 . b (y ftel^e 7) = rs - br cos a; Vol = 

2tzj . Sffm (y fiel^e 12) == -^ ir (s^ — 12r cos a . Sgm). 

©egeben iji ein ÄreiS M mit bem 3labiu8 r; in bemfelben ifi bie 
Seltne AB gejogen unb üon M auf AB bie ©enfred^te gefällt, meldte 
ben Äreig in C trifft. Ttan foH bie frumme Dberfiad&e nnJO bag 
SSoIumen be^jenigen Äötperg bered^nen, meldtet burd^ Sftotation be^ 
Heineren Segmente^ um bie an ben Äreii^ in gelegte S^angente entfielet, 
menn AB ift bie Seite 

21. beÄ regelmäßigen ©ed^iSedfg. »ufl. Obfi = 27r (r - x) . -g- 

(xrie^e4) = ?^^^|=^r2; roZ = 2ir(r _x) (^-?-^j (xfie^e 9) 

_ 7r(27r,3yy-l) 
" 6 ^' 

22. bei^ regelmäßigen ^xtitd^. äufl. Obfi « 27r (r - x) ?J^ 
(x fie^e 10) = -^^ ^— ^ — ^ r^. 

ö 
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23. beiS regelmäßigen aSieredg. SKufl. 06^ = 2ir (r - x) . -^^ 

(xfie^e6) = 7r(Tr-2]/"2)r2tFoZ=27:(r-x)('^-^)(xrte^ell) = 

^(37r-6-2f2") 
6 * 

SDiefelben Aufgaben tote 21 big 23, nur foHen bie feumme Dber= 
fläd&e unb baS SSolumen be§ Äörperg bered^net werben, roeld^er burd^ 
Slotation be^ gröjseren Segmente^ um bie an ben ÄreiS in 0' gelegte 
SCangente' entfielet (mo C ber 5ßun!t ifi, in meld^em bie SSerlängerung 
von CM über M f)inau§ ben ÄreiS trifft), mm AB ift bie ©eite 

24. beg regelmäßigen ©ea&gedS. Silufl. O6^ = 27r(r-x0 .|- . 
2 irr (x fie^e 4) = — ^ -r^; KoZ = 2ir(r — x) 1-g-H ^ — j 

(x fiel^e 9) = — ^^ g-^ r^. 

25. be§ regelmäßigen ©reiedg. Slufl. 06j^ = 2Tr(r — x') « 4 • 
2.r (X' rte^e 5) = ?^^^^^^i^r- Fo^ = 2. (r-x')(2-f-%'^) 
(x' fie^e 10) = ^%'. 

O 

26. bc3 regeMfeiflcn aSictedg. 2lufl. 06/? = 2«(r - x') . 1 • 
2 ur (x' fte^e 6) = it (3ic - 2« p/ 2") r='; Vol = 2ii (r - x') (^ + ^] 

27. ©egeben ift ein Äreiö M mit bem 3iabiuS r; in bemfelben ift 
bie ©el^ne AB = s gejogen, ju meld^ef ber ßentriminfel 2 a unb ber 
Sogen b gel^ört; ferner ift von M auf AB bie ©entrechte gefättt, 
meldte ben ju AB ge^renben Sogen in C trifft. SJlan fott bie frumme 
Dberftäd^e unb ba§ SSolumen beS Äörper^ bered^nen, meld^er burd^ 
Flotation beö ©egmenteö um bie an ben Sogen in gelegte 3;angente 
entfielt. Slufl. Obfl= 2tz (r - x) b (x fie^e 7) = 27rr (b - s); Vol = 

2ir (r — x) . Sffm (x fiel^e 12) = j 7t (r . Sgm — s^). 

28. ©egeben ift ein Duabrat ABCD mit ber ©eite a; in ba^- 
felbe ift ein Srei^ mit bem SWittelpunlt O befd^rieben, ber OD in E 
unb AB in F berül^rt; EA trifft ben Ärei^ in M; 1) baS SSolumen 
beS burd^ SRotation be§ SSieredEö APOM um EP entflanbenen fiörperg 
ju beredpnen; 2) baö SSolumen p bered^nen, xotnn APOM nm AP 
rotiert; 3) bie Sage be^ ©d^merpunfte^ t)on APOM ju bejiimmen. 
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x = 4a; FH = ia; EM=4^. 9hm iji Vol AFOM=iirOH 


2lufl. 1) es fei MHXEF unb ML J.AB. SBirb EH mit x Be-- 
jeid^nct, fo ifi MH = | x. 3hin ift MH* = FH . EH unb l^icrau« 

2a 

MH« + 1 K HF (AF*+ AF . MH+ MH^) = ^ «al 2) Vol MAFO 

= |itAL.ML2+litLF(OF*+OF.ML+ML2)==4«a''- 3) %l&^i 
OMAF = I MH . OH + |HF (AF + MH) = | a^ $at ber ©d^roer-- 

punlt t)on EF bie ©ntfcrnung y, fo ifi 2 «y . ^ a'* = ^ ica^, alfo y = 

^a. ißat ferner ber ©d^roerpunft »on AB bic Entfernung z, fo ift 

2i:z . ^ a* = ^ ira'; alfo z = gg a. 


■,i^^ 
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